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Rezumat. In articol este descrisi esenta invatarii prin descoperire si utilizarea noilor metodologii

didactice in studierea matematicii. Rolul crescand al stiintei matematice si informaticii in civilizatia
contemporanad este nsotit de o dezvoltare fard precedent a educatiei stiintifice, devenind scopul principal
al formatiei profesionale a generatiilor tinere de astazi.
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HEURISTIC METHODS AND METHODS OF LEARNING

THROUGH DISCOVERY

Abstract. The article describes the essence of learning through discovery and the use of new teaching
methodologies in the study of mathematics. The increasing role of mathematical science and computer
science in the contemporary civilization is accompanied by an unprecedented development of scientific
education, becoming the main purpose of the professional formation of today's younger generations.
Keywords: mathematics didactics, methods, scientific education, didactic strategies, methodological
orientation

A aparut necesitatea de reconsiderare a strategiilor didactice pentru a lichida
discordanta intre cerintele invatamantului stiintific si insuficienta metodelor traditionale
practicate pana nu demult.

Imperativul Tnsusirii stiintei ne orienteaza sa trecem de la metode cu caracter cvasi
empiric la metode stiintifice, la absolutizarea modului de organizare a invatarii scolare.
Astfel, se dezvolta puternic in prezent o noud orientare metodologicd, care asociaza
logica invatarii prin actiune logicii invatarii prin descoperire, promovand 0 metodologie
centrata pe nvdtarea prin descoperire, 0 metodologie de esenta euristicd, care reprezinta
trecerea de la 0 ,,cunoastere capatata” la o ,,cunoastere cucerita” prin efort personal, ceea
ce reprezintd o noud conceptie didactica si necesitd alte modalitéti de lucru.

Teoria si practica invatarii prin descoperire (Discovery Learning) reprezintd o
totalitate de procedee complexe, bazate pe proceduri euristice si de cercetare, care-i
determina pe elevi sa descopere ei Insisi noile cunostinte si sa rezolve ei insisi probleme.

Astfel, metodelor de invatare prin descoperire le este specificd activitatea
independenti de cautare si cercetare. Invitarea prin descoperire contribuie la dezvoltarea
capacitatilor intelectuale ale elevilor, 1i face mai eficienti in a le amplifica aptitudinile si
capacitatile creatoare, fiind utilizatd predarea-invatarea matematicii sub aspect formativ.

O problema majora, care sta in fata profesorilor de matematica, este de a-i invata pe
elevi sd utilizeze informatiile asimilate si de a le manui, de a schimba raportul dintre
informatie si metodologie in favoarea acesteia din urma, prin metodele euristice bazate pe

reflectie, pe gandire.
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Metodologia euristica asigurd activitatea intelectuald a elevului, stimuleaza
capacitatea de rezolvare a problemelor, deoarece creativitatea si rezolvarea de probleme
reprezinta culmi ale performantei cognitive.

Sa utilizim metode euristice la rezolvarea unor probleme/exercitii matematice,
atribuite formulei Learning by Doing (a invata facand), invatand matematica si rezolvand
probleme.

Exemplul 1. Sa rezolvam ecuatia
lx —al+3|x—2| =5

Fie a > 2, atunci examindm urmatoarele cazuri:

o~~~

2 a X
a+1

1) x < 2, atunci ecuatia datd ia forma a — x + 3(2 —x) = 5, de unde x = ¥

SR : : 1
Sa verificam pentru care valori ale parametrului a, x < 2: % < 2,deundea < 7.

Astfel, pentru2 <a < 7,x = aT“

11—-a
2

Sa determindm valorile parametrului a > 2, pentrucare 2 < x < a:
11-a
2

11—-a
-

2) 2<x<aa—x+3(x—-2)=5x=

2 < <a,deunde1—;<a§7.

Deci, pentru 13—1 <as<s7,x=

3) x2a,x—a+3(x—2)=5,x=a211.

Sa determindm valorile parametrului a > 2, pentru care x > a:
a+11

11
=a,a S;?;.
a+11

4
Fie a < 2. Vom examina urmatoarele cazuri.

a 2 X
a+1

1) x<a,a—x+2(2—x)=5,x=T.

Deci, pentru 2 < a < 13—1,x =

. ) ) 1 1
Sa verificam pentru care valori ale parametrului a < 2,x < a: % <aa> . Astfel,

1 1
pentru~ < a < 2,x :%.

—-a

2) an<2,x—a+3(2—x)=5,x=1T.

Sa determindm pentru care valori ale parametrului a < 2,a < x < 2:
as%<2,deunde—3 <a<=§.

1-a

X = —

Deci, pentru —3 < a <= >

Wl
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a+11
R
Sa determindm pentru care valori ale parametrului a < 2,x > 2:

3 x>2,x—a+3(x—2)=5x=

+1
“Tzz,az—&

Deci, pentru —3 < a < 2, x = &4,
4) Dacéa=2,4|x—2|=5,deundex=§,x=%;
: L L L LSS LSS S »>a x_a+1
0 2 7 )
, AL g 1-a
0 11/3 7 X = 5
0 2 11/3 X = 2
0 1/3 2 x = Z
/777 7, - T2
4 »
-3 0 173 a x=—
VAV AV VAV AV 4 R a+ 11
_'.3 O 2 a X = 4

)

)

Raspuns: pentru a = —3,x = 2; pentru —3 < a < é,x € {a“l : 1—‘1}

4 ' 2

a+t1ll a+1

a+1l a+1
)

11 11 11 11— +1
pentrua = =, x € {?}; pentru — < a < 7,x e{ Za;aT}

1 1 1
pentruazg,ng;pentrug<as2,xe{ ;
3 13 11
pentrua = 2,x € {Z;:};pentru 2<a S?,x e{

)

)

)

pentrua = 7,x = 2; pentrua < —3 sipentrua > 7, 9.
Exemplul 2. Sa rezolvam ecuatia
x?—=2lx—al+2|]x—-2] =0.

o~~~

a ) X

Fiea < 2,
1) Daca x < a, atunci ecuatia data ia forma
x2=2a+4=0 (1)
sau x? = 2(a — 2) < 0, care nu are solutii.
2) a<x<2atuncix>—4x+2@+2)=0 (2
Care are solutia x;, = 2 + V=2a.
Este evident ca x; si x, vor fi numere reale numai atunci cand a < 0.

Expresia 2 + vV—2a > 2, ceea ce contrazice conditiei x < 2.
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Deci, x = 2 — V—2a. Si determinim valorile parametrului a < 2, pentru care 2 —
V=2a > asau4—2a+a®=0,(a—2)% > 0—inegalitate adevirata pentru orice a,
deci si pentru a < 0.
Astfel, pentru a < 0,x = 2 —v/—2a.

3) x = 2, atunci ecuatia ia forma:

x?—2a—4=0, (3)deundex;, =+V4-2a.

Deoarece 4 — 2a > 0 pentru a < 2, rezulti ci x5 si x, sunt solutii reale. Insa x > 2.
Deci, ecuatia (3) are solutia x = v/4 — 2a, care trebuie si verifice relatia V4 — 2a > 2
sau 4 — 2a > 4,deunde a < 0.
Astfel, pentru a < 0, x = V4 — 2a.

Fiea> 2

2 a X

4) x < 2,atuncix? —2a+4 =0, (4)deunde xss = +V2a — 4 ambele reale
deoarece a > 2.

Insa x < 2 si ca solutia pozitiva si verifice ecuatia (4) este necesar ca vV2a — 4 < 2 sau
a<4.
Deci, in acest caz x = +v2a — 4, pentru 2 < a < 4 si x = —/2a — 4, pentru a > 4.

5) 2<x<a,x’+4x—2a—4=0 (5)deunde x,5 = —2++v8+ 2a
ambele reale, deoarece a > 2.
Insa x = —2 + /8 + 2a < 0 < 2 nu este solutie a ecuatiei (5); iar x = —2 + 8 + 2a
apartine intervalului 2 < x < a, pentru a = 4.
Astfel, pentru a > 4, ecuatia (5) are solutia x = —2 + /8 + 2a.

6) x = a,x? = 4 — 2a, care are solutii reale numai pentru a = 2, x = 0 inaccesibil3,

deoarece x > 2. In acest caz ecuatia nu are solutii.
Raspuns: pentru a < 0,x € {2 —vV—2a;V4 — 2a};pentru 0 < a < 2, 9;
Pentru 2 < a < 4,x = +V2a — 4;
Pentrua > 4,x € {—V2a —4; -2 + V8 + 2a}.
Exemplul 3. Sa cercetam si sa determinam semnele solutiilor ecuatiei
(a+5)x*+R2a—-3)x+a—-10=0

in functie de valorile parametrului a.

D=2a-3)2-4(a+5)(a—10) = 8a + 209.

D = 8a + 209 > 0, pentru a > —26%.
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) 1
1 > —26-
>0 a0 a> 26, ey
X1 9 a—10 a<-
1) {xz > o dacdy o> 0.9 9@ -10)(a+5)>0 © [a > 10
203 _ (2a—3)(a+5)<0 —5<a<?
a+5 g
[ OLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL L L Ly
’ a
26
ONAANMMNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNG - szrzzzgy o
g 10
L NLLLLL > a
5 3
2

Sistemul nu are solutii. Deci, nu exista asa valori ale parametrului a pentru care ambele
solutii sa fi pozitive.
(@ >—26-
1 8
a> —265 [a < =5
a>10 .
a<-5
3
a>-
2

a>—26~
8
a—10

>0.,99@-10)(a+5) >0 €
Lza: >0 \@2a-3)a+5>0

Deci, a € (—26 é; —5) U (10; o). Pentru aceste valori ale parametrului a ecuatia data are

doua solutii negative.

1 1
_761 > —26-
x>0 a>—267 a>-263 Z .
. ) a-10 —o<a<
3){ x, <0 ,daca = <0.24{@-10)(a+5)<0 © a<-=5 "
22| > |2, 2223 _ ¢ (2a—3)(a+5)>0 a3
, a+5 2
ool ]
Y 8 ~LLLLL2222¢, > 3
-5 10
ASSNNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN\N\\ W I/ IIIIIIIIIF IS
\ 5 3
2

Deci, a € (2;10).
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x; <0 (a>—26§ a>—262% a>—26-
1 T4y 8
. ] a-10 8
4))[ x>0 , daca = <0.29@-10)(a+5) <0 ©1-5<a< 130.
2| > x| Lza—3<0 (2a—3)(a+5)<0 -5 <a<;
a+5
Deci, a € (—5;%).
(N VITITIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIVIIIIFIN
el |
8 OLLLLLLLLLE, > a
-5 10
OLLLLLY, > 3
3
5 3
2
Raspuns:
1, . _ (3-2a)+\Ba+209 x1 <0,
pentru a € (—263;—5) U (10;0) x; , = rere  unde {xz 2o
x>0
pentru a € (1,5;10) x, , = (3‘2‘;);185‘)”209, unde { x, <0
2| > x|

pentru a € (—00; —26%) , @;

x>0
pentru a € (_5,5) Xy, = (3—2a)i\/8a+209’ unde{ X, < 0 :
2 ’ 2(a+5)
22| > x4

pentrua = —26=,x = —1—;
8 13

pentrua = —=5,x = —1 i;
13

x>0
pentru a = ;, X12 = -l__\/i_z, Unde{ Xy < 0 ,
22| = [x]

pentrua =10, x; = 0,x, = —1 %

Exemplul 4. Pentru care valori ale parametrului a exista macar o solutie comuna a

inecuatiilor
x?—Ba+1)x+2a*+3a—2>0six*—5ax+6a’>+a—1<0?

Ridicinile trinomului patrat y = x? — (3a + 1)x + 2a? + 3a — 2 sunt:

1 1
xl,z=E[3a+1i\/(3a+1)2—4(2a2+3a—2)]:E(3a+1i a2—6a+9)=

=-[Ba+1) £ (a-3)],

deundex; =2a—1,x, = a+ 2.
Radacinile trinomului patrat y = x? — 5ax + 6a® + a — 1 sunt:
1

tou =[50+ VB A Ta =D = 5 (Sa Va7 ~ a1 4) =
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= %[Sa + (a —2)],
deunde x; =3a—1,x, = 2a + 1.
Radacinile trinomului x; = x, pentru a = 3; x3 = x, pentru a = 2.
Vom considera 3 cazuri:
I. Fie a € (—;2).Deoarece x; < x, si x3 < x,, atunci prima inecuatie are
solutiile x € (—o0; 2a — 1) U (a + 2; o), iar solutiile inecuatiei a doua x €
[3a —1;2a + 1].
Valorile parametrului a le determinam din totalitatea de inecuatii:
[3a—1<2a—1(:)[a<0.
at+2<2a+1 a>1
Astfel, pentru a € (—oo0; 0) U (1; 2) exista solutii comune ale inecuatiilor.

Il. Fie a € [2;3]. In acest caz x; < x, si x5 > x,. Astfel, prima inecuatie are
solutiile x € (—o0; 2a — 1) U (a + 2; o), iar inecuatia a doua
x € [2a + 1;3a — 1].
Rezolvand totalitatea de inecuatii

2a+1<2a-1

) _ ,
a+2<3a-1 E-,Obtlnema>5_

a>
3

Deci, inecuatiile date au solutii comune pentru a € [2; 3].
1. Fie a € (3; ), atunci x; > x, si x3 > x, si inecuatiile date au respectiv
solutiile x € (—o0;a + 2) U (2a — 1; ®), x € [2a + 1;3a — 1]. Inecuatiile
au solutii comune, daca parametrului a verifica totalitatea de inecuatii.

2a+1>a+2 (:)[a>1
2a—1<3a-1 a>0
Raspuns inecuatiile date au solutii comune pentru a € (—0;0) U (1; 8)

, deci pentru a > 3.

Exemplul 5. Si cercetim si si rezolvim ecuatia x + v a + Vx = a.
Deoarece x se afla sub simbolul radicalului de ordinul doi, rezulta ca x = 0. Prin

urmare, membru stang al ecuatiei date x + v a ++/x = 0, deci a > 0. Astfel, pentru a <
0 ecuatia nu are solutii. Ulterior vom considera a > 0. Scriem ecuatia astfel: v a + vVx =
a—x. Pentru a >0 si x <a ecuatia Vva++vVx =a—x © a++x =a?—2ax + x?,
ecuatie patrata in raport cu parametrul a:

a? — (2x + 1)a + x? —/x = 0, care are solutiille a = x + Vx + 1sia = x — V/x.

Considerdam a = x + v/x + 1. Tinand cont ci membru din dreapta reprezinti suma a
trei termeni nenegativi, unul dintre care este egal cu 1, obtinem ca daca 0 <a <1,
atunci ecuatia @ = x + vx + 1 nu are solutii.

In continuare, vom considera pe a > 1. Atunci ecuatia a = x ++/x + 1 0 scriem
astfel x ++/x +1—a =0 ecuatie pitrati in raport cu vx, care are solutiile Vx =

~(-1++4a —3) si Vx = =2 (1 + V4a — 3).Deoarece a > 1 si x > 0, solutia Vx =
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—~(1+V4a—3) este inadmisibila. Astfel, VX =-(vV4a—3—1), de unde x =
%[(Za —-1) - M], pentru a = 1. Aceasta solutie verifica restrictia 0 < x < a.
Consideram cazul a = x — v/x si obtinem ecuatia x — v/x — a = 0 ecuatie pitrati in
raport cu v/x, care are solutiile: vVx = %(1 +V1+4a) sivx = %(1 —+/1 + 4a). Solutia
\/§=§(1—M) < 0 pentru a > 0.
In cazul cand +Vx = %(1 ++V1+4a) avem x = %[(2a+ D++Via+1]>a

neacceptabila.
Raspuns: pentru a = 1,x = %[(Za —1) —V4a - 3];
Pentrua =0,x = 0; pentrua < Osipentru0 < a < 1,0.

In invitimantul secundar matematica nu reprezinti o suma de cunostinte stiintifice,
ci un proces, o creatie intelectuald dependenta de cerintele practicii. Metodologic, aceasta
viziune prevede predarea matematicii ca proces, mai exact ca o ,invatare prin
descoperire”, care se realizeaza prin ,,metode de invatare prin cercetare”.

Metodele de invétare prin cercetare dezvolta capacitatea intelectuala a elevilor, in
special la rezolvarea unor probleme teoretice si practice cu un nivel sporit de dificultate.
Metodologia invatarii prin cercetare 1i ajuta pe elevi sa inteleagd matematica ca proces de
elaborare de noi cunostinte, dezvoltand capacitatea de a munci independent.
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