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Прикладная модель фильтрации сжимаемой жидкости
к скважине в пористой среде

Предложен прикладной закон фильтрации с кинематической поправкой для сжимаемо-
го флюида, фильтрующегося в пористой среде. В приближении плоской волны получены
в замкнутом виде асимптотические решения уравнений фильтрации по закону Дарси и по
уточнённому закону с кинематической поправкой. Получены оценки для размеров области
фильтрации. Приведены иллюстрации с графиками распределений давлений и плотности
потока упругой энергии в потоке сжимаемого флюида. Приведены расчётные оценки раз-
меров области фильтрации для практического примера.
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В отсутствие массовых сил медленные течения жидкостей и газов (флюидов) в
пористых средах описываются законом фильтрации вида [1]

∇p = −Φ(|w|) w
|w|

, w 6= 0,

где p – давление в фильтрационном потоке, w – скорость фильтрации, Φ – задан-
ная неотрицательная функция фильтрационного закона. В слабо пористых средах,
например в глинах, принимают Φ линейной функцией скорости и закон фильтрации
представляется так:  ∇p = −

(η
k
|w|+G

) w
|w|

, w 6= 0,

|∇p| < G,w = 0.

Здесь η – кинематическая вязкость флюида, k – проницаемость пористой среды,
G – абсолютная величина начального градиента давления, при котором начинается
фильтрационный процесс. Если принять G = 0, то получим в качестве частного
случая закон фильтрации Дарси

∇p = −η
k
w.

Вместе с тем, очевидно, в законах фильтрации должны присутствовать и кине-
матические слагаемые. Это можно обосновать формулой, применяемой в термодина-
мике для оценки скорости истечения сжимаемого флюида в случае адиабатического
расширения [2, с. 97]

c2 =

√√√√√2γp1v1

γ − 1

(
1−

(
p2

p1

)γ − 1

γ
)
. (1)

Здесь флюид расширяется от состояния, характеризуемого нулевой скоростью
c1 = 0 поступательного движения, давлением и удельным объёмом p1v1 до проти-
водавления p2, ускоряясь до скорости поступательного движения c2, γ – показатель
адиабаты расширения. Здесь удельный объём v связан с плотностью флюида соот-
ношением ρv = 1. Для адиабатического процесса расширения флюида справедливо
уравнение состояния

p2

p1

=

(
ρ2

ρ1

)γ
. (2)

В условиях высоких скоростей фильтрации и высоких давлений вязкость начи-
нает играть меньшую роль, при этом начинает проявляться влияние кинематиче-
ских эффектов. Если рассматривать (1) как закон течения, то такой закон допускает
развитие в потоке сжимаемого флюида слабых ударных волн [3]. Возникновение
ударных волн в потоке флюида и диффузионное размывание их фронтов – два кон-
курирующих процесса, определяющих течение флюида в ПС. При низких скоростях
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движения флюида кинематические эффекты оказывают существенно меньшее вли-
яние на течение по сравнению с диффузионными эффектами, например, вследствие
низкой пьезопроводности ПС. В этом случае для описания используется уравнение
фильтрации вида [4]

k

η
∆P =

∂(ρm)

∂t
, (3)

где P – функция Лейбензона для идеального газа, которая имеет вид

P =
ρ1

p1

p2

2
,

∆ – оператор Лапласа, k – проницаемость, m – пористость пород слагающих ПС,
ρ – плотность, η – кинематическая вязкость сжимаемого флюида в поровом про-
странстве ПС. Закон фильтрации Дарси в принятых обозначениях имеет вид

w = −k
η

∂p

∂r
.

Построим для уравнения (3) решение в приближении плоской волны. Для этого рас-
смотрим асимптотику решений уравнения (3) вдали от забоя скважины, ось которой
связана с центром цилиндрических координат, при r = R, R >> 1. Уравнение (3)
для плоскорадиального потока флюида к скважине в полярной системе координат,
связанной с исходной цилиндрической системой координат, с учётом уравнения со-
стояния идеального газа (2) при γ = 1, примет вид

κ

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
P (r, t)2 =

∂

∂t
P (r, t), (4)

где κ = kp1/(2ηm) – коэффициент пьезопроводности ПС, P (r, t) = p(r, t)/p1 – при-
ведённое давление, p1 – давление флюида, отнесенное к пластовому давлению. При
r ≈ R уравнение можно приблизить уравнением с постоянными коэффициентами,
зафиксировав r

κ

(
∂2

∂r2
+

1

R

∂

∂r

)
P (r, t)2 =

∂

∂t
P (r, t). (5)

Представим решение уравнения (5) в виде плоской волны

P (r, t) = f(X), X = r − Ut, (6)

где U – скорость волны давления. Для операторов дифференцирования справедливы
соотношения

∂

∂r
=

d

dX
,
∂

∂t
= −U d

dX
. (7)

Проинтегрируем (5) один раз. Отсюда, принимая во внимание представления (6)
и связь дифференциальных операторов (7), получим

κ

(
d

dX
+

1

R

)
f(X)2 = C − Uf(X). (8)
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Здесь константа интегрирования C и скорость U подлежат определению из усло-
вий для давления на забое и на бесконечности:

f(X) −→ σ,X −→ −∞ и f(X) −→ 1, X −→ +∞, (9)

где σ = p2/p1.
Условия (9) позволяют записать систему линейных алгебраических уравнений

для определения постоянных 
C − U =

κ

R
,

C − Uσ =
κ

R
σ2.

(10)

Из (10) найдём выражения для C и U

C = −κσ
R
, U =

κ

R
(1 + σ). (11)

Проинтегрируем (8) ещё один раз. Тогда, учитывая найденные выражения (11),
получим

(1− σ)
X −X0

2R
= ln

(
(f(X)− σ)σ

1− f(X)

)
. (12)

Здесь X0 – константа интегрирования, определяющая относительное положение
фронта волны. На рис. 1 приведены графики зависимости нормированного давле-
ния P = f(X) от безразмерной координаты ξ = (1− σ)(X −X0)/(2R).

Рис. 1. Графики зависимости приведённого давления сжимаемого флюида от радиальной
координаты, линиям 1, 2, 3, 4, 5 соответствуют значения σ = 0.99, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6

Fig. 1. Plots of reduced pressure of compressible fluid on the radial coordinate,
lines 1, 2, 3, 4, 5 the values of σ = 0.99, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6 correspond
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На рис. 1 заметно увеличение крутизны фронта давления с увеличением разницы
давлений на забое скважины и в ПС. При малых значениях σ профиль волны имеет
вид «ступеньки».

Расстояние от скважины до границы области, в которой происходит фильтрация
флюида, можно найти в рамках решения задачи фильтрации в классической поста-
новке c неизвестной границей области типа задачи Стефана [6]. В данной работе для
определения относительного положения «ступеньки» воспользуемся соотношениями
для потока упругой энергии. Движение сжимаемого флюида в ПС осуществляется в
основном за счёт потери им части упругой энергии. Поток упругой энергии задаётся
вектором Умова Пойнтинга [5]

Ei = −σijwj. (13)

Здесь Ei – компоненты вектора потока упругой энергии, σij – компоненты тен-
зора упругих напряжений, wj – компоненты вектора скорости, по индексу j идёт
суммирование. В рассматриваемом случае тензор напряжений является шаровым
с компонентами, равными давлению флюида; из компонент скорости присутствует
только радиальная компонента. Выражение для потока упругой энергии упрощается,
при этом для радиальной компоненты потока получим соотношение

Er = −pw. (14)

С учётом фильтрационного закона Дарси и введённой нормировки давления вы-
ражение для радиальной компоненты потока упругой энергии перепишем в виде

Er =
κp1

2

∂

∂r
P 2. (15)

Отсюда, принимая во внимание уравнение (7), окончательно получим

Er =
κp1

2R
(P − σ)(1− P ). (16)

На рис. 2 представлены графики распределения упругой энергии вдоль радиаль-
ной координаты.

Из формулы (15) следует, что плотность потока квадратично зависит от при-
ведённого давления, и максимум плотности потока упругой энергии сосредоточен
вблизи фронта волны давления. Плотность потока резко спадает перед фронтом
волны давления и за ним.

Таким образом, основным признаком расположения фронта волны давления
можно считать резкий рост плотности потока упругой энергии на фронте волны
давления.

Распределение плотности потока вдоль радиальной координаты указывает на то,
что ускорение движения сжимаемого флюида вследствие его расширения происходит
неравномерно на протяжении всего движения к забою скважины. В основном флюид
расширяется на значительном удалении от забоя. Последующее ускорение движения
связано не с расширением флюида, а с сужением площади сечения потока по радиусу
к скважине. При этом давление меняется уже незначительно (рис. 1).
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Рис. 2. Графики зависимости потока упругой энергии Er в сжимаемом флюиде от
радиальной координаты. Линии 1, 2, 3, 4, 5 соответствуют значениям σ = 0.99, 0.9, 0.8,

0.7, 0.6

Fig. 2. Graphs of the flow of the elastic energy Er in a compressible fluid from the radial
coordinate. Lines 1, 2, 3, 4, 5 correspond to the values σ = 0.99, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6

Движение флюида в ПС к скважине является движением в суживающемся ка-
нале. Поэтому расширение флюида ограничено критическими параметрами. Так,
критическая скорость ограничивается величиной [2]

cкp =

√
2γ

γ + 1
p1v1. (17)

Для критического давления выражение имеет вид

pкp = p1

(
2

γ + 1

) γ

γ − 1
. (18)

Сверхкритическое расширение флюида сопровождается потерями энергии сжа-
того флюида. Чтобы избежать потерь упругой энергии в ходе дальнейшего расши-
рения флюида в закритическом режиме, следует использовать расширяющиеся ка-
налы. Устройства, в которых суживающая часть дополнена расширяющейся частью
(так называемые сопла Лаваля), позволяют осуществлять полное расширение флю-
ида без потерь на выходе. В условиях скважины расширяющаяся часть может быть
обустроена при помощи скважинного фильтра, пористость которого заметно пре-
восходит пористость призабойной зоны скважины. Другим вариантом обеспечения
большей проницаемости призабойной зоны скважины является гидроразрыв пласта,
который также приводит к увеличению объёма пространства для течения флюида
к скважине. Оптимальным считается угол конусности расширяющихся к скважине
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каналов 8–12◦ [2]. Расход флюида можно определить по минимальному сечению гор-
ловины канала. Обычно это – забой скважины или штуцер на её устье, при этом

Qmax = Fminλкр

√
2
p1

v1

, (19)

где

λкр =
1

2

(
2

γ + 1

) γ

γ − 1√
γ(γ + 1).

По известному массовому расходу флюида из (19) можно оценить площадь кри-
тического сечения

Fmin =
Qmax

λкр

√
2
p1

v1

.

Из приведённых рассуждений следует, что ключевыми моментами в организации
энергоэффективного фильтрационного течения к забою скважины являются:

– определение предельного положения фронта волны расширения флюида, рас-
пространяющейся от забоя скважины вглубь пласта;

– определения положения узкого места – горловины потока.
Если положение фронта определяет добычные возможности скважины (размер

области в ПС, из которой возможна фильтрация к скважине), то положение горлови-
ны потока влияет на эффективность расходования упругой энергии расширяющегося
в процессе добычи флюида.

Классическая модель течения, использующая закон фильтрации Дарси, позво-
ляет качественно оценить фильтрационный процесс. Так, из формулы для скоро-
сти волны (11) вытекает замедление волны давления при её продвижении вглубь
ПС, при этом скорость может снизиться до нуля только на бесконечности. Поэто-
му, пользуясь классической моделью, оценить положение границы области фильтра-
ции не представляется возможным. Положение фронта волны давления и его форма
определяются конкурирующими кинематическими и диффузионными процессами в
фильтрационном потоке. Для получения оценки этих параметров необходимо доба-
вить в закон фильтрации кинематический член вида (1):

w = wc

√√√√√√√√√√√
1−

(
p

p1

)γ − 1

γ

1−
(
p2

p1

)γ − 1

γ

− κ

p1

∇p, (20)

где wc – значение скорости фильтрационного течения на забое скважины, которое
обусловлено расширением флюида при движении в поровом пространстве. В пре-
дельном случае для идеального газа выражение (20) запишется в виде
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w = wc

√√√√√√√
ln

(
p

p1

)
ln

(
p2

p1

) − κ

p1

∇p.

Вариант фильтрационного закона (20) содержит в себе возможность описания сла-
бых нелинейных ударных волн, а также учитывает диффузионные эффекты.

Используем закон фильтрации к скважине (20) для построения уточненной мо-
дели фильтрационного течения в ПС. Для этого воспользуемся уравнением нераз-
рывности

∂ρ

∂t
+ div(ρw) = 0. (21)

Перепишем (20) с учётом уравнения состояния (2) в виде

ρw = Q(ρ)− κ

p1

ρ∇p, (22)

где

Q(ρ) = Qc
ρ

ρ2

√
1−

(
ρ

ρ1

)γ−1

, Qc =
ρ2wc√

1−
(
ρ2

ρ1

)γ−1
. (23)

Плоскорадиальное течение к скважине предполагает наличие вектора скорости и
вектора потока с одной ненулевой компонентой, направленной по радиусу к центру
скважины. Подставим в уравнение неразрывности выражение для скорости филь-
трации (10). Отсюда с учётом уравнения состояния (2) получим

∂ρ

∂t
+ c(ρ)

∂ρ

∂r
+

1

r
Q(ρ) =

κ

ρ1

1

r

∂

∂r

(
rρ

∂

∂r

(
ρ

ρ1

)γ)
, (24)

где c(ρ) = Q′(ρ). Первые два слагаемых в (24) определяют волновой характер дви-
жения сжимаемого флюида, а правая часть уравнения описывает диффузионные
явления.

Решение уравнения (24) необходимо подчинить начальным условиям вида

ρ(r, 0) = f(r), (25)

где f – распределение плотности флюида в ПС в начальный момент времени. Крае-
вые условия имеют вид

ρ(rc, t) = g(t) (26)

или

∂ρ(rc, t)

∂r
= h(t). (27)
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Важной практической задачей является изучение установившегося режима тече-
ния флюида к забою скважины. От забоя скважины, вообще говоря, распространяет-
ся волна разрежения со скоростью, зависящей от радиальной координаты. Решение
можно искать в приближении плоской волны в виде

ρ(r, t) ≈ ψ(r − Ut). (28)

Распространяющаяся волна имеет вид «сглаженной ступеньки». За фронтом вол-
ны плотность практически не отличается от плотности флюида на забое, а перед
фронтом плотность совпадает с плотностью флюида в нетронутой ПС.

Построим решение уравнения в области «остановившегося» фронта волны r ≈ R.
Уравнение (24) с учётом уравнения состояния флюида (2) запишется так:

∂ρ

∂t
+ c(ρ)

∂ρ

∂r
+

1

r
Q(ρ) =

κγρ1

γ + 1

(
∂2

∂r2
+

1

R

∂

∂r

)(
ρ

ρ1

)γ+1

. (29)

Подставляя (28) в (29) и учитывая, что для производных справедливы соотно-
шения

∂

∂t
−→ −U d

dX
,

∂

∂r
−→ d

dX
,

получим

−Uψ′(X) + c(ψ(X))ψ′(X) +
1

R
Q(ρ) =

κγρ1

γ + 1

(
d2

dX2
+

1

R

d

dX

)(
ψ(X)

ρ1

)γ+1

, (30)

где X = r − Ut.
В (30) слагаемое Q(ρ)/R мало по сравнению с остальными (Q(ρ)/R −→ 0 при

R −→∞) и его можно отбросить. Принимая во внимание, что

ψ −→ ρ2 при r −→ rc (31)

ψ −→ ρ1 при r −→∞ (32)

проинтегрируем один раз (30):

−Uψ(X) +Q(ψ(X)) + Cρ1 =
κγρ1

γ + 1

(
d

dX
+

1

R

)(
ψ(X)

ρ1

)γ+1

. (33)

Из условий (21), (22) для определения C и U получим уравнения
C − U =

κγ

γ + 1

1

R
,

C − U ρ2

ρ1

+
wcρ2

ρ1

=
κγ

γ + 1

1

R

(
ρ2

ρ1

)γ+1

.

(34)

Из (24) найдём
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C =
µ

1− µ
(κ1(1− µγ)− wc), U = − 1

1− µ
(κ1(1− µγ+1)− µwc), (35)

где
κ1 =

κγ

(γ + 1)R
, µ =

ρ2

ρ1

.

Из (35) можно оценить положение границы зоны фильтрации скважины R0. Волна
разрежения «останавливается» на границе зоны U ≈ 0

R0 =
γ(1− µγ+1)

(γ + 1)µ

κ

wc
. (36)

Уравнение (33) можно проинтегрировать ещё раз, принимая во внимание выра-
жения (35):

X =
κγρ1

γ + 1

∫ ρ1

ρ

(
ψ

ρ1

)γ+1
(
Q(ψ)− Uψ + Cρ1 −

κγρ1

γ + 1

1

R0

(
ψ

ρ1

)γ+1
)−1

dψ. (37)

Решение ψ(X) уравнения (37) может быть получено численным интегрированием.
Для модельных данных при значениях параметров близких к встречающимся в

нефтегазовой практике [4]: wc = 0.01 м/с, γ = 1.3, κ = 5 м2/с, p2/p1= 0.95, оценка
границы по (36) даёт R0 ≈ 25.5 м.

Приведённый в работе анализ процесса течения сжимаемого флюида к скважине
в приближении плоской волны с привлечением прикладного закона фильтрации, со-
держащего кинематический член, даёт более реалистичное описание процесса тече-
ния, как в качественном аспекте (зона активной фильтрации имеет конечный радиус
R0), так и в количественном аспекте (порядок величины R0 согласуется с наблюда-
емыми на практике значениями [4]). Полученные в работе приближённые формулы,
могут применяться для оценки размеров фильтрационной зоны вокруг скважины.
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