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METHODS SOLUTION TO LINEAR SYSTEMS OF DIFFERENTIAL 

EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS IN SPECIAL CASES IN 

MAPLE 

 

Abstract: Background - development of effective algorithms and mathematical software finding the analytical 

solutions of linear systems of differential equations with variable coefficients in special cases in the Maple 

environment. Result - developed a mathematical program for solving linear systems of differential equations with 

variable coefficients in special cases based on using computer mathematics package Maple choice of solution 

method, which allows a minimum. Conclusion - to use a mathematical program to find an analytical solution of 

linear systems of differential equations with variable coefficients in special cases in Maple environment for the 

specific tasks of practical content. 
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МЕТОДЫ  РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С 

ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ЧАСТНЫХ СЛУЧАЯХ В СРЕДЕ MAPLE 

 

Аннотация: Цель - разработка эффективных алгоритмов и создание математических программ 

нахождения решения линейных систем дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами в 

частных случаях в среде  Maple.   Результат - разработана математическая программа решения линейных 

систем дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами в частных случаях с учетом 

выбора метода решения с применением пакета компьютерной математики MAPLE, которая позволяет с 

минимальными затратами времени находить  решения с высокой степенью автоматизации. Выводы - 

использовать математическую программу нахождения аналитического решения линейных систем 

дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами в частных случаях в среде  Maple  для 

конкретных задач практического содержания 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения; системы дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами; фундаментальная система решений; фундаментальная матрица; 

определитель Вронского. 

 

Поведение изучаемых объектов при 

математическом моделировании зачастую 

описывают системами дифференциальных 

уравнений, вместе с которыми возникают  задачи 

их решения. Существуют различные подходы для 

нахождения решений систем дифференциальных 

уравнений. На сегодняшний день применение 

имеющихся систем компьютерной математики, в 

которые встроены процедуры реализации 

необходимых алгоритмов, является наиболее 

рациональным подходом при решении систем 

дифференциальных уравнений, так как  обладает 

такими преимуществами, как повышение 

эффективности методов решения, минимизация 

затрат времени, высокая степень автоматизации 

решения задач.  Этот подход предполагает знание 

алгоритмов решения и их особенностей, для 
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правильного использования достоинств и 

недостатков, а так же интерпретации результатов. 

Рассмотрим [1,c.75] задачу нахождения 

аналитического решения линейных однородных 

систем двух дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами: 

1
11 1 12 2

2
21 1 22 2

( ) ( )

( ) ( )

dx
a t x a t x

dt

dx
a t x a t x

dt


 


  


,     (1) 

где 
1 2( ), ( )x t x t - неизвестные функции, которые  

являются непрерывными и дифференцируемыми 

на некотором отрезке  bа, , )(taij - непрерывные 

функции, заданные на отрезке  bа, .  

Общее решение данной однородной 

системы выражается через фундаментальную 

матрицу в виде  

(t) (t) CX    

Рассмотрим три случая: если известны 

линейно независимые решения 
1 2( ), ( )x t x t , если 

матрица коэффициентов А(t)  является 

симметричной, и если известно какое-либо из  

линейно независимых решений 
1 2( ), ( )x t x t

.
 

При условии, что известны линейно 

независимые решения 
1 2( ), ( )x t x t , составляем 

фундаментальную матрицу (t) . Для проверки 

линейной независимости решений 
1 2( ), ( )x t x t  

удобно использовать определитель Вронского. 

Решения однородной системы уравнений 

1 2( ), ( )x t x t являются фундаментальной 

системой тогда и только тогда, когда 

соответствующий вронскиан W(t) отличен от 

нуля в какой-нибудь точке t  интервала 
[ , ]a b

.  

Для нахождения общего решения 

воспользуемся формулой  

(t) (t) CX    

Реализуем выше описанный  метод для 

системы (1) в среде Maple, в которой работа с 

дифференциальными уравнениями начинается с 

подключения пакета DEtools [3,c.49]. Вводим 

значения )(taij  
непрерывных функций, заданные 

на отрезке исходного уравнения. Для задания 

дифференциального уравнения системы 

используют команду вычисления производной 

diff (выр, пер), первый аргумент которой есть 

дифференцируемая функция, а второй - 

переменная, по которой надо брать производную 

[3,c.44]. 

 

    

 

 

Далее вводим известные линейно 

независимые решения 
1 2( ), ( )x t x t . Для задания 

фундаментальной матрицы воспользуемся 

командой matrix(): 

 
 

 

Определитель Вронского высчитываем, 

пользуясь оператором det(): 
 

 

Чтобы проверить линейную независимость 

решений  
1 2( ), ( )x t x t , вводим оператор условия 

if: 

 

 

Находим общее решение: 

 
 

 

Рассмотрим случай, если матрица 

коэффициентов А(t)  является симметричной. 

Проверим сначала, что перемножение матрицы 

A(t) со своим интегралом коммутативно. Далее 

находим интеграл от матрицы A(t) поэлементным 

интегрированием.  Если свойство 

коммутативности произведения матриц 

соблюдается, фундаментальная матрица 

выражается формулой 

( )

( )
A d

t е
    

Вычислим матричную экспоненту, 

преобразовав матрицу к диагональному виду, и 

найдем собственные значения. Для каждого 

собственного значения найдем соответствующий 

собственный вектор. Составляем матрицу 

перехода к диагональной (точнее к жордановой) 

форме и находим ей обратную. Теперь можно 
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вычислить фундаментальную матрицу ( )t  и 

найти общее решение. 

Реализуем данный  метод для системы (1) в 

среде Maple. Интеграл от матрицы A(t) находим, 

пользуясь оператором int(): 

 

Свойство коммутативности проверим с 

помощью оператора условия if: 

 
 

Собственные значения можно найти 

благодаря команде charpoly(): 

 
 

 

Для того, чтобы для каждого собственного 

значения найти соответствующий собственный 

вектор, нам необходим оператор , нам необходим 

оператор eigenvectors(): 

 
 

 

Матрица перехода к диагональной (точнее к 

жордановой) форме находится командой matrix(), 

а ей обратная командой inverse(). 
 

Осталось только вычислить 

фундаментальную матрицу ( )t  и найти общее 

решение. 
 

 

И наконец, рассмотрим третий случай, когда 

известно какое-либо из  линейно независимых 

решений 
1 2( ), ( )x t x t .  

 Неизвестное линейно независимое решение 

выражается векторной функцией     

1

2

( )
( )

( )

x t u
X t

x t v

   
    

  
 

Воспользуемся формулой Лиувилля-

Остроградского, которая записывается в виде: 

( )

( )
A d

t е
    

Отсюда получаем соотношение между 

неизвестными функциями u  и v . Рассмотрим 

одно из уравнений исходной системы, подставляя 

в него неизвестное решение ( )X t . Решаем 

полученные уравнения и находим общее 

решение. 

Для реализации данного решения в системе 

Maple, нам потребуется оператор подстановок, 

оператор упрощения, операторы решения 

дифференциальных уравнений и др.  

В  Maple основные операции подстановки 

выполняет функция subs(x=d,с), которая в 

выражении c заменяет подвыражение х на 

подвыражение d [3,c.35]. В нашем случае эта 

функция запишется в следующем виде: 
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Команда  expand (выр, выр 1, выр2,…, вырn)  

представляет произведение в виде суммы, 

которая раскрывает скобки в алгебраическом 

выражении: выр является выражением, в котором 

необходимо раскрыть скобки, а необязательные 

параметры выр 1, выр2,…, вырn указывают 

системе, что в заданных выражениях в заданном 

преобразуемом  выр раскрывать скобки не надо. 

В нашем случае это выглядит так: 
 

 

 

 

Общее решение находим: 

 
 

Заключение 
Результат: разработана математическая 

программа решения линейных систем 

дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами в частных случаях с учетом 

выбора метода решения с применением пакета 

компьютерной математики MAPLE, которая 

позволяет с минимальными затратами времени 

находить  решения с высокой степенью 

автоматизации.  

Выводы: использовать математическую 

программу нахождения аналитического решения 

линейных систем дифференциальных уравнений 

с переменными коэффициентами в частных 

случаях в среде  Maple  для конкретных задач 

практического содержания 
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