
Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки. 2019. Т. 27. № 2. C. 6-11. ISSN 2079-6641

DOI: 10.26117/2079-6641-2019-27-2-6-11

МАТЕМАТИКА

УДК 517.95

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ НЕЛОКАЛЬНОГО
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНОЙ

РИМАНА-ЛИУВИЛЛЯ

О.Х. Масаева

Институт прикладной математики и автоматизации, 360000, Кабардино-Балкарская
республика, г. Нальчик, ул. Шортанова, 89a
E-mail: olesya.masaeva@yandex.ru

Доказано существование и единственность решения задачи Дирихле для уравне-
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Введение

Рассмотрим в области D = {(x,y) : 0 < x < r, 0 < y < a} уравнение

Lu(x,y)≡
(

∂ 2

∂x2 −Dα
0y

)
u(x,y) = 0, (1)

где 1 < α < 2, Dα
0y — оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля

порядка α, с началом в точке y = 0, по переменной y [1]. При α = 2 уравнение (1)
совпадает с волновым уравнением.

Дифференциальные уравнения дробного порядка возникают при математическом
моделировании различных физических процессов и явлений [1].

Уравнения второго порядка вида (1) с частными производными дробного порядка
α ∈ (0,2) исследовались в работах [1]-[6] и др. (см. библиографию, приведенную
в [2] и [6]). В указанных работах рассматривались задача Коши, первая, вторая
и смешанные краевые задачи, найдено фундаментальное решение, построено общее
представление решений.

В работах [7] и [8] была исследована задача Дирихле для уравнения (1) с дробной
производной в смысле Капуто, было получено необходимое и достаточное условие
единственности решения задачи, доказана теорема существования решения.

В данной работе доказано существование и единственность решения задачи Ди-
рихле для уравнения (1).

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) в области D назовем функцию u = u(x,y)
такую, что y2−αu ∈C(D̄), uxx,Dα

0yu ∈C(D) и удовлетворяющую уравнению (1) во всех
точках области D.

В данной работе исследуется следующая задача:найти регулярное решение урав-
нения (1) в области D, удовлетворяющее краевым условиям

u(0,y) = 0, u(r,y) = 0, 0 < y < a, (2)

[Dα−2
0y u(x,y)]y=0 = φ (x) , 0 < x < r, (3)

[Dα−2
0y u(x,y)]y=a = ψ (x) , 0 < x < r, (4)

где φ (x) , ψ (x) – заданные непрерывные функции на [0,r].

Существование решения

Введем в рассмотрение множество Qα — подмножество действительных чисел
вида

λ 1/α

(πn)2/α
,

где n ∈ N, λ > 0 такое, что Eα,2(−λ ) = 0.
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Здесь

Eρ,µ(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(ρk+µ)
, ρ > 0, (5)

– функция типа Миттаг-Леффлера.

Известно, что если ρ ≥ 5
3
, µ = 2 функция (5) имеет не менее двух нулей [11],

если ρ ≤ 4
3
, µ = 2 функция не имеет нулей [10]. Вообще говоря, при ρ < 2 функция

типа Миттаг-Леффлера (5) может иметь лишь конечное число вещественных нулей
[9, c. 142].

Очевидно, что множество Qα ограничено, точка 0 является точкой сгущения.
Теорема. Пусть ψ(x) ∈ C1[0,r], φ(x) ∈ C1[0,r], функции ψ ′′(x) и φ ′′(x) кусочно-

непрерывны на отрезке [0,r],ψ ′′(0) = ψ ′′(r) = 0, φ ′′(0) = φ ′′(r) = 0.

a

r
α

2
6∈Qα , (6)

тогда существует регулярное решение задачи (1)–(4).
Доказательство. Методом разделения переменных можно найти формальное ре-

шение задачи (1)-(4) в виде

u(x,y) =
∞

∑
n=1

un(x,y), (7)

где un(x,y) =
(
C(λn,y)ψn +

[
yα−2Eα,α−1(−λnyα)−C(λn,y)Eα,1(−λnaα)

]
φn
)

sin(
√

λ nx),

C(λn,y) =
yα−1Eα,α (−λnyα )

aEα,2(−λnaα ) , λn =
(πn)2

r2 . Оценим функцию C(λn,y). Известно, что при
больших значениях аргумента t > 0 [9, с. 134]:

Eα,α(−t) =− t−2

Γ(−α)
+O

(
t−3) , t→ ∞ (8)

Eα,2(−t) =
t−1

Γ(2−α)
+O

(
t−2) , t→ ∞. (9)

Тогда учитывая асимптотическое представление (8) приходим к оценке |Eα,α(−t)| ≤
C

1+t2 , t ≥ 0, C – некоторая положительная постоянная. Так как из оценки (9) следует

lim
t→∞

tEα,2(−t) = 1
Γ(2−α) > 0, и в силу (6) Eα,2(−λnaα) 6= 0, n = 1,2, ..., то имеем

|λnaαEα,2(−λnaα)|>C1,

C1 –некоторая постоянная. Тогда

|C(λn,y)| ≤C2
yα−1λn

1+λ 2
n y2α

, λnyα ≥ 0. (10)

Принимая во внимание формулу (10), а также представления

Eα,α−1(−t) =− t−2

Γ(−α−1)
+O

(
t−3) , t→ ∞, (11)
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Eα,1(−t) =
t−1

Γ(1−α)
+O

(
t−2) , t→ ∞, (12)

получаем

|yα−2Eα,α−1(−λnyα)−C(λn,y)Eα,1(−λnaα)| ≤ C3yα−2

1+λ 2
n y2α

, (13)

C3 – константа, зависящая от y. Учитывая оценки (10), (13) заключаем

|un(x,y)λn| ≤
(

yα−1C2

1+λ 2
n y2α

|ψn|+
yα−2C3

1+λ 2
n y2α

|φn|
)

λn

Так как справедливы оценки ψn = o(n−2), φn = o(n−2) [12, с. 530], то

|λnun(x,y)| ≤
yα−2K

1+λ 2
n y2α

.

Отсюда заключаем равномерную сходимость ряда (7), точнее ряда
∞

∑
n=0

y2−αun(x,y)

в области D̄. Ряды, получаемые из него после двукратного дифференцирования по

переменной x под знаком суммы, uxx =−
∞

∑
n=1

λnun, и применения оператора Dα
0y, Dα

0yu=

−
∞

∑
n=1

λnun, также сходятся абсолютно и равномерно относительно любого замкнутого

подмножества области D. �

Единственность решения

Теорема. Задача (1)–(4) может иметь не более одного регулярного решения
u ∈C1(D) тогда и только тогда, когда

a

r
α

2
6∈Qα . (14)

Доказательство. Пусть v(x,y) = (a−y)Eα,2(−λn(a−y)α)sin
√

λ nx. Функция v(x,y)
является решением уравнения

L∗v≡ vxx−∂
α
ayv = 0,

и выполнены условия
v(0,y) = v(r,y) = 0, v(x,a) = 0.

Так как
vLu = (vux− vxu)x +uvxx +(vyDα−2

0y u− vDα−1
0y u)y− vyyDα−2

0y u,

имеем
a∫

0

r∫
0

vLudxdy =
a∫

0

r∫
0

uL∗vdxdy+
a∫

0

(uxv−uvx)|r0dy+

+

r∫
0

(vyDα−2
0y u− vDα−1

0y u)|a0dx. (15)
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Из (15) при однородных краевых условиях (2)–(4) имеем

aEα,2(−λnaα)

r∫
0

[Dα−1
0y u]y=0 sin

√
λ nxdx = 0. (16)

Отсюда в силу (14) Eα,2(−λnaα) 6= 0,n = 1,2, ..., следовательно, по лемме Лагранжа

[Dα−1
0y u]y=0 = 0, x ∈ [0,r]. (17)

Таким образом, задача (1)–(4) при φ (x)≡ 0, ψ (x)≡ 0 редуцировалась к задаче (1)–(3),
(17). Известно [2], что решение этой задачи тривиально.

Допустим, что a
r

α
2
∈Qα , т. е. при фиксированных n и λ

a
rα/2 =

λ 1/α

(πn)2/α
.

Тогда нетрудно показать, что функция

u(x,y) = yEα,2 (−λnyα)sin
πn
a

x,

удовлетворяет уравнению (1) и условиям (2)–(4) при φ (x)≡ 0, ψ (x)≡ 0 .
Таким образом, функция u(x,y)≡ 0, (x,y) ∈ D, что и требовалось доказать. �
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