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ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ
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Доказана теорема единственности решения задачи Дирихле для многомерного уравне-
ния с частными производными дробного порядка в неограниченной области. Исследу-
емое уравнение является уравнением эллиптического типа второго порядка при целых
значениях порядков дробных производных.
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The uniqueness theorem for the solution of the Dirichlet problem for a multidimensional
partial differential equation of fractional order in an unbounded domain is proved. The
equation under study is an equation of the second order elliptic type when the orders of
fractional derivatives are integer.
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Введение

Пусть Ω = {x = (x1,x2, ...,xn) ∈ Rn : xi > 0, i = 1,n}. Рассмотрим в области Ω урав-
нение

n

∑
i=1

(
Dαi

0xi
uxi(x)−∂

βi
0xi

u(x)
)
= 0, 0 < αi,βi < 1, (1)

∂
βi
0xi

u = Dβi−1
0xi

∂

∂xi
u – дробная производная в смысле Капуто порядка βi [1, с. 11], Dγ

0xi
–

оператор дробного интегро-дифференцирования Римана-Лиувилля порядка |γ|:

Dγ

0xi
u(x) =

xi∫
0

(xi−ξ )−γ−1

Γ(−γ)
u(x1, ...,xi−1,ξ ,xi+1, ...,xn)dξ , γ < 0;

Dγ

0xi
u(x) = u(x), γ = 0; Dγ

0xi
u(x) =

∂ m

∂xm
i

Dγ−m
0xi

u(x), m−1 < γ ≤ m, m ∈ N.

Уравнение (1) при αi = βi = 1 переходит в уравнение эллиптического типа второго
порядка

n

∑
i=1

(uxixi(x)−uxi(x)) = 0. (2)

В работах [2] и [3] были исследованы аналоги трехмерного уравнения Лапла-
са дробного порядка. В работе [4] исследовалась задача Дирихле для уравнения c
дробными производными с переменными коэффициентами в выпуклой области и до-
казана теорема единственности решения. Задача Дирихле для фрактального уравне-
ния Лапласа с двумя независимыми переменными в ограниченной области, лежащей
в первом квадранте, исследовалась в работе [5]. В данной работе доказана един-
ственность решения задачи Дирихле для уравнения (1) в неограниченной области
Ω.

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u(x), удовле-
творяющую уравнению (1) во всех точках x ∈ Ω, из класса u(x) ∈C(Ω̄), Dαi

0xi
uxi(x) ∈

C(Ω), ∂

∂xi
u(x) удовлетворяет условию Гельдера по переменной xi с показателем ε >

αi, i = 1,2, . . . ,n.
Задача Дирихле. Найти регулярное решение уравнения (1) в области Ω, удовле-

творяющее условию
u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω. (3)

Вспомогательная лемма

Лемма. Пусть область Ωσ ⊂ Ω ограничена кусочно-гладкой выпуклой поверх-
ностью σ и обладает тем свойством, что если точка x ∈ Ωσ , то Ix ∈ Ωσ , где
Ix = (0,x1)× (0,x2)× ·· ·× (0,xn). Регулярное решение уравнения (1), нигде внутри
Ωσ не может принимать значений больших, чем наибольшее ее значение на гра-
нице, или меньших, чем ее значение на границе, т. е.

min
x∈∂ Ω̄σ

u(x)≤ u(x)≤ max
x∈∂ Ω̄σ

u(x). (4)
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Доказательство. Утверждение леммы докажем методом от противного. Пусть
P = (ζ1,ζ2, ...,ζn) ∈Ωσ точка, в которой u(x) принимает наибольшее значение и

u(P)> max
∂ Ω̄σ

u(x) (5)

Так как

Dαi
0ζi

uζi = Dαi+1
0ζi

u−
ζ
−αi−1
i

Γ(−αi)
u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn),

и согласно принципу экстремума для оператора дробного дифференцирования в точ-
ке P наибольшего значения [1, с. 117]

Dαi+1
0ζi

u≤
u(P)ζ−αi−1

i
Γ(−αi)

, ∀αi ∈]0,1[,

имеем

Dαi
0ζi

uζi ≤
u(P)ζ−αi−1

i
Γ(−αi)

−
ζ
−αi−1
i

Γ(−αi)
u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn) =

=
ζ
−αi
i

Γ(−αi)

[
u(P)−u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn)

]
. (6)

Так как Γ(−αi)< 0 и u(P)−u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn)> 0, из (6) получаем в точке
максимума

Dαi
0ζi

uζi < 0. (7)

Принимая во внимание формулу (7), получаем

n

∑
i=1

Dαi
0ζi

uζi < 0. (8)

С учетом того, что

∂
βi
0ζi

u = Dβi
0ζi

u−
ζ
−βi
i

Γ(1−βi)
u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn),

и в точке наибольшего значения [1, с. 104] ∀βi ∈]0,1[, i = 1, ...,n,

Dβi
0ζi

u≥
u(P)ζ−βi

i
Γ(1−βi)

,

имеем

Dβi
0ζi

u−
ζ
−βi
i

Γ(1−βi)
u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn)≥

≥
u(P)ζ−βi

i
Γ(1−βi)

−
ζ
−βi
i

Γ(1−βi)
u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn) =

=
ζ
−βi
i

Γ(1−βi)

[
u(P)−u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn)

]
. (9)

Так как Γ(1−βi) > 0 и u(P)−u(ζ1, ...,ζi−1,0,ζi+1, ...,ζn) > 0, то из (9) следует, что в
точке P

∂
βi
0ζi

u > 0. (10)
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Отсюда и из формул (8), (10) следует

n

∑
i=1

[
Dαi

0ζi
uζi−∂

βi
0ζi

u
]
< 0,

что противоречит уравнению (1). Это означает, что предположение (5) неверно. Ана-
логично доказывается второе неравенство из (4).
�

Теорема единственности

Теорема. Пусть c(x)≤ 0, x ∈Ω. Тогда регулярное решение задачи (1), (3), стре-
мящееся к нулю при |x| → ∞, единственно.

Доказательство. Пусть задача (1), (3) имеет какие-нибудь два решения u1 и u2.
При этом разность v = u1− u2 будет решением уравнения (1), стремящаяся к нулю
на бесконечности, а именно

|v(x)|< ε(R), (11)

где ε(R)→ 0 при R→ ∞, R =
√

x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n. Далее, применим лемму к области

ΩR = {|x| < R, x1,x2, ...,xn > 0} и будем считать R настолько большим, что в любой
точке x ∈ Ω значение v сколь мало в силу (11). Отсюда и вытекает справедливость
теоремы. �
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