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В работе предложена задача Коши для уравнения Риккати с непостоянными
коэффициентами и с учетом переменной степенной памяти. Степенная память
определяется оператором дробной производной переменного порядка обобщающим
производную Герасимова-Капуто. В работе с помощью численных методов: метода
Ньютона и явной конечно-разностной схемы находится решение предложенной задачи
Коши, а также определяется с помощью правила Рунге их вычислительная точность.
Показано, что оба метода можно использовать для решение предложенной задачи
Коши, однако метод Ньютона быстрее сходится. Далее в работе были построены
расчетные кривые и фазовые траектории при различном выборе функции дробного
порядка оператора дифференцирования. Сделано предположение, что предложенную
модель можно использовать при описании экономических циклических процессов.
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Введение

Дифференциальные уравнения дробных порядков представляют большой интерес для
исследования, так как часто находят свое применение во многих областях науки, таких как:
математика, физика и др. [1, 2].

Уравнения с дробными производными принадлежат классу интегро-дифференциальных уравнений
и называются по терминологии В. Вольтерра эредитарными [3]. Данное понятие означает наличие в
изучаемом процессе эффекта памяти и характеризуется ядром интегро-дифференциального уравнения
– функцией памяти. Если функция памяти является степенной, то мы естественным образом
переходим к уравнению с дробной производной, которое изучается в рамках дробного исчисления
[4, 5]. Одним из таких уравнений является эредитарное уравнение Риккати [6, 7, 8].

В работах автора [6, 7, 8, 18] рассматривалась задача Коши с постоянными коэффициентами.
Уравнение Риккати было решено численно с помощью аппроксимации дробной производной конечной
разностью. Далее реализация численного алгоритма сводилась к решению системы квадратных
уравнений. Выбирая порядок дробной производной как некоторую функцию от времени, было
построено семейство расчетных кривых, а также фазовые траектории. Были получены новые режимы
распределений, которые зависят от конкретного вида переменного порядка дробной производной.
Показано, что некоторые кривые распределений характерны для других эредитарных динамических
систем [9].

В настоящей работе, будем рассматривать уравнение Риккати c непостоянными коэффициентами.
И выбирая порядок дробной производной, в одном случае как константу, а в другом некоторую
функцию от времени, были построены семейства расчетных кривых, а также фазовые траектории.

Для численного решения использовались: явная конечно-разностная схема и метод Ньютона.
Методы исследованы на погрешность с помощью правила Рунге, и на точность решения.

Постановка задачи и методика решения

Рассмотрим следующее эредитарное уравнение:∫ t

0
K(t− τ)u̇(τ)dτ +a(t)u2(t)+b(t)u(t)+ c(t) = 0, (1)

где K(t − τ) – функция памяти, t ∈ [0,T ],T > 0 – время моделирования, u(t) – функция решения,
a(t),b(t),c(t) – коэффициенты рассматриваемого уравнения, которые могут принимать как константное
так и значение функции. Уравнение (1) является аналогом классического уравнения Рикккати [10],
при a(t) =−1,b(t) = 0,c(t) = 1, но оно учитывает эффект памяти (эредитарности).

Если функция памяти K(t − τ) является функцией Хевисайда, то мы можем говорить, что
процесс обладает полной памятью, если это функция Дирака, то память отсутствует. Поэтому будем
рассматривать функцию памяти в виде степенной функции:

K(t− τ) =
(t− τ)−α(t)

Γ(1−α(t))
,0 < α(t)< 1, (2)

где Γ(1−α(t)) – гамма-функция Эйлера.
Процессы с функцией памяти вида (2) называются процессами с частичной потерей памяти

и требуют особого внимания в их изучении, т.к. многие естественные процессы имеют степенные
законы распределения, в большинстве случаев которые, будут приводить к понятию фрактальности
или фракталу [19].

Подставив функцию памяти (2) в эредитарное уравнение (1) мы получим следующее интегро-
дифференциальное уравнение, называемое эредитарным уравнением Риккати:

1
Γ(1−α(t))

∫ t

0

u̇(τ)
(t− τ)α(t)

dτ +u2(t)−1 = 0. (3)

В уравнении (3) введем следующее обозначение:

∂
α(t)
0t u(τ) =

1
Γ(1−α(t))

∫ t

0

u̇(τ)
(t− τ)α(t)

dτ, (4)

которое является обобщением дробного оператора Герасимова-Капуто [9].
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Необходимо отметить, что существуют другие определения производной дробного переменного
порядков [9]. Мы же остановимся на определении (4), и запишем уравнение (3) в компактной форме:

∂
α(t)
0t u(τ)+a(t)u2(t)+b(t)u(t)+ c(t) = 0,u(0) = const. (5)

В следствии вышесказанного, постановка задачи для эредитарного уравнения Риккати (1) в
данном случае свелась к задаче Коши (5).

Следует заметить, что при α(t) – const, мы придём к задаче Коши, рассмотренной в работе [11].
А если α(t) = 1, то задача сведётся к классической задаче Коши для уравнения Риккати (5).

Так как задача Коши (5) в общем случае не имеет точного решения, то будем использовать
численные методы для ее решения. Для этого разобьём временной отрезок t ∈ [0,T ] на N равных
частей, где τ = T

N – шаг дискретизации, и получим что tn = nτ,n = 0, ...,N− 1, а функция решения
u(tn) = un. Аппроксимацию дробной производной 4 проведем согласно работам [13, 14] в виде:

∂
α(t)
0t u(τ)≈ σαk,τ

k

∑
i=1

ωi,αk(uk−i+1−uk−i), k = 1, ...,N−1, (6)

где весовые коэффициенты равны:

σαk,τ =
τ−αk

Γ(2−αk)
, ωi,αk = i1−αk − (i−1)1−αk .

Можно показать, что аппроксимация (6) имеет первый порядок. Интегро–дифференциальную
задачу Коши (5) можно переписать в разностной постановке:

σαk,τ

k

∑
i=0

ωi,αk(uk−i+1−uk−i)+aku2
k +bkuk + ck = 0,u0 = const. (7)

Мы получили систему нелинейных алгебраических уравнений, алгоритм решения которой был
реализован в программе NSFDRE [18]. Заметим что, в работах автора [6, 7, 8, 18] был рассмотрен
случай при a(t) = −1,b(t) = 0,c(t) = 1. Причём, численное решение производилось особым образом,
суть которого в том, чтобы свести вычисление значения функции в каждом узле сетки к решению
квадратного уравнения (6).

Явная конечно-разностная схема

Из системы нелинейных алгебраических уравнений (7) мы можем получить следующую
расчетную формулу:

uk+1 =
1

σαk,τ

(
aku2

k +bkuk + ck−σαk,τ

k

∑
i=1

ωi,αk(uk−i+1−uk−i)+σαk,τ uk

)
,u0 = const. (8)

Эта формула является явной конечно-разностной схемой для нахождения численного решения
задачи Коши (5) и была исследована в работе [7].

Метод Ньютона

Другим методом решения задачи Коши (5) по аналогии с работой [11] может быть метод Ньютона.
Сначала определим функцию из уравнения (5) для формирования Якобиана:

fk = σαk,τ

k

∑
i=0

ωi,αk(uk−i+1−uk−i)+aku2
k +bkuk + ck = 0.

Определим элементы Якобиана

Rn,m =
d fn

dum

Запишем матричное уравнение вида:

U1 =U0−
1
J0

F0 (9)
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где,

U0 =


u1
u2
...

uN

F0 =


f1
f2
...
fN

J0 =


R1,1 R1,2 . . . R1,N
R2,1 . . . . . . R2,N
...

... R3,3
...

RN,1 . . . . . . RN,N


В вычислительном эксперименте запускаем итерационный процес (9) пока r > ε, где ε = 10−5 –

точность, r = 1000 ·ε –критерий останова. norm(J0) 6= 0 – критерий сходимости метода. r = |norm(U1−
U0)|.

Заметим, что оба метода имееют ограничения, которые связаны с эффектом жесткости,
возникающим при больших значениях управляющих параметров. Поэтому мы будем считать
управляющие параметры в задаче (1) достаточно малыми.

Результаты моделирования

Рассмотрим некоторые примеры моделирования.
Пример 1. (Классическая задача Коши) Рассмотрим случай при α(t) = 1, а коэффициенты

уравнения принимают значения: ak =−
Q
N
,bk = 0,ck =

Q
N

, где Q = k или Q = 2k, где k = 1..N. Значения

управляющих параметров: N = 1000,T = 4. Результаты моделирования приведены на рис.1.

Фото 1. Пример 1. Расчетные кривые: 1) точное решение, 2) ak = −1,bk = 0,ck = 1
(max value = 0.999564), 3) Q = 2k (max value = 0.999566), 4) Q = k (max
value = 0.975986)

На рис.1 мы видим классические s-образные кривые, которые встречаются в экономических
задачах.

Пример 2. Рассмотрим случай при α(t) =
(1−δ −θ)cos(µt)+(θ −δ +φ)

2
, где: δ = 0,θ = 0.05,µ =

9,φ = 1,ρ = 0, а коэффициенты уравнения принимают значения: ak =−Q
N ,bk = 0,ck =

Q
N , где Q = k или

Q = 2k, где k = 1..N. Значения управляющих параметров: N = 1000,T = 30. Результаты моделирования
приведены на рис.2.

На рис. 2 мы видим включение переменной степенной памяти, которая дает осцилляции s-
образной кривой и более медленный выход на асимптотику. Для таких расчетных кривых, пхожих на
осциллограмму, были построены фазовые траектории (рис.3).

На рис. 3 видно, что фазовые траектории выходят на предельный цикл, поэтому с помощью этой
модели можно описывать циклические процессы.
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Фото 2. Пример 2. Осциллограмма: 1) точное решение, 2) ak =−1,bk = 0,ck = 1 (max
value = 0.990940), 3) Q = 2k (max value = 0.996933), 4) Q = k (max value =
0.988204)

Фото 3. Фазовая траектория. 1) ak =−1,bk = 0,ck = 1, 2) ak =
−2k

N ,bk = 0,ck =
2k
N

Погрешность метода и расчётная точность

Рассмотрим изменение абсолютной ошибки ε и расчётный порядок точности p схемы (7), при
изменении шага τ. Для вычисления абсолютной ошибки ε, будем использовать правило Рунге [17]:

ε = max
(

u2N [2k−1]−uN [k]
2paprior−1

)
,k = 0..N, paprior = 1.

Априорную точность paprior решения в данном методе положим равной 1. Это следует из общего
порядка аппроксимации схемы, задаваемого в граничных узлах сетки.
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Точность решения вычислялась по следующей формуле:

p =
ln(|ε|)
ln(τ)

Далее в таблицах приведены ошибки методов Ньютона и явной конечно-разностной схемы при
различных значениях управляющих параметров.

Таблица 1

α(t) = 1, коэффициенты: ak =−1,bk = 0,ck = 1.

T = 4 Явная схема Метод Ньютона
N τ = T/M ε p ε p
131 0.03053 0.02976399 1.00732407 0.02852538 1.01950699
263 0.01521 0.01472148 1.00778523 0.01442476 1.01264953
527 0.007590 0.00732013 1.00742083 0.00724523 1.00952790
1055 0.003791 0.00365016 1.00681261 0.00362983 1.00781448
2111 0.001895 0.00182260 1.00620044 0.00181659 1.00672675

Таблица 2

α(t) =
(1−δ −θ)cos(µt)+(θ −δ +φ)

2
, коэффициенты: ak =−1,bk = 0,ck = 1.

T = 30 Явная схема Метод Ньютона
N τ = T/M ε p ε p
131 0.02290 0.22322959 1.01733685 0.10334363 1.53982068
263 0.01141 0.11034162 1.01530081 0.13943750 0.90749798
527 0.005693 0.05485674 1.01291935 0.07113849 0.92223440
1055 0.002844 0.02761422 1.00823724 0.03607520 0.93316216
2111 0.001421 0.01384458 1.00614547 0.01836893 0.93967042

Таблица 3

α(t) = 1, коэффициенты: ak =
−k
N ,bk = 0,ck =

k
N

T = 4 Явная схема Метод Ньютона
N τ = T/M ε p ε p
131 0.0353 0.01194783 1.26893900 0.01775548 1.15539548
263 0.01521 0.00590738 1.22592560 0.00888477 1.12842195
527 0.007590 0.00293373 1.19450157 0.00444444 1.10965046
1055 0.003791 0.00146462 1.17061051 0.00222269 1.09579049
2111 0.001895 0.00073123 1.15189252 0.00111142 1.08510469
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Заключение

Была рассмотрена задача Коши эредитарного уравнения (1) с непостоянными коэфициентами,
которые являются гладкими функциями. Проведён численный анализ предложенной задачи с
помощью методов: нелокальной явной конечно-разностной схемы и метода Ньютона.

Проведена оценка вычислительной точности по правилу Рунге для используемых численных
методов. Показано что при уменьшении шага τ, вычислительная точность p → 1, при этом
погрешность ε уменьшается в два раза, и стремится к 0.

Поэтому оба метода можно использовать для численного решения предложенной задачи. При
этом метод Ньютона быстрее сходится чем метод явной конечно-разностной схемы.

Построены с помощью численных методов новые расчетные кривые и фазовые траектории.
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THE CAUCHY PROBLEM FOR THE RICCATI
EQUATION WITH VARIABLE POWER MEMORY

AND NON-CONSTANT COEFFCIENTS *
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The Cauchy problem for the Riccati equation with non-constant coefficients and taking into
account variable power memory is proposed. Power memory is defined by the operator of
a fractional derivative of a variable order generalizing the Gerasimov-Caputo derivative.
In work with the help of numerical methods: the Newton method and the explicit finite-
difference scheme, the solution of the proposed Cauchy problem is found, and also their
calculation accuracy is determined using the Runge rule. It is shown that both methods
can be used to solve the proposed Cauchy problem, but Newton’s method converges faster.
Further in this work, the calculated curves and phase trajectories were constructed for a
different choice of the fractional order function of the differentiation operator. It is assumed
that the proposed model can be used in describing economic cyclical processes.

Key words: Riccati equation, fractional derivative, hereditarity, numerical methods,
differential equation.
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