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При исследовании нелинейных систем одной из важных задач является определение
типа колебаний – периодического, квазипериодического, случайного, хаотического.
Особенно сложно отличить квазипериодические колебания от хаотических и случайных,
так как квазипериодические колебания часто имеют очень сложную форму, визуально
слабо отличимую от «случайной». Особенностью хаотических колебаний является их
высокая чувствительность к малым изменениям начальных условий. Поэтому одним
из наиболее надежных способов детектирования хаоса является определение скорости
разбегания траекторий, которая оценивается с помощью спектра показателей Ляпунова.
В работе с помощью построения спектра максимальных показателей Ляпунова в
зависимости от значений управляющих параметров были найдены хаотические режимы
фрактального осциллятора Дуффинга с переменной степенной памятью, построены и
исследованы его фазовые траектории.
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Введение

Исследование нелинейных колебательных систем является актуальной задачей
так как такие системы могут обладать хаотическими колебательными режимами
[1]-[3]. Такими колебательными режимами обладает известный осциллятор
Дуффинга [4]. Этот осциллятор Дуффинга обладает кубической нелинейность, что
приводит к не изохронности колебаний, т.е. зависимости амплитуды от частоты.
Внешнее периодическое воздействие на осциллятор Дуффинга так же приводит к
бистабильным колебательным режимам.

Однако, если рассматривать осциллятор Дуффинга в рамках дробной динамики,
то мы приходим к его обобщению. Такое обобщение связано с дробным исчислением
[5], что приводит к появлению дополнительных степеней свободы, которые
характеризуют эффект степенной памяти — нелокальности по времени. Это
свойство присуще фрактальным объектом, поэтому такие осцилляторы называют
фрактальными или эредитарными [6]-[14]. В настоящей работе исследуется
фрактальный осциллятор Дуффинга с целью определения хаотических режимов с
помощью спектра максимальных показателей Ляпунова.

Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу Коши:

ẍ(t)+αDq(t)
0t x(τ)− x(t)+ x3 (t) = δ cos(ωt) , x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (1)

где x(t) ∈C2 [0,T ] – функция смещения, α > 0 – коэффициент трения, δ > 0,ω > 0
– амплитуда и частота внешнего воздействия, x0,y0 – заданные начальные условия,
Dq(t)

0t x(τ) – производная дробного переменного порядка Римана-Лиувилля:

Dq(t)
0t x(τ) =

1
Γ(1−q(t))

d
dt

t∫
0

x(τ)dτ

(t− τ)q(t)
,0 < q(t)< 1,

Γ(·) – гамма-функция Эйлера.
Задача Коши (1) представляет собой фрактальный осциллятор Дуффинга со

степенной переменной памятью в диссипативном члене, который был рассмотрен
в работах автора [7], [8]. Случай, когда q(t) от времени не зависит был рассмотрен
в работе [15]. Задачу Коши можно представить в виде системы:

Dα1
0t x(t) = y(t) ,α1 = 1,

Dα2
0t y(t) = z(t) ,α2 = q(t) ,

Dα3
0t y(t) = x(t)− x3 (t)+δ cos(ωt)−λ z(t) ,α3 = 1,

x(0) = x0,y(0) = y0.

(2)

Заметим, что система (2) является диссипативной, т.е. фазовый объем ∆V =
∂ f1

∂x
+

∂ f2

∂y
+

∂ f3

∂ z
= −α, где f1, f2, f3 – правые части системы (2). Поэтому эта система

обладает аттрактором.
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Систему (2) можно решить с помощью численных методов. Для этого, используя
дискретный аналог производной Римана-Лиувииля, производную Грюнвальда-
Летникова [16], мы переходим к дискретному аналогу системы.

xk = τyk−1 + xk−1,

zk = τqk
k−1
∑

i=1
wizk−i,

zk = zk−1 + τ
(
xk−1− x3

k−1 +δ cos(ωτ (k−1))−λ zk−1
)
,

(3)

где wi =

(
1− 1+qk

i

)
wi−1,w0 = 1 – весовые коэффициенты; k = 1, ...,N − 1,, N –

количество узлов расчетной сетки, τ = T
/

N – шаг сетки. Система (3) является
ключевой для алгоритма построения максимальных показателей Ляпунова.

Алгоритм расчета максимальных показателей Ляпунова

Существуют различные методы расчета максимальных показателей Ляпунова
и все они завязаны на оценке расстояния между двумя фазовыми траекториями,
построенных при разных значениях начальных условий. В случае, когда расстояние
между траекториями уменьшается, то мы получаем аттрактор либо в виде
устойчивого предельного цикла или предельной точки. В случае, когда фазовые
траектории разбегаются, то мы приходим к хаотическому режимам, в частности,
к хаотическому аттрактору. Если не известен вид уравнений в исходной системе (2),
то используют алгоритм Бенеттина [17], если известна система и методы ее решения,
то используют алгоритм Вольфа [18] . В обоих случаях необходимо проводить
процедуру ортогонализации Грама-Шмидта, чтобы избежать влияния составляющей
максимального показателя Ляпунова при вычислении соответствующих векторов
вдоль фазовых траекторий.

Мы остановимся на алгоритме Вольфа. Для работы алгоритма необходимо
составить из системы (2) систему из 9 уравнений в вариациях:

Dα1
0t ∆x1 (t) = ∆y1 (t) ,

Dα2
0t ∆y1 (t) = ∆z1 (t) ,

Dα3
0t ∆y1 (t) = ∆x1

(
1−3x2 (t)

)
−λ∆z1 (t) ,

Dα1
0t ∆x2 (t) = ∆y2 (t) ,

Dα2
0t ∆y2 (t) = ∆z2 (t) ,

Dα3
0t ∆y2 (t) = ∆x2

(
1−3x2 (t)

)
−λ∆z2 (t) ,

Dα1
0t ∆x3 (t) = ∆y3 (t) ,

Dα2
0t ∆y3 (t) = ∆z3 (t) ,

Dα3
0t ∆y3 (t) = ∆x3

(
1−3x2 (t)

)
−λ∆z3 (t) ,

∆x1 (0) = 1,∆y1 (0) = 0,∆z1 = 0,
∆x2 (0) = 0,∆y2 (0) = 1,∆z2 (0) = 0,
∆x3 (0) = 0,∆y3 (0) = 0,∆z3 (0) = 1.

(4)

где правые части представляют собой Якобиан системы (2). Система (4) совместно
со системой (2) решается с помощью численных методов. После вычислений
формируются три вектора, которые подвергаются процедуре Грама-Шмидта, потом
проводится их нормализация и вычисляются сами показатели Ляпунова. Количество
таких показателей совпадает с количеством уравнений в системе (2). Причем если
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сумма показателей Ляпунова отрицательная, то исходная система имеет аттрактор, а
если хотя бы один из них является положительным, то мы имеет дело с хаотическим
аттрактором. Поэтому для исходной системы (2) мы имеем три показателя Ляпунова.

Заметим, что эти три показателя не могут быть равными нулю в силу того, что
исходная система (2) является неавтономной.

Расчеты показали, что два показателя Ляпунова отрицательны, а третий
показатель может менять свой знак. Поэтому при расчете спектра показателей
Ляпунова мы будем ориентироваться на третий показатель Ляпунова.

Результаты исследования

Рассмотрим пример, когда параметры задачи имеют следующие значения: t ∈
[0,100] , δ = 0.3,ω = 1,x0 = 0.2,y0 = 0.3,N = 2000,h = 0.05, а функция q(t): q(t) =

q0−
1

exp(cos(ωt))
. Результаты работы алгоритма Вольфа приведены на следующем

рисунке.

Рисунок. Хаотический аттрактор (а) при α = 0.15; предельный цикл (b) при α =
0.64, построенные согласно спектру показателя Ляпунова (с)

Из рисунка видно, что на спектре показателя Ляпунова существуют
положительные и отрицательные области. Положительные соответствуют
хаотическому режиму, мы это видим на фазовой траектории (a), отрицательные
области соответствует регулярному режиму – предельному циклу (b).

Заключение

В работе был исследован фрактальный осциллятор Дуффинга с переменной
степенной памятью с целью идентификации хаотических режимов. Установлено, что
в диапазоне изменения значений параметра α ∈ [0,0.5] наблюдается хаотический
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режим, в диапазоне α ∈ [0.5,1] – регулярный режим или предельный цикл.
Фактически спектр максимального показателя Ляпунова является бифуркационной
диаграммой, в частности, для нашего примера имеет место бифуркация хаотический
аттрактор-предельный цикл. Одной из продолжений этой работы является
исследование точек покоя фрактального осциллятора Дуффинга (2) по аналогии с
работой [19].

Работа выполнена по теме НИР «Применение дробного исчисления в теории
колебательных процессов» №АААА-А17-117031050058-9 при финансовой поддержке
гранта президента РФ №МК-1152.2018.1.
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CALCULATION THE MAXIMUM LYAPUNOV
EXPONENT FOR THE OSCILLATORY SYSTEM OF

DUFFING WITH A DEGREE MEMORY *
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In the study of nonlinear systems, one of the important problems is the determination of
the type of oscillations-periodic, quasi-periodic, random, chaotic. It is especially difficult to
distinguish between quasi-periodic oscillations from chaotic and random oscillations, since
quasi-periodic oscillations often have a very complex shape, visually weakly distinguishable
from «random». A feature of chaotic oscillations is their high sensitivity to small changes
in the initial conditions. Therefore, one of the most reliable ways of detecting chaos is to
determine the rate of run-off of trajectories, which is estimated using the Lyapunov exponent
spectrum. Using the construction of the spectrum of Max Lyapunov exponents, depending
on the values of the control parameters, chaotic regimes of the Duffing fractal oscillator
with variable power memory were found, and its phase trajectories.

Key words: spectrum of maximum Lyapunov exponents, Duffing fractal oscillator,
phase trajectories, limit cycle, chaotic attractor.
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