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Введение

Рассмотрим уравнение

Dα
0xDβ

0yu(x,y)+λu(x,y) = f (x,y), (1)

где α, β ∈ (0,1), λ ∈ R, Dγ

0s — оператор дробного интегро-дифференцирования
в смысле Римана-Лиувилля порядка γ с началом в точке 0 по переменной s,
определенный следующим образом [1, c. 9]:

Dγ

0s f (s) =


1

Γ(−γ)

s∫
0

f (v)
(s−v)γ+1 dv, γ < 0,

f (s), γ = 0,
dn

dsn Dγ−n
0s f (s), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

(2)

Смешанную производную дробного порядка Dα
0xDβ

0yu(x,y) будем понимать как

смешанную производную ∂ 2

∂x∂y композиции Dα−1
0x Dβ−1

0y u(x,y) [2, c. 342]:

Dα
0xDβ

0yu(x,y) =
∂ 2

∂x∂y
Dα−1

0x Dβ−1
0y u(x,y).

Ранее, в работе [3] доказана теорема существования и единственности решения
аналога задачи Гурса для уравнения вида (1) с производными Римана-Лиувилля.
Укажем работу [4], в которой исследовались краевые задачи для уравнения со
смешанными частными производными дробного порядка. Более полный обзор работ,
посвященных исследованию уравнений в частных производных дробного порядка
можно найти, например, в [5] и [6].

В данной работе доказана теорема существования и единственности решения
задачи Дарбу для уравнения (1).

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) в области

D = {(x,y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1− x}

будем называть функцию u(x,y) такую, что x1−µy1−δ u(x,y) ∈ C(D), для некоторых
µ > 0 и δ > 0; Dα−1

0x u(x,y) и Dβ−1
0y u(x,y) непрерывны в области D вплоть до

участков границы x = 0 и y = 0, соответственно; Dα−1
0x Dβ−1

0y u(x,y) имеет непрерывные
производные в области D по x и y, а также непрерынвую смешанную производную
∂ 2/∂x∂y; u(x,y) удовлетворяет уравнению (1) во всех точках (x,y) ∈ D.

Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

lim
x→0

Dα−1
0x u(x,y) = ϕ(y), 0 < y < 1, (3)

u(x,1− x) = τ(x), 0 < x < 1, (4)

где ϕ(y), τ(x) — заданные непрерывные функции.
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Редукция к интегральному уравнению

Примем обозначение

Wµ,δ (x,y) = xµ−1yδ−1eµ,δ
α,−β

(−λxαyβ ), (5)

где

eµ,ν
γ,δ (z) =

∞

∑
n=0

zn

Γ(γn+µ)Γ(ν−δn)
(6)

— функция типа Райта [5, c. 23]. Заметим, что функцию eµ,ν
γ,δ (z) можно выразить в

виде
eµ,ν

γ,δ (z) = E(γ,−δ ),(µ,ν)(z),

где

E(ρi),(µi)(z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(µ1 +nρ1) . . .Γ(µm +nρm)
(m≥ 1,

m

∑
i=1

ρi > 0)

— многопараметрическая функция Миттаг-Леффлера (см., например, [7]).
В работе [3] получено представление решения задачи Гурса

lim
x→0

Dα−1
0x u(x,y) = ϕ(y), lim

y→0
Dβ−1

0y u(x,y) = ψ(x),

для уравнения (1) в виде

u(x,y) =
x∫

0

y∫
0

f (s, t)Wα,β (x− s,y− t)dtds+ (7)

+

x∫
0

ψ(s)Dα
xsWα,β (x− s,y)ds+

y∫
0

ϕ(t)Dβ

ytWα,β (x,y− t)dt+

+ψ(x)
yβ−1

Γ(β )
+ϕ(y)

xα−1

Γ(α)
−ϕ0Wα,β (x,y),

где
ϕ0 = lim

y→0
Dβ−1

0y ϕ(y).

Преобразуем равенство (7) с помощью формул

Dα
0xWα,β (x,y) =W0,β (x,y); Dβ

0yWα,β (x,y) =Wα,0(x,y),

которые следуют из формулы дробного дифференцирования (интегрирования)
степенных функций (см., например, [5, с. 15])

Dµ

0z
zδ−1

Γ(δ )
=

zδ−µ−1

Γ(δ −µ)
.

Далее, используя формулу трансформации [5, c.24]:

Wµ,δ (x,y) =−λWµ+α,δ+β (x,y)+
xµ−1yδ−1

Γ(µ)Γ(δ )
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получаем, что
W0,β (x,y) =−λWα,2β (x,y); (8)

Wα,0(x,y) =−λW2α,β (x,y). (9)

Таким образом, равенство (7) запишется в виде

u(x,y) =
x∫

0

y∫
0

f (s, t)Wα,β (x− s,y− t)dtds−

−λ

x∫
0

ψ(s)Wα,2β (x− s,y)ds−λ

y∫
0

ϕ(t)W2α,β (x,y− t)dt+

+ψ(x)
yβ−1

Γ(β )
+ϕ(y)

xα−1

Γ(α)
−ϕ0Wα,β (x,y).

Теперь удовлетворим условию (4) функцию u(x,y) для нахождения ψ(x)

u(x,1− x) =
x∫

0

1−x∫
0

f (s, t)Wα,β (x− s,1− x− t)dtds−

−λ

x∫
0

ψ(s)Wα,2β (x− s,1− x)ds−λ

1−x∫
0

ϕ(t)W2α,β (x,1− x− t)dt+

+ψ(x)
(1− x)β−1

Γ(β )
+ϕ(1− x)

xα−1

Γ(α)
−ϕ0Wα,β (x,1− x) = τ(x).

Получаем относительно ψ(x) следующее уравнение

ψ(x)
(1− x)β−1

Γ(β )
−λ

x∫
0

ψ(s)Wα,2β (x− s,1− x)ds = τ(x)−

−
x∫

0

1−x∫
0

f (s, t)Wα,β (x− s,1− x− t)dtds+

+λ

1−x∫
0

ϕ(t)W2α,β (x,1− x− t)dt−ϕ(1− x)
xα−1

Γ(α)
+ϕ0Wα,β (x,1− x),

которое после простых преобразований можно записать в виде

ψ(x)−
x∫

0

K(x,s)ψ(s)ds = F(x), (10)

где
K(x,s) = λΓ(β )(1− x)1−βWα,2β (x− s,1− x)
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F(x) =
Γ(β )

(1− x)β−1

[
τ(x)+λ

1−x∫
0

ϕ(t)W2α,β (x,1− x− t)dt−

−
x∫

0

1−x∫
0

f (s, t)Wα,β (x− s,1− x− t)dtds−ϕ(1− x)
xα−1

Γ(α)
+ϕ0Wα,β (x,1− x)

]
.

Таким образом, вопрос о разрешимости задачи (1), (3) и (4) сводится к решению
уравнения (10), которое представляет собой интегральное уравнение Вольтерра
второго рода с ядром K(x,s), имеющим слабую особенность. Определив функцию
ψ(x), решение искомой задачи может быть найдено как решение задачи Гурса и
представлено формулой (7).

Основные результаты

Сформулируем теорему существования и единственности решения задачи (1), (3)
и (4).

Теорема. Пусть
x1−αy1−β f (x,y) ∈ C(D), (11)

y1−β
ϕ(y) ∈C[0, 1]∩C1(0, 1), (12)

x1−α(1− x)1−β
τ(x) ∈C[0,1]∩C1(0,1), (13)

и выполнено условие согласования

ϕ(1) = lim
x→0

Dα−1
0x τ(x). (14)

Тогда в области D существует и притом единственное регулярное решение
уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям (3) и (4).

Доказательство. Пусть u(x,y) — регулярное решение исследуемой задачи. Тогда
для него выполнено соотношение (7), и как показано выше, след дробного интеграла
от него на линии y = 0, то есть функция ψ(x), удовлетворяет интегральному
уравнению (10), которое при сделанных предположениях не может иметь более
одного решения. Отсюда, с учетом результатов работы [3], следует, в частности,
единственность решения задачи (1), (3) и (4).

Для доказательства существования искомого решения достаточно показать, что
найденная функция ψ(x) (вместе с заданными ϕ(y) и f (x,y)) удовлетворяет условиям
разрешимости задачи Гурса для рассматриваемого уравнения, сформулированные в
работе [3]. Для этого необходимо показать, что

lim
y→0

y1−δ
ϕ(y)< ∞, Dβ−1

0y ϕ(y) ∈C[0, 1]∩C1(0, 1), (15)

lim
x→0

x1−µ
ψ(x)< ∞, Dα−1

0x ψ(x) ∈C[0, 1]∩C1(0, 1), (16)

и
lim
x→0

Dα−1
0x ψ(x) = lim

y→0
Dβ−1

0y ϕ(y). (17)
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Прежде всего отметим, что условия, наложенные на функцию ϕ(y) в условии
теоремы, обеспечивают выполнение (15).

Далее, из (12), (14) и оценки∣∣Wξ ,η(x,y)
∣∣≤ const · xξ−1yη−1

следует, что для правой части уравнения (10) справедливы соотношения

|F(x)| ≤ const · xα−1, F(x) ∈C1(0, 1),

и

lim
x→0

Dα−1
0x F(x) = Γ(β )

[
lim
x→0

Dα−1
0x τ(x)−ϕ(1)+

ϕ0

Γ(β )

]
.

Отсюда, с учетом (14) и соотношений

lim
x→0

Dα−1
0x F(x) = lim

x→0
Dα−1

0x ψ(x), |K(x,s)| ≤ const · (x− s)α−1(1− x)β ,

следует справедливость (16) и (17). Это завершает доказательство теоремы. �
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