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Введение

В интервале 0 < x < 1 рассмотрим уравнение

Lu(x)≡
m

∑
j=1

β j∂
α j
0x u(x)+λu(x) = f (x), (1)

где α1 ∈ (n−1,n] , α1 > α2 > ... > αm, β1 > 0, λ , β j ∈R, ∂
γ

0xu(x) – дробная производная
в смысле Капуто [1, c. 11]:

∂
γ

0xu(x) = Dγ−n
0x u(n)(x), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N, (2)

Dγ

0x− оператор дробного интегро-дифференцирования порядка γ в смысле Римана-
Лиувилля [1, c. 9] по переменной x, определяемый равенством:

Dγ

0xu(x) =


1

Γ(−γ)

x∫
0

u(t)
(x−t)γ+1 dt, γ < 0,

u(x), γ = 0,
dn

dxn Dγ−n
0x u(x), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

На сегодня имеется достаточно обширный список работ, посвященных
математической теории дробного исчисления [1]-[6]. Подробное описание
применения дробного исчисления к различным областям науки и техники на
современном этапе изложены в работах [1], [7]-[9]. В частности, дробная
производная является удобным инструментом для описания состояния полимеров
с резко изменяющимися свойствами в пространстве и во времени [?, c. 149], [8].

Одной из первых работ, посвященных обыкновенным дифференциальным
уравнениям дробного порядка является работа [10]. К теории дробных
дифференциальных уравнений относятся и работы [11]-[13]. Начальная задача
для линейного обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка
исследована в работе [14]. Отметим так же, что в работе [15] для обыкновенных
непрерывных дифференциальных уравнений второго порядка получена формула
Лагранжа и построены их фундаментальные решения, а в работе [16] исследованы
начальная и краевая задачи для линейного обыкновенного дифференциального
уравнения дробного порядка с запаздывающим аргументом. Для обыкновенного
дифференциального уравнения с оператором дифференцирования Джрбашяна-
Нерсесяна была решена начальная задача в работе [17]. Ранее автором для уравнения
(1), при α j ∈]1,2[, исследованы краевые задачи с условиями первого, второго
и третьего рода для линейного обыкновенного дифференциального уравнения с
оператором дробного дискретно распределённого порядка, так же построена функция
Грина краевой задачи с условиями третьего рода [18]-[20].

В данной работе исследована начальная задача для уравнения (1)
при произвольных положительных α j. Получена формула Лагранжа для
дифференциального оператора L, доказана теорема существование и единственности
решения, решение найдено в явном виде.

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x), имеющую
абсолютно непрерывную производную n − 1 порядка на отрезке [0,1] и
удовлетворяющую уравнению (1) для всех x ∈]0,1[.
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Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(l)(0) = ul, l = 0,n−1, (3)

где ul− заданные действительные числа.

Формула Лагранжа

Теорема 1. Пусть u(x), v(x) – произвольные функции, u(n−1) ∈ AC[0,1] и Dα1−n
0x v ∈

Cn[0,1], v ∈ L[0,1]. Тогда справедлива формула

(Lu∗ v)(x) = (u∗L∗v)(x)+Q(x), (4)

где (g∗h)(x) =
x∫

0
g(x− t)h(t)dt− свертка Лапласа функций g(x) и h(x),

Q(x) =
m

∑
j=1

β j

n−1

∑
l=0

u(l)(t)Dα j−l−1
xt v(x− t)

∣∣∣t=x

t=0
,

L∗v(x) =
m

∑
j=1

β jD
α j
0x v(x)+λv(x). (5)

Доказательство. Найдем свертку Лапласа функций Lu(t) и v(x), то есть

(Lu∗ v)(x) =
x∫

0

Lu(t)v(x− t)dt =
x∫

0

[
m

∑
j=1

β j∂
α j
0t u(t)+λu(t)

]
v(x− t)dt. (6)

Пользуясь определением дробной производной Капуто (2) из равенства (6), имеем:

x∫
0

[
m

∑
j=1

β j∂
α j
0t u(t)+λu(t)

]
v(x− t)dt =

=
m

∑
j=1

β j

x∫
0

Dα j−n
0t u(n)(t)v(x− t)dt +λ

x∫
0

u(t)v(x− t)dt. (7)

Далее, с учетом формулы дробного интегрирования по частям [21, c. 15]

b∫
a

g(s)Dγ
ash(s)ds =

b∫
a

h(s)Dγ

bsg(s)ds, (γ ≤ 0)

из соотношения (7) получаем следующее равенство:

(Lu∗ v)(x) =
m

∑
j=1

β j

x∫
0

u(n)(t)Dα j−n
xt v(x− t)dt +λ

x∫
0

u(t)v(x− t)dt. (8)
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Проинтегрируем первое слагаемое в правой части равенства (8) n раз по частям.
Подставив полученное выражение в соотношение (8)

m

∑
j=1

β j

n

∑
k=1

u(n−k)(t)Dα j−n−1+k
xt v(x− t)

∣∣t=x
t=0 +

x∫
0

u(t)

(
m

∑
j=1

β jD
α j
xt v(x− t)+λv(x− t)

)
dt

придем к формуле (4). �
Дифференциальное выражение L∗v(x), определенное формулой (5), назовем

сопряженным к дифференциальному выражению Lu(x), а соотношение (4) формулой
Лагранжа для дифференциальных операторов L и L∗ .

Фундаментальное решение

Введем в рассмотрение функцию

Gµ
m(x) = Gµ

m(x;ν1, ...,νm;γ1, ...,γm)≡
∞∫

0

e−tSµ
m(x;ν1t, ...,νmt;γ1, ...,γm)dt, (9)

где

ν1 =−
λ

β1
, ν j =−

β j

β1
, γ1 = α1, γ j = α1−α j, j = 2,m

Sµ
m(x;z1, ...,zm;γ1, ...,γm) = (h1 ∗h2 ∗ ...∗hm)(x),

h j = h j(x)≡ xµ j−1
φ(γ j,µ j;z jxγ j), φ(ρ,ζ ;z) =

∞

∑
k=0

zk

k!Γ(ρk+ζ )

- функция Райта [22];

x > 0, z j ∈ R, γ j > 0, µ j > 0, µ =
m

∑
j=1

µ j.

Заметим, что функция Sµ
m(x;z1, ...,zm;γ1, ...,γm) не зависит от распределения чисел

µ j > 0, а лишь от их суммы µ [14].
Для функции Gµ

m(x) справедливы равенства [14]:

Gµ
m(x) = O(xµ−1), при x→ 0, (10)

Dν
0xGµ

m(x) = Gµ−ν
m (x), если µ > ν , (11)

Gµ
m(x)−

m

∑
j=1

ν jD
−γ j
0x Gµ

m(x) =
xµ−1

Γ(µ)
. (12)

Лемма 1. Функция Gα1
m (x) обладает следующими свойствами:

является решением уравнения

m

∑
j=1

ν jD
α j
0x Gα1

m (x)+λGα1
m (x) = 0, (13)
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и удовлетворяет условиям

lim
x→0

m

∑
j=1

ν jD
α j−1
0x Gα1

m (x) = 1, (14)

lim
x→0

m

∑
j=1

ν jD
α j−l−1
0x Gα1

m (x) = 0, l = 1,n−1. (15)

Доказательство. В силу формул (10)-(12) имеем

lim
x→0

m

∑
j=1

ν jD
α j−1
0x Gα1

m (x) = lim
x→0

m

∑
j=1

ν jG
α1−α j+1
m (x) = 1.

В частности, из равенств (11) и (12) следует формула [20]

m

∑
j=1

β jG
µ−α j
m (x)+λGµ

m(x) =
β1xµ−α1−1

Γ(µ−α1)
, µ > α1. (16)

С учетом последнего выражения и свойств (10)-(12) получаем:

lim
x→0

m

∑
j=1

ν jG
α1−α j+l+1
m (x) = lim

x→0

(
−λ

β1
Gα1+l+1

m (x)+
xl

Γ(l +1)

)
= 0, l = 1,n−1.

Из формулы (16) так же следует справедливость равенства (13). �
Функция Gα1

m (x) удовлетворяющая свойствам (13)-(15) является
фундаментальным решением уравнения (1).

Пользуясь формулой Лагранжа (4), заменяя v(x) на функцию Gα1
m (x), получаем

общее представление решения в виде:(
u∗L∗

1
β1

Gα1
m

)
(x)+Q(x) =

(
1
β1

Gα1
m ∗ f

)
(x)

и учитывая формулы (13)-(15) приходим к равенству

u(x) =
1
β1

x∫
0

f (t)Gα1
m (x− t)dt +

n−1

∑
l=0

ulWl(x), (17)

где

Wl(x) =
m

∑
j=1

β j

β1
Gα1−α j+l+1

m (x).

Воспользовавшись формулой (16) получаем, что

Wl(x) =
[

xl

Γ(l +1)
−λGα1+l+1

m (x)
]
.
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Основные результаты

Перед тем как перейти к основным результатам работы рассмотрим следующую
вспомогательную лемму.

Лемма 2. Справедливо соотношение

lim
x→0

dk

dxkWl(x) =
{

1, l = k,
0, l 6= k, l,k = 0,1, ...,n−1.

Доказательство. Если l = k, то

lim
x→0

dk

dxkWl(x) = lim
x→0

[
xl−k

Γ(l− k+1)
−λGα1+l−k+1

m (x)
]
= 1, n−1 < α1 6 n, k = 0,n−1.

При l 6= k получим

lim
x→0

dk

dxkWl(x) = lim
x→0

[
xl−k

Γ(l− k+1)
−λGα1+l−k+1

m (x)
]
= 0, α1 + l− k+1 > 1.

�
Теорема 2. Пусть функция f (x) удовлетворяет условиям

x1−µ f (x) ∈C]0,1[, f (x) = Dα1−n
0x g(x) , g(x) ∈ L[0,1], µ > 0.

Тогда единственное регулярное решение задачи (1), (3) существует и имеет вид
(17).

Доказательство. Для упрощения вычислений примем следующие обозначения

u f (x) =
1
β1

( f ∗Gα1
m )(x)dt, un(x) =

n−1

∑
l=0

ulWl(x). (18)

Тогда учитывая обозначения (18) выражение Lu(x) запишется в виде

Lu(x) = Lu f (x)+Lun(x).

Из равенств Lu f (x) = f (x), Lun(x) = 0 будет следовать, что Lu(x) = f (x). Покажем, что
это действительно так. Имея в виду соотношение (10) и

m

∑
j=2

ν jG
α j+µ

m (x) = Gµ
m(x)−ν1Gα1+µ

m (x)− xµ−1

Γ(µ)
,

(см. (12) и (16)), а также закон композиции операторов дробного интегро-дифферен-
цирования [1, c. 87], будем иметь

m

∑
j=1

β j

β1
∂

α j
0x

x∫
0

Gα1
m (x− t) f (t)dt =

m

∑
j=1

β j

β1
Dα j−n

0x
dn

dxn ( f ∗Gα1
m ) =

=
d
dx

(
g∗

m

∑
j=1

β j

β1
Dα j−n−1

0x Gα1−α1+n−n
m

)
=

d
dx

[
Dα1−n

0x g∗
(
−λ

β1
Gα1+1

m +1
)]

=

=
d
dx

[
f ∗
(
−λ

β1
Gα1+1

m +1
)]

=
−λ

β1

x∫
0

f (t)Gα1
m (x− t)dt + f (x).

Нетрудно заметить, что отсюда следует справедливость равенства Lu f (x) = f (x).
Далее, воспользовавшись леммой 1 и 2, после простых преобразований получаем,
что Lun(x) = 0. �
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