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Исследован вопрос разрешимости начальной задачи для одного модельного
обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка с операторами
Джрбашяна-Нерсесяна. Показано, что размерность ядра рассматриваемого
дифференциального оператора зависит от распределения параметров операторов
Джрбашяна–Нерсесяна и может в том числе равняться нулю.
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1. Рассмотрим уравнение

Lu(x)≡ D{α,β}
0x u(x)−λD{γ,δ}0x u(x) = f (x), 0 < x < 1, (1)

где D{α,β}
0x ,D{γ,δ}0x – операторы дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна

порядков µ = α +β −1 > 0, ν = γ +δ −1 > 0 соответственно; α,β ,γ,δ ∈ (0,1]. Будем
считать, для определенности, что µ > ν , λ=const, f (x) – заданная действительная
функция.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна-Нерсесяна ассоциированный

с последовательностью {γ0,γ1, . . . ,γn}, порядка α=
n
∑

k=0
γk−1>0, γk ∈ (0,1], определяется

соотношением [1]

D{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x) = Dγn−1

0x Dγn−1
0x . . . Dγ1

0xDγ0
0xu(x), (2)

где Dγ

0x – оператор дробного интегро-дифференцирования Римана-Лиувилля [2]

Dγ

0xg(x) =
1

Γ(−γ)

x∫
a

g(t)
(x− t)γ+1 dt, γ < 0;

Dγ

0xg(x) = g(x), γ = 0;

Dγ

0xg(x) =
dn

dxn Dγ−n
0x g(x), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

Известно, что число начальных условий для корректной постановки начальных
задач для обыкновенных дифференциальных уравнений целого порядка, а так же
уравнений содержащих операторы дробного дифференцирования Римана-Лиувилля
и Капуто, как правило связано с порядком уравнения. В случае обыкновенных
дифференциальных уравнений дробного порядка с операторами Джрбашяна-
Нерсесяна это правило нарушается.

В данной работе исследован вопрос разрешимости начальной задачи для
обыкновенного дифференциального уравнения (1). Показано, что размерность
ядра рассматриваемого дифференциального оператора зависит от распределения
параметров α,β ,γ,δ , и может в том числе равняться нулю.

2. Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x), такую что
Dσ−1

0x u(x) ∈ AC[0,1],σ = max{α,γ} и удовлетворяет уравнению (1) в интервале ]0,1[.
Обозначим

v(z) = zµ−1Eµ−ν ,µ(λ zµ−ν),

где Eα,µ(z) =
∞

∑
k=0

zk/Γ(αk+µ) – функция Миттаг–Леффлера [3, c. 117].

Лемма. Пусть функция f (x) представима в виде f (x) =D−ε

0x g(x),g(x)∈ L[0,1], ε >
σ −µ. Тогда функция

u f (x) =
x∫

0

f (t)v(x− t)dt

– регулярное в интервале ]0,1[ решение уравнения (1) и справедливо равенство

lim
x→0

Dσ−1
0x u f (x) = 0. (3)
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Доказательство. В силу определения оператора Джрбашяна–Нерсесяна и
учитывая формулу дробного интегро-дифференцирования функции Миттаг–
Леффлера [4, c. 15]

Dα
ax|x−a|µ−1E1/β (λ |x−a|β ; µ) = |x−a|µ−α−1E1/β (λ |x−a|β ; µ−α), (4)

получим

D{α,β}
0x u f (x)=Dβ−1

0x Dα
0x f (x)∗xµ−1Eµ−ν ,µ(λxµ−ν)=Dβ−1

0x Dα−ε

0x g(x)∗xµ−1Eµ−ν ,µ(λxµ−ν)=

= Dβ−1
0x g(x)∗ xβ+ε−2Eµ−ν ,β+ε−1(λxµ−ν) = f (x)∗ xε−1Eµ−ν ,ε(λxµ−ν), (5)

где f (x)∗g(x) =
x∫

0
f (t)g(x− t)dt – свертка Лапласа функций f (x) и g(x).

Из равенства (5), применяя формулу автотрансформации функции Миттаг-
Леффлера [4, c. 13]

Eα,µ(z) =
1

Γ(µ)
+ zEα,µ+α(z), (6)

окончательно имеем, что

D{α,β}
0x u f (x) = f (x)+λ f (x)∗ xµ−ν−1Eµ−ν ,µ−ν(λxµ−ν). (7)

Рассуждая аналогично получим равенство

D{γ,δ}0x u f (x) = f (x)∗ xµ−ν−1Eµ−ν ,µ−ν(λxµ−ν). (8)

Подставляя полученные выражения (7) и (8) в уравнение (1) получаем верное
тождество.

Справедливость равенства (3) очевидно следует из условия леммы и формулы (4).
�

3. В силу линейности уравнения (1) решение будем искать в виде

u(x) = u f (x)+u0(x), (9)

где u0(x) – решение однородного уравнения (1)

D{α,β}
0x u0(x)−λD{γ,δ}0x u0(x) = 0, 0 < x < 1. (10)

Теорема. Любое регулярное решение уравнения (10) будет иметь вид
1) при α > γ

u0(x) = xα−1Eµ−ν ,α(λxµ−ν)
[
Dα−1

0x u0(x)
]

x=0 ; (11)

2) при α = γ

u0(x) =
xα−1

Γ(α)

[
Dα−1

0x u0(x)
]

x=0 ; (12)

3) при α < γ

u0(x) = 0. (13)
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Доказательство. Непосредственной подстановкой нетрудно заметить, что
функция v(x− t) является решением уравнения

L∗v(x− t)≡ D{β ,α}xt v(x− t)−λD{δ ,γ}xt v(x− t) = 1, (14)

и удовлетворяет условию[
Dς−1

xt v(x− t)
]

t=x
= 0, ς = max{β ,δ}. (15)

Домножим уравнение (10) на функцию v(x− t) и проинтегрируем от 0 до x по
переменной t, предварительно поменяв переменную x на t. Пользуясь формулой
дробного интегрирования по частям [2, с. 34]

b∫
a

u0(x)Dα
axv(x)dx =

b∫
a

v(x)Dα
bxu0(x)dx, α ≤ 0,

получим

x∫
0

v(x− t)Lu(t)dt =
x∫

0

u(t)L∗v(x− t)dt−Dβ−1
0x v(x)

[
Dα−1

0t u0(t)
]

t=0+

+λDδ−1
0x v(x)

[
Dγ−1

0t u0(t)
]

t=0
+
[
Dβ−1

xt v(x− t)
]

t=x
Dα−1

0x u0(x)−

−λ

[
Dδ−1

xt v(x− t)
]

t=x
Dγ−1

0x u0(x). (16)

С учетом соотношений (14) и (15) из (16) будем иметь

x∫
0

u(t)dt = Dβ−1
0x v(x)

[
Dα−1

0x u0(x)
]

x=0−λDδ−1
0x v(x)

[
Dγ−1

0x u0(x)
]

x=0
. (17)

Дифференцируя равенство (17) по переменной x получаем решение уравнения (10)

u0(x) = Axα−1Eµ−ν ,α(λxµ−ν)−λBxµ−δ Eµ−ν ,µ−δ+1(λxµ−ν), (18)

где A =
[
Dα−1

0x u0(x)
]

x=0 , B =
[
Dγ−1

0x u0(x)
]

x=0
.

1) Рассмотрим случай α > γ. Пусть u0(x) – регулярное решение уравнения (1),
тогда из представления Dγ−1

0x u0(x) = Dγ−α

0x Dα−1
0x u0(x) следует, что lim

x→0
Dγ−1

0x u0(x) = 0. С

учетом этого из соотношения (18) приходим к равенству (11).
2) В случае α = γ из равенства (18) получаем

u0(x) = A
[
xα−1Eβ−δ ,α(λxβ−δ )−λxµ−δ Eβ−δ ,µ−δ+1(λxβ−δ )

]
. (19)

Из формулы автотрансформации функции Миттаг-Леффлера (6) следует, что

xα−1Eβ−δ ,α(λxβ−δ ) =
xα−1

Γ(α)
+λxµ−δ Eβ−δ ,µ−δ+1(λxβ−δ ).
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С учетом чего из формулы (19) приходим к соотношению (12).
3) В силу определения оператора Джрбашяна–Нерсесяна запишем уравнение (10)

в виде

Dβ−1
0x Dα

0xu0(x)−λDδ−1
0x Dγ

0xu0(x) = 0

и подействуем на него оператором D1−β

0x , получим

Dα
0xu0(x)−λDδ−β

0x Dγ

0xu0(x) = 0. (20)

Воспользовавшись обобщенной формулой Ньютона-Лейбница [2, c. 11] и
подействовав оператором D−1

0x из равенства (20) имеем

Dα−1
0x u0(x)−λDν−β

0x u0(x)+λ
xβ−δ

Γ(β −δ +1)
B =C, (21)

C – постоянная интегрирования. Устремив в соотношении (21) x к нулю, с учетом
того, что lim

x→0
Dα−γ

0x Dγ−1
0x u0(x) = 0, ν−β < 0, β > δ , получим, что левая часть равенства

(21) равна нулю, то есть

Dα−1
0x u0(x)−λDν−β

0x u0(x)+λ
xβ−δ

Γ(β −δ +1)
B = 0. (22)

Далее подействовав на равенство (22) композицией операторов Dγ−1
0x D1−α

0x и
переходя к пределу при x стремящемся к нулю, получим

B−λ lim
x→0

Dν+γ−β

0x u0(x)+λB lim
x→0

xµ−ν

Γ(µ−ν +1)
= 0,

отсюда следует, что B = 0, так как lim
x→0

Dν+γ−β

0x u0(x) = 0, поскольку ν + γ −β < 0, и

lim
x→0

xµ−ν = 0. Из последнего вытекает справедливость равенства (13). �

4. Таким образом, из доказанной теоремы и равенства (9), следует что всякое
решение уравнения (1) представимо в виде

u(x) =
x∫

0

f (t)v(x− t)dt +u0(x),

где u0(x), в зависимости от соотношения между параметрами α и γ, определяется
одним из равенств (11)–(13). В частности в случае α < γ ядро оператора L пусто и
однозначное обращение уравнения Lu(x) = f (x) не требует дополнительных условий.
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