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Resumo

Em [2], foi obtida uma caracterizagdo das superficies em R que sdo envelopes de uma congruéncia de esferas
em R3, na qual o outro envelope estd em R2. Neste artigo, caracterizamos as superficies de H> e S? que sdo
envelopes de uma congruéncia de esferas geodésicas em H> e S®, respectivamente, na qual o outro envelope estd
contido em H? C H3 e S? C S®. Mostramos que esta caracterizacdo permite obter localmente uma parametriza-
cdo das superficies contidas em H? e S3, esta caracterizacdo estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
damos condicoes suficientes para que estas supertficies estejam associadas localmente por uma transformacdo de
Ribaucour. Também, apresentamos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura H? e S3, que
dependem unicamente de uma fungdo de duas variavéis, a qual é solugdo de uma equagdo diferencial. Finalmente,
caracterizamos as superficies ¥ de tipo esférico em H? e S3, como as superficies onde sua funcéo raio é solugdo
da equagdo de Helmholtz.

Palabras chave. Superficies de tipo esférico, linhas de curvatura, espago Hiperbdlico, congruéncia de esferas geodésicas.

Abstract
In [2], was obtained a characterization of the surfaces in R? which are envelopes of a sphere congruence in R3, in
which the other envelope is in R2. In this paper, we characterize the surfaces of H3 and S? which are envelopes of
a congruence of geodesic spheres in H® and S3, respectively, in which the other envelope is contained in H? C H3
and S? C S3. We show that this characterization allows locally to obtain a parameterization of the surfaces
contained in H? and S?, this characterization extends the result obtained in [2]. Moreover, we provide sufficient
conditions for these surfaces to be locally associated by a transformation of Ribaucour. Also, we present families
of surfaces parameterized by lines of curvature in H? and S3, which depend on a function of two variables which
is solution of a differential equation. Finally, we characterize the surfaces of the spherical type . in H? and S, as
the surfaces where its radius function is the solution of the Helmholtz equation.
Keywords Surfaces of the spherical type, lines of curvature, Hyperbolic space, congruence of geodesic spheres.

1. Introdug¢io. Em [2], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superficies de R? como envelopes de
uma congruéncia de esferas na qual um envelope esta contido em um plano e com fungfo raio i associada a um
sistema de tipo hidrodindmico. Como aplicacdo, ele estuda as superficies no espago hiperbdlico que satisfazem a
igualdade

2(c—1) 2(c—1)

2ach™ < (H—-1)4+(a+b—ach™ = )K; =0,

onde a,b,c € R,a+b # 0, c # 0, H é a curvatura média e K € a curvatura Gaussiana. Esta classe de super-
ficies incluem as superficies de Bryant e as superficies flat do espaco hiperbélico, e sdo chamadas de superficie
Weingarten generalizada do tipo Bryant.
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Uma superficie orientada ¥ : M — R® com curvatura Gaussiana nio nula K e curvatura média H é chamada
uma superficie minima de Laguerre se
H
Arqrr )= 0,

onde Ayry € o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental 777 de W. O estudo dessas superficies foi
feita por vérios autores, entre eles W. Blaschke [1], [3], onde tais superficies aparecem como pontos criticos do

funcional
H? - K
LV)= | ————dM
(v = [ F .

onde dM é€ o elemento de area da superficie.

Em [5], os autores estudam superficies minimas de Laguerre como grificos de fun¢ées biharmdnicas no
modelo isotrépico da geometria de Laguerre. Em particular estudam as superficies minimas de Laguerre de tipo
esférico, a saber as superficies M de R? tal que o conjunto de esferas de centro p+ %N (p), p € M, tangenciam
a um plano fixo orientado.

Em [4], as superficies de tipo esférico em R? sdo caracterizadas como as superficies cuja funcdo raio das
esferas médias é harmonica, isto é, a fung@o raio h satisfaz Ah = 0.

Neste artigo, motivados pelos resultados de [2] e [4], caracterizamos as superficies de H? e S que sdo en-
velopes de uma congruéncia de esferas geodésicas em H? e S?, respectivamente, na qual o outro envelope estd con-
tidoem H? C H? e S? C S®. Mostramos ainda que esta caracterizagdo permite obter localmente uma parametriza-
cdo das superficies contidas em H? e S3, esta caracterizacio estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
daremos condi¢des suficientes para que estas superficies estejam associadas por uma transformagao de Ribaucour.
Também, fornecemos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura em H? e S que dependem de
uma funcdo de duas variaveis, a qual é solucdo de uma equacdo diferencial. Finalmente, caracterizamos as super-
ficies X de tipo esférico em H? e S?, como as superficies onde sua fungio raio é soluciio da equaciio de Helmholtz
(ver [6]).

2. Preliminares. Denotaremos por U C R™ um aberto de R", tal que v = (u1,us,...,u,). Além disso,
dada uma fung¢do diferenciavel f : U C R™ — R™, a derivada parcial de f relativaa u;, 1 < i < n, serd denotada

. 2 5]
por f;,isto é, f; = al{i.

—3 . . . . . ~
Denotaremos por M (c) a uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de dimenséo 3 com curvatura

. . . 3793 . e . .
seccional constante ¢ = —1,0, 1, isto é, M (c) denota ao espaco Hiperbélico H? se ¢ = —1, ao espago Euclidiano
R?3 quando ¢ = 0 ou a esfera S® se ¢ = 1.

Seja "2 o conjunto u = (u1, Uz, - - ., Upn+2) € R 2 munido com a pseudo-métrica
n+1
2.1 <U, U> = Z U;V; — Un4+2Un+2-

i=1

Um modelo para o espago hiperbdlico (n + 1)-dimensional é a subvariedade

2.2) H ! = {u € L2 (u,u) = —1, Upqo > O} .

Um modelo para a esfera (n + 1)-dimensional é o conjunto

(2.3) S = {u e R"™?; |u| = 1}

munido com a métrica Euclidiana. . .
Observagio 1. De agora em diante, consideraremos M (c¢) = H® C L* quando ¢ = —1, M " (¢) = R3 se
c=0 eﬁg(c) =S3 c R* quando ¢ = 1.
Definicao 1. Dizemos que M € orientdvel se for possivel determinar um campo vetorial diferencidvel unitario
N normal a T, M, para cada p € M. Neste caso, dizemos que N € a aplicagdo normal de Gauss de M e que tal
campo determina uma orientagdo em M. Em coordenadas locais,

2
Ni=Y WiX;, 1<i<2,
j=1
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onde X ¢ uma parametriza¢do de M. A matriz W = (W;;) é chamada de matriz de Weingarten de M.

Definicdo 2. A Primeira Forma Fundamental I de M é a restricio da métrica (-,-) de Mg(c) aos planos
tangentes T, M. Logo, paracadap € M

Ip(wl,wg) = (wl,w2>, wy, W € TpM.
A Segunda Forma Fundamental 11 e a Terceira Forma Fundamental I11 de M sao dadas por

Ilp<’w1,’w2) = — (de(wl),w2>7 wy, We € TPM,

IIIp(wl,wg) = <de(’LU1),de(U)2)> , W1, Wo € TPM,

onde p € M e dN, é a diferencial da normal de Gauss em p.

As seguintes defini¢des sdo basseadas no artigo [7].

Definicao 3. Uma Congruéncia de esferas geodésicas em Mg(c) € uma familia a 2-parametros de esferas
geodésicas em e (¢) tal que o conjunto dos centros das esferas geodésicas é uma superficie M de M (¢) e o raio
das esferas geodésicas é dado por uma funcio diferencidvel sobre M.

Um envelope de uma congruéncia de esferas geodésicas em MB(C) ¢é uma superficie M, de Mg(c) tal que cada
ponto de M, é tangente a uma esfera geodésica da congruéncia de esferas geodésicas.

Definicao 4. Sejam M; e M, superficies de Ms(c). Dizemos que M; e M, estdo Associadas por uma
congruéncia de esferas geodésicas em M3(c), se existe um difeomorfismo ¥ : M; — M, tal que os pontos corre-
spondentes p e ¥(p) de M; e Mo, respectivamente, sdo tangentes a2 mesma esfera geodésica de uma congruéncia
de esferas geodésicas.

Um caso especial da defini¢do anterior acontece quando W leva linhas de curvatura de M; em linhas de
curvatura em Ms.

Definicdo 5. Seja M; uma superficie orientavel de MS(C). Uma superficie My de MB(C) ¢ associada a M;
por uma Transformacdo de Ribaucour se existem uma fun¢@o diferenciavel h : M; — R e um difeomorfismo
W : My — Mo, tais que

1. exp,(h(p)N1(p)) = expyp) (h(p)N2(¥(p)), para todo p € M;, onde exp € a aplicagdo exponencial de
M3(c) e N1, N5 sdo os campos de vetores normais unitarios de M; e M, respectivamente.
2. O subconjunto S = {exp,(h(p)N1(p)); p € M:} é uma superficie de m (¢).
3. W leva linhas de curvatura de M em linhas de curvatura de M5.
Dizemos ainda que M7 e Ms estdo localmente associados por uma transformacdo de Ribaucour se Vp € M,
existe uma vizinhanga de p em M associada por uma transformacdo de Ribaucour a um aberto de M.

Observacio 2. Seja M uma superficie de Mg(c) e N seu campo normal unitdrio ao longo de Mg(c). Se
¢ = #£1, entdo (N(p),p) = 0, Vp € M. De fato, seja X : U C R? — m (¢) uma parametrizagdo local ortogonal
depe m (¢).

Logo,

(X(u), X (uw)) ==+1, YVu e U,
portanto, derivando parcialmente a equacio anterior, obtemos
(Xi(u),X(u)=0,Vuel, 1<i<2

Se p € M, entdo N(p) = X ;(u) paraalgumi =1,2e X (u) = p.
Considerando M?’(c) como R?, S* ¢ R* ou H? C LL*, a condigdo (1) da defini¢do anterior pode ser escrita
como

(2.4) p+ h(p)Ni(p) = ¥(p) + h(p)N2(¥(p)), Vp € My,

tal que se ¢ € a fungdo raio sobre M7, entdo

_ [ tan(é(p)), ¢: M1 — (0,3), sec=1.
@2 hip) = { tanh(6(p)), &: My B, Sec— —1.

De fato, um ponto de S? o qual pertence a geodésica que passa pelo p € S? na diregdo N1 (p), pode ser parametrizado
como

cos(¢(p))p + sen(¢(p))N1(p), ¢:S° = (0,7).
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x . . - x
Dado que p € M e ¥(p) € M, sdo tangentes 2 mesma esfera geodésica, entdo ¢(p) € (0, 5).

Analogamente, um ponto de H? o qual pertence a geodésica que passa pelo ponto p € H? na diregio N (p),
pode ser parametrizado como

cosh(¢(p))p + senh(d(p))N1(p), ¢:H® — R.
Portanto,

tan=t(h(p)), h: M; — (0,00), se c = 1.
(2.6) o) = { tanh~ (h]zp)), h:M; — (=1,1), sec=—1.

Definimos agora (localmente) o sistema de coordenadas 3-dimensional de S® C R* e H® ¢ L* de forma
andloga ao sistema de coordenadas esférico no espago Euclidiano e ao espago hiperbdlico no espaco de Minkowski,
respectivamente.

No caso de S?, as coordenadas consistem de 3 angulos coordenados ¢1, ¢z, ¢3, onde ¢1, 2 € (0,7) € ¢3 €
(—=m, 7). Seu;, 1 <14 <4,sdo as coordenadas cartesianas de S® em R4, entdo

uy = cos(¢1),
27 us = sen(p1)cos(d2),
: uz = sen(d1)sen(ga)cos(gs),
uy = sen(py)sen(ps)sen(ds).

Se ¢3 = 0, entdo S? C S3 e as coordenadas cartesianas de S? em R* vem dadas por

(2.3) uy = cos(¢1), ug = sen(¢p1)cos(¢pa), us = sen(¢p1)sen(pz2), ug = 0.

Para H?, as coordenadas consistem de 3 Angulos coordenados ¢1, ¢, ¢3, onde @1, ¢o, o3 € R. Se u;, 1 < i < 4,
sdo as coordenadas cartesianas de H? em L4, entdo

uy = senh(¢1),

ug = cosh(¢1)senh(ps),

uz = cosh(¢1)cosh(ps)senh(ps),
ug = cosh(¢1)cosh(pa)cosh(ps).

2.9)

Se ¢3 = 0, entdo H? C H? e as coordenadas cartesianas de H? em LL.* vem dadas por
(2.10) uy = senh($1), ug = cosh(or)senh(p2), us =0, ug = cosh(pr)cosh(dz).

De agora em diante, consideraremos M (¢) como a superficie de MS(C) tal que M(c) = H? quando ¢ = —1,
M (c) = R? quando ¢ = 0 ou M (c) = S? quando ¢ = 1, com campo normal unitdrio dado por N (p) = e., V p €
M (c), onde e, é definido por

(0,0,1,0) € L%, sec = —1.
@.11) ee=1 (0,0,1) € R3, sec=0.
(0,0,0,1) e R* sec=1

SejaY : U C R? — M(c) uma parametrizagdo local ortogonal de M (c), isto é, L;; = (Y,;,Y,;) = &;5, 1 <
i,7 < 2. Entdo os simbolos de Christoffel de L;;, 1 < 14,5 < 2, sdo dados por

F;’; =0, parai,j, m distintos.
(2.12) Ffj = gf, para todo i, j.

ng:— ”?, para i # j.

Denotaremos por C o corpo dos niimeros complexos. Além disso, identificamos C com R? pelo isomorfismo
(2.13) Gre(2) = (u1,uz) € R?, 2z =uy +iuy € C.

A identificacdo de C com R? induz de maneira natural a nogdo de produto interno de fungdes holomorfas. Com
efeito, dadas as fungdes holomorfas f, g : U C C — C o produto interno (f, g) em U é dada por

(fy9) = Re(f)Re(g) + Im(f)Im(g).
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Observamos que Re(f) = (f,1) e Im(f) = (f, ).

Observagiio 3. Consideremos a esfera S"*! = {u € R"™?; ||u|| = 1} munida com a métrica Euclidiana de
R"™*2. As Projecdes estereogrdficas esféricas P_ : S"™t — {—e 10} — R e Py SPHL — Le, 10} — RFL
sao difeomorfismos definidos por

q— <q7 en+2> Cn+42 n—+1

(2.14) P_(q) = g e st
@) 1+ (q,ent2) 1

q—(q,eny2) nio nt1

(2.15) P = , g €St
+(q) T (genra) ¢

Além disso, as respectivas aplicacdes inversas P~ e P;l, sdo dadas por

)16 pip) = Bl =P g
216 ST P

—1y - (22 (pp) 1) nt1
(2.17) Pl (p) = ) p e R

Um modelo conforme para a esfera S? ¢ dada pelo conjunto C., = C U {cc}, munida da estrutura analitica dada
pelas parametrizagdes
o0, se z =0,

(2.18) Xi(z)=2,2€C e X2(Z):{ 1 sezeC—{0}.

De fato, a aplicagdo Ggz : Coo — S2, dada por

PY(z), sez # o,
es, s z = 0.

(2.19) Gz (2) = {

define um difeomorfismo conforme entre S? e C,. Com a estrutura dada por (2.18), C.. é chamada de esfera de
Riemann.

O modelo que apresentaremos a seguir é conhecido, na geometria hiperbdlica, como o modelo de Klein. Consid-
eremos H**! c L."*2, a aplicacido

(2.20) P:H"! - R
u— P(u),
definida pela interse¢@o do hiperplano
R = {(u1,ug,...,uns2) C R™ 2 44y, 10 = 0},
com a reta que passa por u e (0,0,...,0,—1) € R"*2 ¢ dada por
2.21) Plu) = (1 +“7jn+2, - +“;n+2 — _1:"5;2) L u= (ur, Uz, ... Ungo) € H'L.

P é chamada de projecdo estereogrdfica hiperbdlica e é um difeomorfismo de H"*! sobre B"+1(1) =
{u e R";]ul <1}. Como P é um difeomorfismo, a métrica em H"*' induz uma métrica em B"**(1) de
modo que P : H**! — B"*1(1) seja uma isometria. Um modelo conhecido acontece quando n = 1, neste caso,
B?(1) com a métrica induzida por P é chamada de Disco de Poincare. Dessa forma, uma parametrizagdo para H?>
¢ a aplicagdo P! : B%(1) — H? dada por
1

2.22 p! = -
( ) (u17u2) 1 — (’U/% + U%)

(2uq, 2ug, 1+ ui + ug) , (u1,u2) € B*(1).
Identificaremos B?(1) com o conjunto {z € C;|z| < 1}, assim, definimos

(2.23) Gyz(2) = P71(2) (22,14 (2,2)), z € B%(1).

B 1
11— {z,2)

As projecdes estereogrificas (esférica e hiperbdlica) sdo usadas para definir no plano complexo C uma métrica nao
Euclidiana.
Definicio 6. A equacdo de Helmholtz é uma equagio diferencial eliptica da forma

(2.24) Ap(z,y) + k(z, y)(z,y) = 0,

onde A é o Laplaciano Euclidiano e k é uma funcio real conhecida num aberto U de R?. Se k = 0, entdo (2.24) é
chamada equagdo de Laplace.
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; . 73 . A . = .
3. Superficies de M (c) associadas a M (c) por uma congruéncia de esferas geodésicas. O seguinte
_— . _ =3 . .
resultado estabelece condigdes suficientes para que uma superficie ¥ de M (c) esteja localmente associada a
-3 . A L. =3
M (c) C M (c) por meio de uma congruéncia de esferas geodésicas em M~ (c).

Proposicao 1. Sejam Y uma superficie orientdvel de e (¢) e N o campo normal unitdrio de ¥ em M3(c)
tal que N (p) # e, ¥ p € 3. Entdo,

(3.1 v+ h(p)dNy(v) #0, VpeXeveT,X comv #0,

~ . A . L. =3
se, e somente se, ¥ e M (c) estdo localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em M (c),
onde h : ¥ — R é a fungdo diferencidvel definida por

(p,ec)
(3.2) h(p) = —F—————,p € X.
W)= T (NG e
Prova: Sejam h a funcio diferencidvel definida por (3.2) e ¥ a aplicag@o diferenciavel definida por
3.3) U(p) =p+h(p) [N(p) —ec], peX.

Entéo, ¥ é um difeomorfismo local, tal que p + h(p)N(p) = ¥(p) + h(p)ec, p € L e ¥(X) C M(c). De fato,
pela defini¢do de ¥, temos que

3.4 d¥,(v) = v+ dh,(v) [N(p) — e] + h(p)dN,(v), p € Z, v € T,X.
Dai,

(dU,(v), N(p)) = dhp(v) [1 = (N(p),ec)], p€ X, veTX,
logo,

(d¥p(v), N(p))
1- <N(p), ec>

Se existemp € Lev € T,X com v # 0, tais que d¥,,(v) = 0, segue de (3.4) e (3.5) que v + h(p)dNp(v) =00
qual é uma contradicio com (3.1).
Por outro lado, de (3.2) e (3.3), obtemos

(3.6) (¥(p),ec) = (p+h(p) [N(p) —ec], ec) = (prec) —h(p)[1 = (N(p),ec)] =0, Vp e X.
Se ¢ =0, entdo ¥(X) C R2. Se ¢ = =1, pela Observagdo 2, temos que (N (p),p) = 0, Vp € ¥, entdo

(¥(p),¥(p)) = (p+h(p) [N(p) —ec],p+ h(p) [N(p) — e])
= +1—2h(p) (p, ec) + 2h(p)*(1 — (N(p),ec)) = +1, Vp € X.

(3.5) dh,(v) = ,peEX, veTX.

Dai, ¥ é um difeomorfismo local tal que ¥ (%) C M (c).
Seja X0 = {p+ h(p)N(p);p € T} C Ms(c), mostraremos que X é uma superficie de M3(C).
Para isso, sejam p € ¥ e v € 1,3 com v # 0, entdo, por hipétese temos que v + h(p)dN,(v) # 0, dai,
(dX)(v),dXp(v)) = (v + h(p)AN,(v) + dhy(V)N (p), v + h(p)dNp(v) + dhy(v)N (p))
= v+ h(p)dN, () |* + |dhy(v)]> > 0, Vp € T, v € T,X , v #0,

logo dX)(v) #0, Vp € B, v € T,X e v # 0. Portanto, X° ¢ uma superficie de M (c).

Assim, concluimos que ¥ e M(c) estdo localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em

(o).

Reciprocamente, de (3.4) e (3.6), obtemos

3.7 0= (dVU,(v),ec)

= <U + dhp(v) [N(p) - ec] + h(p)de('U), ec>

= ((v+ h(p)dN,(v)), ec) + dhp(V)((N(p),ec) — 1), pe X, v € T,X.
Consideremos a superficie X0 = {p + h(p)N(p), p € £} de I (c), segue disto que

dX)(v) = v + h(p)dN,(v) + dhy (v)N(p), p € T, v € T, 3.
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Assumamos que v+h(p)dNp,(v) = Onumpontop € Lev € T,X comv # 0. Segue de (3.7) que dh, (v) ((N(p), ec)—
1) = 0, logo, dhy(v) = 0, de outra forma (N (p),e.) = 1, daqui terfamos que N (p) = e., o qual é uma con-
tradic@o. Portanto, temos que dh,(v) = 0e ng(v) = 0, o qual é uma contradi¢do com o fato de que X° é uma
superficie de 1 (c). Assim, v + h(p)dN,(v) #0, Vp e E, v € T, v#0.0

Observacio 4. Pela defini¢do de ~ em (3.2), temos que

(v + h(p)dNy(v), ec)

G8) W) = NG e

,peEX, vel,X.

Sejam ¥ uma superficie orientdvel de 3" (c) e N o campo normal unitario de 3 em 3" (c), tal que N(p) #
ec, ¥V p € 3. Observamos que X estd localmente associada a M (¢) por uma congruéncia de esferas geodésicas
sempre que v + h(p)dN,(v) # 0, Vp € Yev € T,X comv # 0, onde h : ¥ — R é a funcdo diferencidvel
definida por (3.2).

O seguinte teorema garante que > e M (c) estdo localmente associadas por uma transformacéo de Ribaucour.

Teorema 1. Sejam ¥ uma superficie orientdvel de Mg(c), N o campo normal unitario de ¥ em Mg(c) tal
que N(p) # ec, V p € X e {e1, ea} campos de vetores locais ortonormais de dire¢des principais de 3 em p. Além
disso, sejam h e VU definidas por (3.2) e (3.3), respectivamente. Entdo 1 + h(p)k; #£ 0, Vp € 3, 1 < i < 2, onde

~ Lo 73 ~ .
k; s@o as curvaturas principais de ¥ em M (c) se, e somente se, ¥ e M (c) estdo localmente associadas por uma

transformagdo de Ribaucour em M (c).
Prova: Mostremos que v + h(p)dN,(v) # 0, Vp € &, v € T,X comv # 0e (d¥,(e1),d¥,(eq)) =
2

0, Vp e X Sejav € T,%, tal que v # 0, entdo, existem v, v2 € R, tais que v = Zviei, onde v; # 0 para
i=1

algumi € {1,2}.

Suponha que v + h(p)dN,(v) = 0, assim

0=v+ h(p)dN,(v) = Z vie; + h(p)dN, (Z viei> = Z (1+ h(p)k;)vie;,

i=1 i=1 i=1
como {ey, ea} é um conjunto linearmente independente, temos que
(I+h(pki)v;=0,1<i<2

Porém, por hipétese, existe pelo menos um v; # 0, entdo 1 + h(p)k; = 0 para algum ¢ € {1,2}, isto é uma
contradicdo. Portanto, concluimos que v + h(p)dN,(v) # 0, ¥p € 3, v € T,X com v # 0. Pela Proposigéo 1,
temos que X e M (c) estdo associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas.

Por outro lado, observe que por (3.4) e (3.8), temos que

(3.9) dV,(e;) = (1 + h(p)ki)e; + dhy(e;) [N(p) — ec] .

(3.10) dhy(e;) =

Dai, para 1 <1¢,5 < 2, obtemos

(dWp(ei), dWy(e;)) = (1 + h(p)k:)(1 + h(p)k;)di; — (1 + h(p)ki)dhy(e;) (e, ec)
— (L4 h(p)kj)dhy(ei) (e, ec) + 2dhy(ei)dhp(e;) (1 = (N(p), ec))-

(
Substituindo (3.10) na equagdo anterior, temos que (d¥,(e;),d¥p(e;)) = 0 para 1 < i # j <2 Logo,
)

{d¥(e1),d¥(ez)} é uma base ortogonal de dire¢des principais de M (c) em M ( ). Portanto, X e M(c) estéo

localmente associadas por uma tranformagio de Ribaucour em M (c). O

exemplo 1. Seja X : (-7, %) x (—

z Z) C R? — St x St C S? dada por

™
40

1
(3.11) X(ug,uz) = 7 (cos(uq), sen(uy), cos(ug), sen(us)) .
O vetor normal unitario de X em S3 é dado por

(3.12) N(uj,u2) = (—cos(uq), —sen(u1), cos(usz), sen(uz)) .

L
V2
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Uma base ortonormal local de dire¢des principais para o espaco tangente de X em S? é dada por
X1 = (—sen(uy),cos(u1),0,0), X o =1(0,0,—sen(usz), cos(uz)) .
SejaY : (=2, %) x (—F,%) C R? —» S* C S a parametrizagdo local da esfera dada por

1

Y(uy,up) = 2 — v/2sen(uy) (

cos(uy) (\/5 — 2sen(uz)) , sen(uy) (\/5 - 28671(U2)) . V2c0s(us), O) .

O vetor normal unitario de Y em S? é dado por e; = (0,0, 0, 1). Uma base ortogonal para o espago tangente de Y’
em S? é dada por

_ V2 — 2sen(usy)

Y, = 2~ Vason(uy) (—sen(uy), cos(u1),0,0),
2
Yo = @ Vasonua) 2 (—cos(uz)cos(ul), —cos(ug)sen(uy), 1 — \[236'”(“2)’ 0) .

Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.2), obtemos

sen(ug)

V2 — sen(uy)

h(ul,u2) =

Observe que X (uq,u2) + h(ur,uz)N(u1,uz) = Y (u1,uz) + h(ui,uz)er, portanto, S' x St estd associado
localmente por uma transformagio de Ribaucour a S?, sempre que 1 + h # 0, se, e somente se, uy 7 T

A seguinte Proposicio estende o resultado obtido em [2] para H? e S3.

Proposicio 2. Sejam Y. uma superficie orientdvel de MS(C), N o campo normal unitdrio de Y. em Mg(c), tal
que N(p) # e., Vp € XeX : U — X uma parametrizacdo local de ¥ em p. Suponha que vale (3.1), Entdo
existe uma parametrizagdo local Y : U — M (c) tal que

(3.13) X(u) =Y (u) + h(u) [ec — N(uw)], ueU.

Além disso, se Y é uma parametrizagdo local ortogonal de M (c), entdo

oh (S~ b,
(3.14) X=Y-" (2_; LiiKi—echchY),
2 (S hy
(3.15) N=<% (; 7Y echchY) + e,
onde
2 h2-
(3.16) S:;L—’;+ch2+1.

As formas fundamentais I, II e 11 de ¥ em MS(C) sdo dadas por

2h 4h? &
(3.17) I'=(X;X;)=Liy— ?(V]ZL’L’L + Vi;Ljj;) + 7 Z VikVik Lk,
k=1

(3.18) IT=—(N;,X,)= il XQ:VZ-,CV,CLM RS

80 R, 2 p— J g Jitiis

4 2
(3.19) IIT=(N;Nj) =<5 > VieVie Lk,
k=1

onde

2
1
(3.20) Vij = I (h,ij - Fijh,l> +cdijh, 1<4,5 <2,
=1
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I‘éj os simbolos de Christoffel da métrica L;; = (Y;,Y ;), 1 <4i,j < 2.
A matriz de Weingarten W = (W;) é dada por

(3.21) W =2V(SI, — 2hV) 71,

onde Iy é a matriz identidade e V = (V;;).
A condicdo de regularidade é dada por

(3.22) det(SI, — 2hV) # 0.

Reciprocamente, dada wma parametriza¢do local ortogonal Y : U — M(c) C MS(C), onde U é um aberto

conexo de R? e uma fungdo diferencidvel h : U — R, entdo (3.14) define uma superficie em Mg(c) com aplicagdo
normal de Gauss dada por (3.15). Além disso, (3.16)-(3.21) sdo satisfeitas.
Prova: Sejam Y : U — M (c) uma parametrizacdo local ortogonal de M (¢) tal que vale (3.13) e N o campo

normal unitério de 3 em 3 (c) dado por

2
(3.23) N = b;Yi+bsec+baY, sec=+1
=1
€
2
(3.24) N = "bY;+bsec, sec=0,
=1
tal que
2
(3.25) (N,N) = " b7Li; + b3 + cbf = 1.
=1

Calculando a derivanda parcial de (3.13), obtemos

(3.26) X;=Y;+hiecc—N)—hN,;, 1<i<2.

Usando (3.23) e (3.26), temos que
0=(N,X;)=bLy+h;(bs—1),1<i<2,

daqui segue que

hi(1—b3)

3.27 b, =
(3.27) .

,1<i<a2.

Por outro lado, se ¢ = +1, usando (3.13) e o fato que (X, N) = 0, obtemos
0=(X,N)=(Y+h(ec—N),N)=(Y,N)+ h({e;; N) — 1),

segue disto que

(3.28) by = ch(1 — b3).

Substituindo (3.27), (3.28) em (3.25), obtemos
2 ho\2

—) (1 —b3)%Ly 2 21-b3)?* =1
; [(Lm) (1 —b3)?Li; | + b2 + ch*(1 — b3) ,

1

dai,

2 h2v 2 h24 2 h2-
— tch?—-1] -2 4+ ch? | b L 4+ ch? 4102 =0.
2 fite 2 pig tel bt g et 105 =0

i=1 i=1 i=1
Substituindo (3.16) na equagdo anterior

(3.29) (S —2) —2(S —1)bz + Sb3 = 0.
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As solugdes da equagdo (3.29) com respeito a b3 sdo dadas por

2
bs3=1loubs=1——.
3 ou 03 5
Se bs = 1, entdo N = e, o qual é uma contradicdo, logo
(3.30) b3 =1 2
. 3 = 5 .
Assim, substituindo (3.27), (3.28) e (3.30) em (3.23) e (3.24), obtemos (3.15). Substituindo (3.15) em (3.13),
obtemos (3.14).
Agora, derivando S dada por (3.16)

2 2
2h jh jiLj; — Lj;ih%;
523 2oty Z Loy o,

2
Ln zhz ul ( Lzh L” h
hii——/—+ hi+ g — AT -] )h-—|—2chhi7
’ Z l ) ; 2] 2ij 2L,; 2] ,
L;£1

J#i

2
2 l 2 l
= 2 harins - ety h,z-+]§;,m( S s
i

l¢1

”< i Zrlhl>+05ijh]h,j,1<i<2.
.7.7

Logo, substituindo (3.20) na equagéo anterior, obtemos

2
(3.31) S,Z-:QZVZ-]-h,j, 1<i<2.
j=1
Observemos que
2
(3.32) Yij = fojyk +bse. +b04Y, sec==+1, 1<4,j<2
k=1
e
2
(3.33) Y=Y TEYk+bse, sec=0, 1<ij<2.
k=1
Sec==l,entdo (Y,Y;) =0, 1 <j <2,daf, (Y,;,Y,;)+(Y,Y,;) =0,logo by = —cL;;,1 < 1,5 <2.

Por outra parte, como (Y ;,e.) =0, 1 < j < 2, entdo (Y j;,e.) = 0, daf, b3 = 0.
Substituindo b3 = 0 e by = —cL;; em (3.32) e (3.33), obtemos

2
(3.34) Y= ngyk —cLY, 1<i,j<2.
k=1

Assim, usando (3.34)

2 h L.
ﬂ J+Z s ZF” ’k_cjz:;ﬁy

1 JJ k=1
k#j
2
> 774 k ) k
-y ST Z FMYHZ b S by o
j=1 JJ k=1
k#z J#L k#j
2
h; h i h
— J J »J i
- Z L F]z}/,] Z Li; FzzY:] Z L] F]1Y7 Ch,iy
i=1 '

7#7 j;él
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Usando as relagdes (2.12) na equagio anterior, temos que

2 2
h h;L; hiLii i h;L;
Y = ™ ef F L Y LUV Yy “’jY ch;Y,
,Z Lj; 7 Z 212, ¥ Z 2L;;Ly; ni Tt Z 2Ly Ly e
j=1 j=1 JJ j=1
JF#i J#L
logo,
> h, h;L;
J _ Jdiiy Liij VY — b
(3.35) Z 7Y i = Z Sre Yt Z T — h,Y;) —ch,Y.
j=1 3 j=1 37 JJj
Definimos
2\ hy S
K
(3.36) C=Y +he, D= ; LY+ chY + (2 - 1) ee.
Derivando as expressoes (3.36)
(3.37) Ci=Y;+he, 1<i<2,

i hjiij—ij,-hj> hi
> ) Y4+ 2Ly,
2 5J NE
( L3 L

S
+ch;Y +chY; +—+—
3i 2

S
[
WE

<.
Il
-

o 2 2
hji  Ljji hj) h <2hjhjiij—ijih >
= Tt 20 )y 4 29y | 4 ch,Y 4 chY + a7, LN
2 Ji i i 5 c
; _<ij Ly Ljj ; 2Lj;
“+chh ;e.,
2 T 2
hji  Lijih, h hhg:  Ljjih?
_ Z SUF AU G B gy (LT LI “’22 2 ) e.| +chC; + ch,Y.
= I\ Lo B Li; Lig 2L

Usando (3.35) na equag@o anterior, obtemos

Li:i:h; hiLi;; hih i Lijih%
_ AN F AL R I VL meﬁ_( Jgi g 7J> e
E : 2 J 2 1. 2 c
l( L3, ) 2L, Lj; 2L,

+chC; + ch,;Y

J=1 Lj;
2 Lo
) (p Y, —h;Y.:)—ch;Y,
+JZ;2L“LN( g, iYj) —ch;Y,
I
2 (b Lj;:h hihyi  Ljj, h2 2\ Li
_ Jiys 33,8703 VARSI @ ] Y. _h.Y.
- Z ij Y:J 2L2 Y + ij €c — 2L2 + Chcﬂ + Z 2Liiij (h’JKI hﬂK])?
]:1 j=1
i
2 (b Liiih- 2 L.
_ 2Ji Jg,i'%3 . ) § : 1,9 V. _h.V.
o - <L]j N 2L2 ) Cv] —+ Chcﬂ + / 2LML]] (hJ}/J hﬂ')/y])’
]:1 77 =1

Ji
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somando zero na igualdade acima, obtemos

2 2
h i L ih; 1 L; Li; jh L ih;
Di — ,uCi Mgl Oi B S i — ]771 ,7 4,7 4,510 ,4 C
L 2L L +; ij ( J ) J +Z QLMLM ; QLiiij J
i % i
—l—ChC)i,
2.1 Liiih s Liiih 1 Liiih: P~ Liiih
= — | h;— ji,ifty g ’1>C‘+ hii—M‘F W) ) C;
; ij ( ! 2ij 2Lu / Lu 2Lu ; 2ij
J#i i7i
+ChC’i7
21 : : 1
=3 (hsi =Tk = Thha) €y + Zr” J | Citency,
j=1 17 it
JF#i ;;éz
2 2
= Z T < ,ji - ZI‘Z}LJ) C,J + Chcﬂi,
j=1 "9 =1
2 2
Z (h,ji - ngth) + C(Sijh CJ'
j=1 1=1
Logo, substituindo (3.20) na equagdo anterior, obtemos
2
(3.38) D;= ZVUCJ, 1<i<2.
j=1
Observemos que
2Dh 2D
3.39 X=C—-— N=—
(3.39) 5 € 5
Derivando as expressdes (3.39) e usando (3.31), (3.37) e (3.38), obtemos
2
2h ;D 2hD  2h
(3.40) Xi=Ci— =5+ 23 Vijh, =3 > viCy,
j=1 j=1
2 AN 2h
= Ci=hiN+ | Y Vish; | == = 5> ViiC,

=1
2% &
=Ci—hiN+Z > Vij(h;N-Cj), 1<i<2,

2 2
2 2D 2
(3.41) =5 ZV,]C > Vijh, <=3 > Viy(Ci—hyN), 1<i<2.
= j=1 j=1
Como X ; + h;N +hN; =C,;, paral <¢ <2, entdo
(3.42) Ci—h;N=X,+hN;, 1<i<2

2
Substituindo (3.42) em (3.41) e lembrando que N ; = Z Wir X i, obtemos
k=1

2 2 2 2
SY WuXp =20 Vi > WX, =2 VX,
k=1 j=1 k=1 k=1
logo

2 2 2
S SWik =20 ViiWik | X =2 VieX .
k=1 j=1 k=1

223
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Como o conjunto {X 1, X o} é uma base, da equacio anterior obtemos

2
SWir — 20> Vij Wik = 2Vi.

i=1
Em nota¢do matricial a equagao anterior € escrita como
(SI; — 2RV )W =2V,

daqui obtemos (3.21), desde que det(STs — 2hV') # 0 (condi¢@o de regularidade).
Por outro lado,

(Ck,Cl)=Liu+hih;, 1<kl1<2,
(Cr Ny =hy, 1<k<2.

De (3.40) a forma fundamental I é dada por

2h o 2h o
(X, X j) = <01 —hiN+— > Vik (hiN = C),C; —h ;N + < > Vi (huN - C,l)> ;
k=1 =1
2

2h 2h 4h
= Lij — ZVJszz ZVmLJk + 57 Z Vir Vi L,
k=1 k=1

2h 2h 4h2
= Lij = o Viilii — 5 VijLji + o5

S ZViijkka,

k=1

esta equacdo é equivalente a (3.17).
Também, de (3.40) e (3.41) a forma fundamental /1 é dada por

2
2
_<X,i,N7j>:<c h,ZN+—ZVm (hiN = Cp), EZ (Cy — th)>

k=1

= SZVJZLH s Z Vit Vi1 L,
k,l=1

esta equagdo € equivalente a (3.18).
Finalmente, de (3.41) a forma fundamental /1] é dada por

(N, N ;) <Zm (Ck = hiN) Zvﬂ )>,

4

=% Z VirVii L,

k,i=1

esta equagdo é equivalente a (3.19). Assim a prova esta completa. O

Corolario 1. Seja X : U C R?2 - X C i (¢) uma parametrizagdo de uma superficie dada por (3.14).
Entdo a sua curvatura de Gaussiana K, é dada por

4
(3.43) K = 5det(V),

onde P = det(SI; — 2hV).
Prova: Como a matriz de Weingarten W associada a 3 é dada por (3.21), entdo

K = det(W) = det(2V [SI, — 2hV] ") = ddet(V)det([SIy — 2nV] ™),

de onde segue o resultado. 0
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4. Aplicacoes. O seguinte resultado estabelece algumas equivaléncias quando X estd parametrizada por lin-
has de curvatura.

Corolario 2. Seja X : U C R? = ¥ C Ms(c) uma parametrizacdo de uma superficie dada por (3.14).
Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes
1. X estd parametrizada por linhas de curvatura,
2. Vij=0paral <i#j <2,
3N, =-kX;1<:<2,
onde

2V
Vs 1<:<2

(41) ki:mv =0 =4

sdo as curvaturas principais de X.
Prova: Pela equacgdo (3.21), se a matriz de Weingarten W € diagonal, entdo a matriz V, também € diagonal.
Portanto, V' € diagonal se, e somente se, X estd parametrizada por linhas de curvatura.

Se V;; = 0paral <14 # j < 2, entdo pelas equagdes (3.41) e (3.42) obtemos

2
N; = g‘/ii(X,i + hN;),
isolando N ; da equag@o anterior, temos
2V
N,=—7— X4 1<i<2
’ (s - 2th~> B ==t

Como V € uma matriz diagonal, V;; sdo os autovalores da matriz V. Pela equacao (3.21) temos

2V )
k= 1<i<2,
S — 2V, !

o qual conclui a prova. [
Observaciao 5. Pela equacao (4.1) obtemos os autovalores ¢; da matriz V' os quais sdo dados por

Sk;

4.2) 0 = m,

1<i<2,

onde k; sdo os autovalores da matriz de Weingarten WV
A seguir apresentamos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura em S® e H3.
exemplo 2. SejaY : (0,7) x (—m,m) C R? — S? C S? uma parametrizagdo local ortogonal de S? dada por

Y (ug,us) = (cos(uq), sen(uy)cos(uz), sen(uy )sen(usz),0).
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y € dada por

Y = (—sen(uq), cos(uq)cos(uz), cos(ui)sen(uz),0),

Yo = (0, —sen(uq)sen(uz), sen(ui)cos(uz),0) .

O campo normal unitério de Y ao longo de S® é dado por e; = (0,0,0, 1).
Observe que a métrica de Y € dada por

4.3) Lip=1ILo =0, Lj; =1, Ly = sen?(uy).

Dat, os simbolos de Christoffel associados a metrica L;; sdo dados por

(4.4) '}, =77 =T, =13, =0, T}, =cot(uy), T3y = —sen(u;)cos(uy).
Subistituindo (4.3) e (4.4) em (3.20), obtemos

Vii=h11 +h,

Vig = csc?(uy) [haa — cot(u)h o],

Vo1 = h o1 — cot(uq)h 2,

Vag = csc?(uy) [h.22 + sen(uy)cos(ui)h 1] + h.
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Pela Proposicio 2 e Coroldrio 2, a superficie X dada por (3.14) serd parametrizada por linhas de curvatura em S3
se, e somente se, h 12 — cot(ui)h 2 = 0, cujas solugdes sdo dadas por

h(u1,uz) = sen(uq) f(u2) + g(u1),

onde f, g sdo fungdes reais.
exemplo 3. SejaY : U € R? — H? C H? uma parametrizacio local ortogonal de H? dada por

Y (u1,uz) = (senh(uy), cosh(uy)senh(us), 0, cosh(uy)cosh(uz)) .
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y € dada por

Y1 = (cosh(ui), senh(uq)senh(uz),0, senh(uq)cosh(us)) ,
Yo = (0, cosh(uq)cosh(uz), 0, cosh(u1)senh(usz)) .

O campo normal unitdrio de Y ao longo de H? é dado pore_; = (0,0, 1,0).
Observe que

4.5) Lio =1Ly =0, Ly =1, Ly = cosh®(uy).
Dai, os simbolos de Christoffel associados a metrica L;; sdo dados por
(4.6) I, =T% =T1,=T% =0, T'% =tanh(uy), T3y = —cosh(u;)senh(uy).
Subistituindo (4.5) e (4.6) em (3.20), obtemos
Vit =hu —h,
Via = sech?(uy) [h,12 — tanh(ui)h o],

‘/21 = h’21 — tanh(ul)h,g,
Vag = sech?(uy) [h a2 + cosh(uy)senh(uy)h 1] — h.

Pela Proposicdo 2 e Coroldrio 2, a superficie X dada por (3.14) serd parametrizada por linhas de curvatura em H?
se, e somente se, h 12 — tanh(u1)h 2 = 0, cujas solugdes sdo dadas por

h(uy,u2) = cosh(uy) f(u2) + g(uy),

onde f, g sdo funcdes reais.

Como as projecdes estereogréficas (esférica e hiperbdlica), sdo difeomorfismos conformes, as imagens das pro-
L . . =3 ~ .

jegdes estereogrificas das superficies ¥ C M (c) com ¢ = —1, 1, sdo superficies de R? conformes a .

A seguir damos alguns graficos de superficies conformes em R? a uma superficie dada em S?(¢c = 1) ou em
H3(c = —1).

O} T T T T T T T T T d

N
OSSO ANONAE®®O

FIGURE 4.1. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢(u1,us) = tan~1(sin(u1)).

Pela Observagdo 5, segue que

S(hK — H)

V =
11t Vez (hky — 1)(hks — 1)
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FIGURE 4.2. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢(u1,u2) = tan™"(u1).

FIGURE 4.3. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢(u1,u2) = tan™'(sen(u1)uz + uy).

FIGURE 4.4. Projecdo hiperbélica. ¢ = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(cosh(u1)v?).

onde H € a curvatura média, K ¢ a curvatura Gaussiana de > em M?’ (¢), h é afungdo raio e S é dado por (3.16).

Assim, tra(V) = Vi1 + Vag = 0, se, e somente se, h = %, sempre que K # 0.

.~ . s 53 £ . . . . =73 .
Definicdo 7. Dizemos que uma superficie 3 de M (c) é uma superficie de tipo esférico em M (c) se existe
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FIGURE 4.5. Projegdo hiperbdlica. ¢ = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(u?).

FIGURE 4.6. Projegdo hiperbélica. c = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(cosh(u1)u3 — u?).

uma congruéncia de esferas geodésicas entre 3 ¢ M (c) com fung@o raio h dada por

h=—
K
onde H e K sdo a curvatura média e Gaussiana da superficie ¥ em i (¢).
Observacio 6. Seja Y (z) = g(z) a parametrizagdo de M (c) C MS(C), definida por (2.13), (2.19) e (2.23),
isto é,
Gs2 1 Coo = S?, 56 c=1,
4.7 g(z) :={ Ggrz:C—R? sec=0,
Gy : B%(1) - H?, sec = —1.

Sec =0, temos que Y; = ¢’ e Yy = ig’. Dai, obtemos L1; = Los = 1l e L1z = 0, logo, ¥ é uma
parametizacdo ortogonal de R? com simbolos de Christoffel identicamente nulos, isto &, Iy = 0, para todo
1 <¢,5,m < 2. Dai, por (3.20) obtemos: V11 = h 11, Vig = Va1 = h 12, Va2 = h 22. Consequentemente,

tTCL(V) = h711 + h722 = Ah.

Se ¢ = £1,entdo L1 = 0e Ly; = Los = J,, onde J. é a funcdo definida por

—2  sec=1
(4.8) Jo={ WHEm el
Ty sec=—L
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Logo, Y é uma parametrizacio ortogonal de S? e H?, respectivamente.
Por (2.12), os simbolos de Christoffel sdao dados por

Jesi i _Jei _ 1<i#j<2.

Segue de (4.9) que os coeficientes da matriz V' sdo dados por

1 Jea Je2
4.1 Vil = — _ et ’
(4.10) = (h,n 27 hi+ 27, h,Q) + ch,
1 Jeo Jea
= V = — h — 2 h — 2 h
Via n= ( 12 =5 ha =57 ,2),

o 1 Jc,l Jc,2
Voo = jc (hygg + 2, h71 2. h’2> + ch.

Consequentemente, de (4.10) temos

hi11+ hao Ah
———== 4+ 2ch = — 4 2ch.
7

tra(V) =
Proposicao 3. Seja X uma superficie de M3(c) dada pela parametrizacdo (3.14). Entdo, ¥ é uma superficie
de tipo esférico em M3<C) se, e somente se, tra(V)=0. Equivalentemente, 3. é uma superficie de tipo esférico em

MS(C) se, e somente se, h e solu¢do da equagdo de Helmholtz dada por
Ah+2J.ch =0,

onde J é definida por (4.8).
Prova: Segue da Observacdo 6. 0

5. Conclusodes. Dos resultados obtidos neste artigo podemos fazer as seguintes conclusdes:
Dada uma superficie orientavel > C M?’(c) satisfazendo as condi¢des da Proposicdo 1, entdo X e M (c) estdo
localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em Mg(c). Também, dada uma superficie
orientdvel X C M?’(c) satisfazendo as condi¢des do Teorema 1, entdo ¥ e M (c) estdo localmente associadas por

uma transformag@o de Ribaucour em Ms(c). A Proposicdo 2, é uma extensio do resultado obtido em [2] para os
espacos H® e S. Finalmente, a Proposi¢io 3, estende o resultado obtido em [4] para o caso de superficies.
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