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SOLUTIONAREA PROBLEMEI DE TRANSPORT PE RETEA

CA PROBLEMA A PROGRAMARII NELINIARE

Tatiana PASA
Universitatea de Stat din Moldova

In lucrare se face o trecere in revista a metodelor care pot fi aplicate pentru solutionarea problemei neliniare de
transport pe retea formulata ca problema a programarii neliniare. Sunt formulate notiunile de baza si proprietatile care
trebuie sd le satisfacd functiile pentru a aplica metodele programarii matematice. Sunt descrisi algoritmii ce permit
solutionarea problemelor cu functii diferentiabile, cu functii nediferentiabile si cu functii separabile.
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SOLVING THE TRANSPORT PROBLEM ON A NETWORK

AS NON-LINEAR PROGRAMMING PROBLEM

In this paper we review the methods that can be applied to solve the non-linear transport problem on a network,
formulated as non-linear programming problem. The basic concepts and properties that must be satisfied the functions in
order to apply mathematical programming methods are formulated. Algorithms that let us solve problems with
differentiable, non-differentiable and separable functions are described.

Keywords: gradient, antigradient, hessian, differentiable functions, non-differentiable functions, separable
functions.

Introducere

O problema de transport presupune ca este necesard minimizarea (costului, pierderilor) sau maximizarea
(profitului) unei functii, astfel incat sa fie satisfacute un sir de conditii descrise de restrictiile egalitati si/sau
inegalitati. In acest context putem spune c, de fapt, avem de solutionat o problema de optimizare a programarii
liniare sau neliniare in dependenta de functia obiectiv si de restrictiile egalitati si/sau inegalitati care pot fi
liniare sau neliniare.

In cazul in care functia obiectiv si restrictiile sunt liniare vorbim despre o problema a programdrii liniare
pentru solutionarea careia exista deja o teorie bine dezvoltatd, bazele careia au fost puse odata cu algoritmul
simplex [1-4].

Neliniaritatea problemei provine din rigurozitatea descrierii fenomenelor economice, ceea ce duce la apari-
tia unor dificultati in determinarea solutiei optime. Desi nu este formulatd o metoda eficientd de solutionare a
problemei de programare neliniard sub forma sa generala, se vor pune conditii functiei obiectiv si/sau restrictii-
lor, astfel solutionandu-se cazuri particulare ale problemei neliniare.

Avéand 1n vedere cd ne propunem studierea metodelor de solutionare a problemei de transport pe retea,
formulata ca o problema a programarii matematice, vom cerceta cazurile cand sunt impuse restrictii egalitati
si de nenegativitate, ceea ce ar corespunde conditiei de existentd a fluxului in reteaua de transport studiata.

1. Formularea problemei neliniare. Notiuni de bazi

Se considera problema de transport pe retea descrisa de graful conex aciclic G = (V,E), |V| = n, |E| = m.
Pe multimea finita de varfuri este definita functia reala de producere si consum g = V — R. Pe multimea de
arce sunt definite functiile neliniare de cost ¢, (x,.). Problema neliniard de transport pe retea consta in deter-
minarea unui flux x* ce minimizeaza functia F(x) = Y .cr @ (Xe). Se cere solutionarea problemei neliniare
de optimizare:

F(x") = rglel)l;l F(x) 1)

x@- Y x(e)=qw) (2)
e€eEt(v) e€E~(v)

x(e) =20, Ve€EE, 3)
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unde X este multimea care satisface sistemul de ecuatii (2) si restrictiile de pozitivitate (3), E~(v) =
{w,wlw,w) € E}, E*(v) = {(w,v)I(w,v) € E}.

Problema de transport pe retea este formulata ca fiind o problema a programarii neliniare, deoarece functia
obiectiv este o functie neliniara. In caz general, restrictiile pot fi:

— functii liniare, domeniul solutiilor admisibile este un poliedru convex in R™ si are un numar finit de
varfuri care pot fi parcurse pe rand pentru determinarea solutiei optime;

— cel putin o functie neliniara, solutia optima poate fi in unul dintre varfurile poliedrului convex, dar si pe
una dintre suprafete sau chiar sa fie un punct interior.

Problema de trasport pe retea scrisa in forma standard a problemei neliniare de optimizare cu restrictii are
forma:

mip £ () ®)
hi(x)=0,i=1n (2)
Xj > 0,] = 1,—771, (3*)

=9

unde x = [xy, Xy, ..., X;n]7. Restrictiile (27) descriu volumul de produs ce ,,intrd” si ,,iese” din fiecare varf
al retelei. Restrictiile (3") sunt conditiile de nenegativitate x; > 0, j = 1,m. Pentru a aduce la forma standard
problema, inmultim cu -1 aceste expresii pentru a-i schimba semnul si facem notatia g;(x) = —x;, in urma
careia obtinem inegalitatile g;(x) < 0, = 1,m.

Observatie: Dupa cum se cunoaste, orice restrictii egalitate poate fi scrisd ca doud restrictii inegalitati.
Deci, (2") poate fi scris dupa cum urmeazi: h;(x) < 0, i = 1,2n.

Observatie: In particular, cand sunt impuse restrictii de limitare a fluxului transportat pe arcele retelei de
transport, restrictiile sistemului (3%) se vor inlocui cu restrictiile u; = x; six; = I; pentru orice x; € E. Notand
9;(x) = —(u; —x),j =1L,msig;(x) =x; — ;, j = m + 1,2m, obtinem restrictiile: g;(x) < 0, j = 1,2m.

Definitie: Multimea fezabild (multimea solutiilor admisibile) a problemei neliniare de transport este X =
{x e R™h(x)=0,i=T,ng;(x)<0,j=1,m}.

Definitie: Multimea de puncte P se numeste convexa, daca pentru orice 4 ce apartine intervalului 0 < 1 <
1, Ay + (1 — 1)z apartine lui P dupa cum y si z apartin lui P.

Definitie: Punctul x* € R™ este punct de minim (maxim) global, daca si numai daca x* € X si f(x*) <
() [f(x*) = f(x)], oricare ar fi x € X, si este punct de minim (maxim) strict global, daca si numai daca
x*EXsif(x") < f(x)[f(x*) > f(x)], oricare ar fix € X.

Definitie: Punctul x* € R™ este punct de minim (maxim) local, daca si numai daca x* € X si exista o
vecinatate U a lui x*, astfel incat f(x™) < f(x) [f(x™) = f(x)], oricare ar fi x € X N U, si este punct de
minim (maxim) strict local, daca si numai daca x* € X si exista o vecindtate U a lui x*, astfel incat f(x*) <
f) [f(x*) > f(x)], oricarearfix € X N 0.

Punctele de minim si maxim ale functiei se mai numesc si puncte de extrem.

Definitie: Gradientul unei functii f(x) in raport cu o variabila vectoriald x = (xq, X, ..., X,,), NOtat Vf sau
grad(f), este un camp vectorial ale carui componente sunt derivatele partiale ale functiei, deci:

vF=&%L Yy

xl,xz,...,xm

Dificultatea solutionarii problemelor neliniare, In comparatie cu cazul liniar, constd in faptul ca este
imposibila diferentierea dintre extremul local si cel global si este foarte complicata solutionarea unei probleme
neliniare, astfel incat sa fie obtinuta o solutie globala. Deseori, este complicata si obtinerea unei solutii locale.

Teorema de existentd a punctului de minim (Teorema Weiestrass): Daca multimea fezabila X ¢ R™ este
compactd (inchisa si marginitd) si f: X — R este continud, atunci existd un punct de minim global pentru
problema (1°) - (3%).

Remarca: o problema de minimizare poate fi ugor transformatd in una de maximizare astfel:
min f(x) = —max f(x).

Teoremad: [5] (Conditia de necesitate de ordinul ) Daca x™ este minimul local si f este continuu diferen-

TN . . . . . .0 * s
tiabila intr-o vecinatate deschisa a lui x™, atunci Vf(x*) = 0, adica % =0pentrux; =x;, j=1m.
j
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Teoremi: [5] (Conditia de necesitate de ordinul II) Daci x* este minimul local al lui f si V2f este conti-
nuu diferentiabila intr-o vecinitate deschisi a lui x*, atunci V£ (x*) = 0 si V2f(x*) este pozitiv semidefiniti.

Teoremd: [5] (Conditia de suficienti de ordinul II) Fie V?f este continuu diferentiabila intr-o vecinitate
deschisa a lui x*. Daci Vf(x*) = 0, adicd x* este punct stationar, iar V2 f (x*) este pozitiv definiti, atunci x*
este minimul strict local al lui f.

Vom considera matricea hessiana formata din derivatele partiale de ordinul doi ale functiei f(x) calculate
inx*:

oof O o

0x?  O0x1Xz " Ox %,

| 02f  9f 9%

H(x*) =| 9x,x; 0x% " Oxyxy,

92f  9%f i
0xXmXx1 0xpXy dxh

Conditia de suficientd de ordinul II poate fi reformulata astfel: Fie V2f este continuu diferentiabila intr-0
vecindtate deschisa a lui x*. Daca Vf(x*) = 0, adica x* este punct stationar, iar H(x") este pozitiv definita,
atunci x* este minimul strict local al lui f.

Pentru a verifica daca o matrice este pozitiv definita, se va utiliza criteriul lui Sylvester, conform caruia o
matrice simetrica este pozitiv definitd, daca si numai daca toti minorii ei principali sunt pozitivi.

2. Algoritmi de solutionare a problemelor cu functii obiectiv diferentiabile

in caz general, determinarea solutiei unei probleme neliniare incepe cu o solutie initiald admisibila. Solutia
optima se obtine iterativ, astfel incat la pasul k avem: x,,1 = x, + Axdy, k = 1,2, ..., unde d;, € R™ este 0
directie de deplasare din punctul xy, iar A, este un scalar care descrie lungimea pasului de deplasare. Metodele
de optimizare difera prin modalitatea de calcul al marimilor A, si dj, dar se va tine cont si de faptul ca la
fiecare iteratie se va obtine o solutie x;, admisibild, iar valoarea functiei obiectiv se va micsora. Vor fi impuse
niste conditii care ne va garanta ca x, este punct de minim al functiei; aceste conditii le vom numi conditii de
optimalitate. Numarul de pasi sunt restrictionati de timpul de executie a algoritmului, de complexitatea
calculelor sau de capacitatile tehnicii de calcul utilizate.

In cazul in care la fiecare iteratie k vectorul d,, indica directia de descrestere a functiei f(x) in punctul xy,
adicd determindm un punct nou Xy, = Xp + A dy, astfel incat f(x,+1) < f(xx), vom vorbi despre o metoda
de descrestere a functiei f(x).

Vom considera, in continuare, metoda gradient [6], conform careia vectorul directiei de descrestere dj, Se va
lua egal cu antigradientul, d;, = —Vf(xy) CUxpyq = X — 4V (xx), k = 0,1,2, ..., X un punct initial cunoscut.

Metoda gradient:

Pasul initial. Se considerd k = 0, se alege un punct initial x, si se calculeaza Vf(x,). Se va alege o
constanta € > 0, care va fi utilizata pentru stoparea procesului de calcul.

2
Pasul de bazd. Daca ||Vf(xp)|l = 4 (%) < &, atunci STOP cu x;, solutie optima. Altfel, se
considera dy, = —Vf(x;), se determind A, solutiondnd problema de minimizare a functiei f(x, + Axdy)

pentru A, > 0. Se trece la iteratia k + 1 considerand x4 = X3, + A, dy si se reia pasul de baza.

O astfel de abordare functioneaza eficient la primele iteratii ale minimizarii, dar in apropierea punctului
stationar, din cauza pasilor mici in directia de descrestere, devine ineficienta.

Definitie: Fie M o matrice simetrica si pozitiv definitd. Vectorii dgy, dy, ..., d, € R™ se numesc vectori
reciproc conjugati in raport cu matricea M de ordinul m, daca toti vectorii sunt diferiti de zero si (d]-M di) =
Opentrui #j,i=1m,j=1m.

Metoda gradientilor conjugati este foarte potrivitd pentru optimizarea functiilor, deoarece orice functie
poate fi destul de bine aproximata cu o functie patratica in vecindtatea punctului de minim, ceea ce ne garan-
teaza obtinerea punctului minim intr-un numar finit de pasi. Deoarece dupa fiecare set de calcule care consta
din n iteratii are loc pasul descris de cea mai rapida descrestere, metoda permite o apropiere foarte buna de
minim, fapt ce implica si posibilitatea solutionarii problemelor de dimensiuni mari.
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Algoritmul metodei gradientilor conjugati:

Pasul initial. Se considerd k = 0, se alege un punct initial x, se calculeazd Vf(x,) si se considerd
do = —Vf(xp). Se va alege o constantd € > 0, care va fi utilizatd pentru stoparea procesului de calcul.

Pasul de baza. Daca ||Vf(x;) || < €, atunci STOP cu x,, solutie optima, altfel se trece la pasul 1.

Pasul 1. Se determind A;, solutiondand problema de minimizare a functiei f (x; + A,dy) pentru 4, > 0. Se
trece la iteratia k + 1 considerand x4 = x; + A dy. Daca k < n, atunci se trece la pasul 2, altfel la pasul 3.

2
Pasul 2. Se considera dj, ;1 = —Vf(x;4+1) + U dy, unde p;, = %, si se trece la pasul 1 substituind
k
kcuk+1.
Pasul 3. Se considera x, = x,,, dg = —=Vf(x,,) si k = 0 si se trece la pasul de baza.

Metoda Newton utilizeaza si calculul derivatelor partiale de ordinul doi, ceea ce presupune ca matricea
hessiand H (x;) este nedegenerata pentru Vx;. Metoda converge numai daca punctul initial este destul de
aproape de punctul optim, aceasta fiind neajunsul metodei. Deoarece nu este cunoscut a priori, acest fapt poate
duce la situatia cAnd H(x;,) este o matrice degeneratd, incét nu poate fi determinat xj 4.

Algoritmul metodei Newton:

Pasul initial. Se considera k = 0, se alege un punct initial x si se considera aproximarea functiei bazata pe
dezvoltarea Taylor in vecinatatea punctului x.

Pasul de baza. Va fi solutionata problema:
min fi, (x), cu fr(x) = Vf () (x — x5) + % (x — x3)TH (x}.) (x — x3.). Pentru a determina x;. .., se va verifica
conditia necesara de optimalitate, adicd daca derivatele partiale ale functiei fi (x) sunt nule, deci Vf(x;) +
H(g)(x —x,) = 0. Astfel, x341 = x, — H1(x)Vf(x) , k =0,1,2,... este formula recurenti pentru
punctele generate. Daca Vf(x*) = 0 si H(x") pozitiv definita, atunci x* este punct de minim local.

Metoda Newton are mai multe modificatii care permit solutionarea problemei, indiferent de faptul care este
punctul initial ales x,. Printre aceste modificatii putem numi metoda Newton cu pas reglabil sau metoda
Newton cu aproximatia matricei hessiane.

Deoarece minimumul functiei obiectiv pentru probleme de optimizare cu restrictii se poate atinge si pe
frontiera multimii X, ce descrie multimea solutiilor admisibile ale problemei, pe langa metodele clasice de
solutionare a problemelor de optimizare fara restrictii pot fi aplicate si unele metode adaptate la particularitatile
descrierii multimii de restrictii dar si tipul functiei obiectiv care se cere a fi minimizata.

Metoda multiplicatorilor Lagrange permite solutionarea problemelor de optimizare, cu restrictii egalitati
si inegalitati, prin transformarea lor in probleme de optimizare fard restrictii si aplicarea algoritmilor
Optimizarii fara restrictii, care garanteaza convergenta catre un punct stationar. Aceste puncte stationare pot fi
de minim local sau global, maxim local sau global, dar si puncte de inflexiune.

Deci, definim multiplicatorii Lagrange A = (14,45, ..., 4,,) care corespund fiecarei restrictii egalitati, iar
functiile f, h continue si diferentiabile. Functia Lagrange are forma generala:

n

LA = F@)+ ) i) (@
i=1

!

Conditia de regularitate Slater: Existd x' € R™ cu proprietatea h;(x') < 0, i = 1,n si xi >0, j= 1,m,
ceea ce presupune ca multimea solutiilor admisibile are interiorul relativ nevid.

Conditiile de optimalitate locald sunt descrise de urmitoarea teorema, iar punctele care le satisfac sunt
puncte stationare ale problemei:

Teorema: Fie functiile f(x), hy(x), ..., hy,(x) continuu diferentiabile in vecinatatea punctului x* € R™.

*

Daci x*este punct de minim local, atunci existd Ay, A7, ... , Ay, concomitent nenule, astfel incat:
n
V,L(x", ") = VE(x") + Z A Vhy(x?) = 0
i=1

in punctul x*.
Nu intotdeauna punctele stationare sunt solutiile problemei, iar pentru a le selecta pe cele optime se va
aplica teorema ce urmeaza, care contine conditii suficiente de optimalitate.
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Teoremd: Fie functiile f(x), hy (%), .. n(x) de doua ori diferentiabile in punctul stationar x* € R™ si fie:

92L(x", A%)
ZZ dxl'de >0
0x;X;

i=1j=1
pentru orice cresteri nenule dx; si dx;, astfel incat:

m
Zah x*, A"
Md)(,'j =0, i=1m
4 8x]

=1

Din cauza dificultatilor de aplicare, metoda Lagrange nu este utilizata pe larg la solutionarea problemelor
de optimizare. Deseori sunt recomandate metode numerice aproximative, care garanteazd o solutie din
vecindtatea punctului optim.

Teorema (Teorema Kuhn - Tucker) [7]: Punctul x* este solutie optima a problemei de programare convexa

min F(x)
hi(X) <0,i= 1,_71
=>0,j=1m

daca si numai daca exista un punct A* > 0, astfel incat (x*, 1) este punct si al functiei Lagrange, adica
L(x*,A) < L(x*,1*) < L(x,A").

Daca functiile f(x), hy(x), ..., h,(x) sunt diferentiabile, atunci se poate demonstra ca conditiile teoremei
precedente sunt echivalente cu conditiile de optimalitate Kuhn — Tucker:

Vi, L 20, fox].L =0, x 20, j= ILmsi V3L<0, 4jV3L=0, 420, i=1n

Cazul in care functia obiectiv este una convexa si domeniul de definitie a solutiilor admisibile convex,
descris de restrictii inegalitati si restrictii egalitati care sunt functii liniare, vom discuta despre probleme ale
programirii convexe. In acest caz avem situatia cand minimumul local coincide cu minimumul global. Pentru
astfel de probleme sunt obtinute un sir de rezultate teoretice, printre care conditiile de optimalitate Kuhn-
Tucker, si descrise metode eficiente de rezolvare, precum utilizarea multiplicatorilor Lagrange, aplicarea
derivatelor de ordinul intai (metode gradient) si a celor de ordinul doi (matricea Hessian).

Aplicarea metodelor gradient clasice, dupa cum au fost descrise mai sus, in cazul restrictiilor, deplasarea
de-a lungul celei mai rapide descresteri poate duce in puncte inadmisibile. In scopul evitarii unor astfel de
situatii, de catre J.B. Rosen a fost propusd metoda gradientului proiectat [8], conform careia antigradientul
este proiectat astfel incat punctul obtinut sa fie unul admisibil, iar functia sa ia valori mai mici (sa se
minimizeze).

Definitie: Proiectia punctului a = (aq, a,, ..., a,) pe multimea X se numeste punctul I[1y(a), care este cel
mai aproape de a dintre toate punctele din X.

Deci, de fapt, efectuarea proiectarii unui punct pe o multime presupune solutionarea problemei de proiectare,
care nu este una simpla. In cazul unor probleme complicate se poate recurge la unele modificatii ale metodei
gradientului proiectat, cand multimea solutiilor admisibile este aproximata cu o multime de poliedre.

Definitie: Matricea patratica P de ordinul n se numeste matrice de proiectare, daci P = P’ siP-P = P,
unde P’ este matricea transpusa.

Intr-un punct admisibil x, directia celei mai rapide descresteri este vectorul antigradient, dar, deoarece
miscarea pe astfel de directie poate duce la un punct in afara domeniului solutiilor admisibile, vectorul va fi
proiectat. Deci, trebuie proiectat vectorul —Vf(x), astfel incat sa se poatd misca de-a lungul directiei d =
—PVf(x), unde P este matricea respectiva de proiectare.

Metoda functiilor de penalitate [9, 10] consta in reducerea problemei de optimizare cu restrictii la un sir
de probleme de optimizare fara restrictii de tipul r}gg}rfl ®(f,h,g,7), unde r este parametrul de penalizare a

functiei de penalizare ®@. Functia de penalizare descrisd este minimizatd de un sir de valori de marimi r
crescitoare care forteazd multimea minimurilor obtinute sd tindad céatre optimul problemei cu restrictii, iar
complexitatea de solutionare a problemei este de acelasi ordin ca cea a problemei initiale.
Pot fi descrise metode care modifica functia obiectiv incepand cu puncte situate in interiorul domeniului de
admisibilitate, dar si in exteriorul lui, dar pot fi descrise si metode ce combina aceste doua tipuri de functii.
Fie ca avem de solutionat problema (17) — (3") formulata anterior, atunci functia de penalitate are forma
generala:
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a(x) = Xiz1 (i () + X1 (g, (x)),
unde ¢ si 1 sunt functii nedeterminate de o singura variabila care verifica conditiile: ¢(y) = 0, daciy <
0si@(y)>0,dacay >0,iary(y) =0, dacay =0siyp(y) >0, daca y # 0. Astfel de functii tipice au
forma ¢ (y) = (max{0; y})? si Y(y) = |y|P, p — numar intreg pozitiv, iar functia de penalitate are forma:
n m

a(x) = Z(max{o: hi(x)HP +
i=1 f

J
Problema de minimizare fara restrictii pentru problema neliniara cu restrictii (17) — (3”) are forma:

min ®(x) = f(x) + 7 a(x),
unde a(x) este functia de penalitate.
Algoritmul metodei de penalitate:
Pasul initial. Alegem punctul initial x, marimea parametrului de penalitate r;, numarul § > 1sie > 0 1n
calitate de criteriu de oprire.
Pasul 1. Pentru x;, solutionam problema de optimizare fara restrictii r;g}rfl ®(x) = f(x) + 1 - a(x). Solutia

l9;0[°
=1

Xy +1 este solutia optima a problemei obtinuta si trecem la pasul 2.
Pasul 2. Daca r,a(x4+1) < &, atunci STOP, iar in caz contrar considerdm 1y,,; = S1y, substituim k = k +
1 si trecem la pasul 1.
in cazul in care problema (1) — (3%) este formulatd ca problemi cu restrictii inegalititi, ea poate fi
solutionatd utilizind metoda bariera, care constd in transformarea problemei cu restrictii in problema de
minimizare fara restrictii, introducand functii barierd ce nu permit iesirea punctului considerat din domeniul
valorilor admisibile. Algoritmul metodei bariera este analog algoritmului metodei de penalitate, cu conditia ca
punctul initial x; sa fie un punct interior al multimii domeniului admisibil.
Deci, daci avem de solutionat problema neliniard cu restrictiile inegalititi h;(x) < 0,i = 1,7, unde
f, hy(x), hy(x), ..., by (x) sunt functii continue de m variabile, atunci in calitate de functie bariera vom defini
functia B(x) definita pe interiorul multimii solutiilor admisibile X, astfel incat: B(x) este continua, B(x) = 0
si B(x) — oo pe masura ce x se apropie de frontiera lui X. Exemplu de functie de bariera poate servi functia:
=1
£ i (x)
Problema initiala se reduce la problema de optimizare:
min ®(x) = £(x) + 7+ B),

B(x) =

unde r > 0.

3. Algoritmi de solutionare a problemelor cu functii obiectiv nediferentiabile

Descrierea proceselor economice duce deseori la solutionarea unor modele matematice care presupun
aplicarea metodelor de optimizare nediferentiabile. Astfel de metode permit solutionarea problemelor fara a fi
impuse schimbari in formularea problemei sau ajustarea functiei obiectiv, care ar duce la descrierea procesului
economic cu unele abateri de la cel real. Aceasta se datoreaza faptului ca aplicand astfel de metode pot fi
solutionate un sir de probleme care sunt descrise de functii neliniare nenetede, dar si in cazul problemelor de
dimensiuni mari.

La baza acestor metode sunt metodele gradient clasice (descrise in paragraful precedent). In acest scop, este
introdusa notiunea de gradient generalizat (subgradient) pentru functii nediferentiabile care va reprezenta un
echivalent al notiunii de gradient in punctele in care, de fapt, gradientul nu exista, dar si o descriere a procedurii
de descrestere si adaptare a pasului pentru directia nou-obtinuta la fiecare pas al metodei.

Fie f(x) functie convexa definitd pe E™, X* multimea minimurilor (care poate fi si vidad), x* € X* punct
de minim; inf f (x) = f*; ds(x) — subgradientul functiei in punctul x.

Definitie: [11] Gradientul generalizat (subgradientul) d¢(x,) al functiei f in punctul x, este un vector
ds(x0), pentru care

fQ) = f(xo) = (dp(xo), x —xp) VX EE™
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Deci, rezulta ca, daca f(x) < f(x,), atunci (df (x0), x — xo) > 0, ceea ce presupune ca antisubgradientul
in punctul x, formeaza un unghi ascutit cu orice directie aleatoare, dusa din x, in directia x cu 0 valoare mai
mica a lui f(x). De unde avem ca, daca X* nu este multime vida, iar x, € X*, atunci la deplasarea din x; in
directia ds(xo) cu un pas destul de mic distanta pand la X* se micsoreaza.

» Grupul de metode gradient generalizat

Definitie: [11] Metoda gradientului generalizat vom numi procedura de construire a sirului {x; }z~, de
minimizare, unde x, este o marime initiala, iar x; se construiesc dupa urmatoarea formula recurenta: x; ., =

— Agyq %, k =0,1,2, ..., unde df(x,) un subgradient aleator al functiei f (x) in punctul xj, Ay este
(XK

multiplicatorul pasului.
Metoda astfel definitd este descrisa de procedura de alegere a marimilor pasului A, care vor satisface
conditiile:
Q)

Xk

[ee]
A > 0; A, = Opentruk — oo; ZAR = 400
k=1
si pot fi utilizate urmatoarele metode de alegere a pasului:

L Agpr =225, 29> 0, k=0,1,2,..;

2 M1 =k, 20> 0, k=0,1,2, .

3. Ak+1 = /lk+;k_11 AO > 0' Al = %; k= 1; 2' e

Teorema: [11] Fie f(x) o functie convexa, definitd pe E™, cu domeniul marginit al punctelor de minim
X", {4}, k = 1,2, ... — sirul numerelor pozitive cu proprietatea (5). Atunci sirul {x;}, k = 0,1,2, ... pentru
orice x, € E™ poseda una dintre proprietati: sau exista k = k*, astfel incét x;« € X, sau lim min||x, —

) ) . k—oo0 xeM*
x|l =0, limf(x,) = minfCx) = f*.
in dependenta de modalitatea de alegere a sirului {x}, poate fi aplicata:
o metoda gradientului generalizat cu pas constant, conform careia pentru A > 0 pasul este A, (x) =

A dg(xk) _

TGl Tarcoll k=012,...

e metoda gradientului generalizat cu sirul convergent al multiplicatorilor pasului firi normarea
gradientului cu xj 41 = x; — Agy1dr(xx), kK =0,1,2, ..

¢ metoda gradientului generalizat cu sirul convergent al multiplicatorilor pasului fira normarea
gradientului si cu posibilitatea de revenire in punctul initial: x; ; =

{xk — Dex1dr (i), Ak [|dr (e < 0, k=12

si obtinem xj, 1 = X —

.. CU ¢ > 0 o constantd aleatoare;

X in caz contar
¢ metoda gradientului generalizat cu pas constant, iar apoi cu pas micsorat de doua ori: pentru o >
d . .
2, Xpp1 = X = Apaa ﬁ, unde Ayyq = hg - 271+D/N oy hy suficient de mare si N > 302 + 1;
Xk

Pentru toate metodele formulate anterior, dar si pentru metoda gradientului generalizat cu viteza de
convergenta a progresiei geometrice, metoda gradientului generalizat pentru suprafete de nivel alungite
ale functiei de minimizat, metoda gradientului stohastic generalizat, metoda gradient cu dilatarea
spatiului, in [11, 12] au fost formulate teoremele respective care demonstreaza convergenta metodelor si sunt
specificate conditiile in care se recomandi aplicarea fiecireia. In dependenti de problema formulati, va fi
aleasd o metoda sau alta, fapt ce va conduce la o solutie cat mai aproape de cea exacta.

» Grupul de metode e-subgradient

Fie functia f(x) convexa pe E™, astfel incat ||;H|Toof(x) = +o0. Vom nota Gf(xo) = {d € E™: f(x) —

f(xo) = (d,x — xg) — €, Vx € E™} — multimea g-subgradienta a functiei f (x) in punctul x, pentru & > 0, cu
d — gradientul functiei f(x) in punctul x,. In cazul in care € = 0, vom avea G£ (x) = Gr(x,). Daci Gf (x)
contine 0, atunci avem f(xy) — f* < ¢, iar altfel exista o directie de descrestere e-subgradientd ce asigura
minimizarea functiei cu € de-a lungul directiei. Pentru determinarea directiei este aproximata G]‘f (xp) cu un

invelis convex al e-subgradientilor din GfE (xo) obtinuti la pasii precedenti.
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Pentru sistemul de vectori {d;, d, ..., di} definim operatia z = K,{d;, dj, ..., dy}, care pune in cores-
pondenta sistemului de vectori un vector z de lungime minima ce apartine invelisului convex {d;}¥_,, iar z

este directia celei mai rapide descresteri din punctul x in care multimea subgradientd este conv{d;}*_,
Determinarea lui z se reduce la solutionarea problemei de programare patratica de forma:

X 2
min Z a;d;|| ,
i=1
astfel incat
k
Zaizl; a; =0, i=1k.

i=1

Deplasarea dintr-un punct curent se efectueaza numai in cazul in care informatia acumulatd permite gasirea
directiei in care functia poate fi minimizata cu cel putin parametrul &.

O alta abordare este algoritmul care presupune o deplasare pe directia de minimizare a functiei ce se va
efectua pentru orice marime. Atunci cand in directia aleasd nu are loc minimizarea functiei, atunci se va face
un pas foarte mic de incercare (de proba).

Algoritmul metodei g-subgradient

Se considerd x, € E™ si € > 0. Vom calcula d¢(xo) si dg = df(x0), Gy = d,.

La pasul k vom avea punctul x;, si multimea G, deci:

— se calculeazd p, = —K,(Gy) ca rezultat al solutiondrii problemei de programare patratica;

— se determind xj,, = arg ngin(xk + t;pi) ca solutie a problemei de optimizare unidimensionala fara
k

restrictii. Pentru t;, = 0 avem x4 = x iar in calitate d¢(x1) vafiales d € G (xy,1), pentru care se
respectd relatia (d,py) = 0, ceea ce presupune calcularea subgradientului in xj,, obtinut prin
deplasarea in directia p;, CU un pas mic;
— sedetermind dy 41 = df (Xg+1) 81 Gre1 = Gg U {dp1};
— se trece la un alt pas interior.
Daca (dy, x; — x) > €, atunci Gy, se inlocuieste cu multimea vida, iar x;, se considera punct initial pentru
un nou ciclu exterior.
Neajunsul metodei expuse este lipsa aproximatiilor inferioare, ceea ce nu permite ajustarea parametrului &
fapt ce a condus la dezvoltarea metodelor subgradient agregate.

4. Solutionarea problemei neliniare separabile

Deseori, la modelarea unei probleme economice reale, desi modelul depinde de mai multe variabile,
functiile care sunt aplicate depind doar de una singura. De exemplu, cdnd vorbim despre problema neliniara
de transport pe retea, putem mentiona cd o sd avem functii de cost asociate fiecarui arc din retea; respectiv
fiecare functie depinde de marimea fluxului transportat pe acel arc: functia obiectiv este suma de functii
neliniare de o singura variabild, iar functiile restrictii sunt sume de functii liniare de o singura variabila.

In acest context, un caz special cercetat in continuare este solutionarea problemei neliniare de transport ca
problema a programarii neliniare separabila.

Definitie: O functie f Cu m necunoscute se numeste separabild, dacd poate fi scrisa ca suma de m functii,
fiecare de céte o variabila; astfel, f(xy, x5, ..., X)) = f1(x1) + fo(x2) + -+ fin(x)-

Definitie: O problema a programarii neliniare se numeste separabila, daca functia obiectiv si toate
restrictiile sunt considerate functii separabile ceea ce Inseamna ca avem formulata problema:

f(x)—Zfl(xl) Zh]l(x)<b, ~Tn, x=20i=Tm

Deoarece functia 0b1ect1v F(x) =YeocE (pe (xe) a problemei neliniare de transport formulate mai sus este o
suma de functii, fiecare fiind dependentd de o singura variabild, iar functiile restrictii sunt functii liniare, deci
tot sunt separabile, rezulta cé sunt satisfacute conditiile ce descriu o problema a programarii separabile. Printre
primii care au formulat o metoda de solutionare a problemei de programare separabila a fost Miller [13], dar a
fost studiata si in [14].
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Conditii suficiente pentru un optim global ca solutie la o problema de programare matematica la minim ar
fi ca functia obiectiv sa fie convexi si multimea solutiilor admisibile si fie o multime convexa. In caz ci functia
obiectiv este concava, iar multimea solutiilor admisibile este multime convexa, putem vorbi doar despre un
minim local.

Metodele de solutionare a unor astfel de probleme presupun solutionarea unei sau a catorva probleme ale
programarii liniare generate de problema initiald. Ele au la baza aproximarea functiei neliniare cu o functie
liniard sau secvential-liniard si aplicarea metodei simplex sau simplex-modificata, in dependenta de caz.

Schema algoritmului ce presupure aproximarea cu o functie liniard

Pasul initial: Se determina o solutie admisibild initiala x0 = (xf, xg, ...,x%) a problemei neliniare, care
reprezintd o solutie a sistemului de restrictii. Fie cd au avut loc k — 1 iteratii.

Pasul 1: Dacia solutia obtinuta este optima, atunci STOP, iar in caz contrar trecem la iteratia k. Pentru
= (YD ot o
= ( PO R o ).

af (x ")

functia obiectiv neliniari se determini gradientul V£ (x*)

9 k k

f(x )Z1 4 UED,
X1 X2

Pasul 2: Se construieste functia F(z) = 5+t Zm, care este una liniard, apoi,

m
aplicénd restrictiile h;(x) <0, i= 1,n si %20, j= 1,m, se determind valoarea minimalid z* =
(zk,z%, ..., zK) a functiei.

Pasul 3: Pentru solutia z* a problemei liniare se determini solutia problemei initiale neliniare x**1 = x* +
Ak (z* — x¥), unde A* este pasul de calcul 0 < A* < 1, care poate fi luat aleator sau poate fi ales astfel, incat
f(x**1) s fie minimal. Se trece la pasul 1.

Aceastd metoda, desi permite obtinerea solutiei optime pentru problema neliniara separabild, depinde foarte
mult de solutia initiala aleasa la inceputul algoritmului.

Pentru obtinerea unor solutii mai bune, se propune aproximarea functiei obiectiv neliniare separabile cu o
functie secvential-liniara. Problema liniara cu functia obiectiv secvential-liniarda va fi solutionata aplicand
metoda simplex (sau a unei modificari a acesteia), in baza céreia se obtine solutia pentru problema initiala
neliniara.

Este cunoscut faptul ca orice functie convexa poate fi aproximata cu un careva grad de acuratete cu o functie
secvential-liniard, fapt ce implica aproximarea unei probleme a programarii neliniare, cu o careva acuratete,
cu o problema a programdrii liniare. Programarea separabild poate fi aplicabila si in cazul functiilor non-
convexe, dar trebuie de mentionat ca in asa caz nu ne este garantat optimul global. Pentru a aproxima o functie
neliniard cu una secvential-liniara, pot fi aplicate diferite tehnici care ar permite aducerea problemei neliniare
separabile la forma A, forma & sau la forma A. In ceele ce urmeaza vom descrie cum poate fi redusa problema
neliniard separabild la forma A pentru a o solutiona ca problema a programarii liniare.

Fie se cere solutionarea problemei neliniare

min F(x)
hi (.X) <0,i= H
xp=0,j=1m,
pentru care se stie ca sunt separabile, deci pot fi scrise astfel:

F(x) = fi(x1) + f2(x2) + -+ frn ()

hi(x) = hip (1) + hiz(xz) + -+ + him (X)), =1,n
Domeniul de definitie a fiecarei necunoscute se imparte in segmente de tlpul [x1, Xk +1], astfel incat pentru
orice x € [xy, xx41] putem scrie o combinatie liniara de forma: x = Ax; + (1 — A)xp41, 0 < A1 < 1. Daca
notam ){k =1 §1 /‘Lk+1 =1- A, vVom avea x = ){kxk + /‘Lk+1xk+1 Cu /1k + /‘1]{_*,1 =1 §1 0< Akr/‘{k+1 <1
In caz general, cAnd avem sirul de puncte: x, < x; < *-- < X, VOM avea
T T

X:Z/lkxk,ZAk,OSAk < 1,k:0,7"
k= =0

Pe fiecare segment [x;, xj,1] functia neliniara va fi aproximata cu o functie liniarda de forma f(x) =
Aef () + g1 f(Xgqpq) CU A + Apgpq = 151 0 < Ay, Agy1 < 1. Dacd avem sirul de puncte: puncte: x, <
xq < -+ < X, vom putea aproxima functia neliniara cu o functie secvential-liniard de forma:

si, respectiv,
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T T
Flx) = Z/ka(xk),ZAk —1,0<A, <1Lk=07
k=0 k=0

Deci, putem spune ca functiile neliniare separabile pot fi scrise ca combinatii de functii liniare, iar problema
de programare neliniard separabila poate fi adusa la o problema secvential-liniard dupa cum urmeaza:

m Ti
min Z Z Aikfik

i=1 k=0

m Ti
Zzlikgijk < b,] = 1,11

i=1k=0

r:

l
D du=10<y < 1Lk=075i=Tm
k=0

Se va presupune ca pentru fiecare variabild x; domeniul ei de definitie va fi impartit in 1;,; puncte, astfel
incat k = 0,7,. Problema astfel formulati se va solutiona in raport cu variabilele de decizie A, prin aplicarea
metodei simplex, tindndu-se cont de criteriul de adiacenta care consta in: cel mult doua elemente A; sunt mai
mari ca zero si ele trebuie sa fie consecutive atunci cand vom adauga un element nou in baza. Deci, A;;, va fi
introdusa in baza doar daca variabilele ce sunt deja in baza au forma A; ;4 Sau A; x4, C€€a ce inseamna ca
sunt adiacente. Dacd metoda simplex impune introducerea in baza a unei variabile care nu satisface restrictia
de consecutivitate, atunci se va alege urmatoarea variabild, cea mai buna, care ar permite reducerea costurilor.

Chiar daca se utilizeaza o alta forma de reducere a problemei neliniare separabile la o problema secvential—
liniara, poate fi descrisd urmatoarea schema generala:

Pasul initial: Se aduce problema neliniard la o problemd neliniard separabild. Domeniul de definitie a
fiecarei variabile este Impartit In segmente, astfel incat sa fie obtinuta o aproximare cat mai descriptiva.

Pasul 1: Pentru fiecare functie neliniara se construieste functia secvential-liniara, care o aproximeaza, si
problema neliniara separabila se reduce la o forma a problemei secvential-liniare, care este solutionata apli-
cand metoda simplex.

Pasul 2: Aplicand notatiile facute la pasul initial, se obtine solutia problemei neliniare in baza solutiei
problemei secvential-liniare.

Pentru a imbunatati solutia obtinuta, se pot aproxima functiile impartind domeniul de definitie Intr-un
numar mai mare de puncte, dar aceastd decizie poate duce la probleme de dimensiuni foarte mari, ceea ce ar
complica foarte mult obtinerea solutiei asteptate. De aceea, se poate aproxima functia doar intr-un domeniu
mai ingust in apropierea punctului optim obtinut pentru un numéar mai mic de puncte.

Concluzii

1. n cazul problemelor neliniare cu functii obiectiv diferentiabile algoritmii aplicati au ca punct de reper
notiunea de gradient, hessian, conditiile de optimalitate Kuhn - Tucker si multiplicatorii Lagrange.

2. Pentru problemele neliniare cu restrictii se va recomanda metoda gradientului proiectat, care permite
evitarea situatiilor cand algoritmul va tinde catre un punct in afara domeniului de definitie.

3. Programarea matematica propune un sir larg de metode de solutionare a problemelor in cazul in care
functiile sunt nediferentiabile, dar ele trebuie selectate foarte atent pentru a obtine o solutie cat mai aproape de
cea optima.

4. In cazul metodelor de solutionare a problemelor de programare separabili se va tine cont de faptul ci
minimizarea unei functii obiectiv neliniare concave nu ne garanteaza optimul global.

5. Desi se poate obtine o solutie mult mai buna cand se reduce problema separabild la o problema sec-
vential-liniard, se va tine cont de faptul ca dimensiunea problemei obtinute creste odatd cu impartirea dome-
niului de definitie In mai multe segmente, fapt ce ar presupune si o solutie mult mai aproape de cea optima.
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