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Interseccao de caminhos mais longos em algumas
classes de grafos: resultados tedricos, implementacao
e execucao de algoritmos
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Resumo—Neste trabalho, foram estudados os cam-
inhos mais longos e suas intersecgoes em produtos de
grafos, grafos cordais, grafos ponderados, arvores e
grafos prisma complementares. Foram obtidos resulta-
dos tedricos sobre os caminhos mais longos e suas inter-
secgoes e alguns algoritmos de tempo fatorial buscando
entender o problema e o comportamento dos caminhos
mais longos nos diferentes tipos de grafos. Por fim, é
feita a andlise da implementagao dos algoritmos e dos
testes feitos em laboratério, mostrando o tempo de
execugao e seu desempenho dado diferentes tamanhos
de grafos, onde o leitor pode concluir a eficiéncia dos
algoritmos e fornecendo os resultados obtidos nos testes
para novas comparagoes com algoritmos futuros. Este
trabalho é um dos resultados de uma iniciagao cientifica
realizada pelos autores.

Palavras-chave—Caminhos mais longos, produtos de
grafos, algoritmos, interseccao de caminhos.

Intersection of longer paths in some graph
classes: theoretical results, implementation and
execution of algorithms.

Abstract—In this paper, we study the longest paths
and their intersections in chordal graphs, weighted
graphs, trees and complementary prism graphs. The-
oretical results were obtained about the longest paths
and their intersections and some factorial time algo-
rithms in order to understand the problem and the
behavior of the longest paths in the different graph
types. Finally, we analyze the implementation of the al-
gorithms and the tests made in the laboratory, showing
the execution time and its performance given different
graph sizes, where the reader can conclude the algo-
rithms efficiency and providing the test results for new
ones. comparisons with future algorithms. This work is
one of the results of a scientific initiation by the authors.

Index Terms—Longest paths, graph products, algo-
rithms, intersection of paths.

I. INTRODUCAO

Autor correspondente: Gabriel Matheus Faria de Almeida, gabriel-
matheus@inf.ufg.br

M grafo G = (V(G), E(G)) nao orientado consiste

em V(G), um conjunto nao vazio de wértices, e
E(G), um conjunto de arestas, que sdo pares nao ordena-
dos de vértices. Cada aresta contém um ou mais vértices
associados a ela, chamados de extremidades. Sejam vy, vy
vértices de G e e uma aresta que os associa, diz-se que e
é incidente a vy e va, € v1, v2 sa0 adjacentes em G.

Um grafo nao orientado é dito conexo se existir um
caminho entre qualquer par de vértices distintos no grafo,
caso contrario diz-se que o grafo é desconexo. Um vértice
é dito isolado quando nao tem outros vértices adjacentes
a ele. Uma aresta é chamada de lago quando tem o vértice
de saida igual ao vértice de chegada, isto é, uma aresta que
liga o vértice a ele mesmo. Arestas maltiplas sdo arestas
distintas incidentes ao mesmo par de vértices e um grafo
é dito simples quando nao contém lagos em seus vértices
nem arestas multiplas. Na Figura la temos o exemplo de
um laco, na Figura 1b temos um exemplo de arestas duplas
e na Figura 1c temos um exemplo de grafo simples.

Um grafo orientado é o grafo em que as arestas possuem
um vértice de partida e um vértice de chegada, denotadas
por uma seta e a passagem pela aresta deve obedecer a
direcao e o sentido que a aresta representa. Assim, em um
grafo orientado, o conjunto E(G) passa a ser composto de
pares ordenados de vértices, posto que o primeiro elemento
designa o vértice de partida e o segundo elemento, o vértice
de chegada. No grafo nao orientado as arestas nao possuem
orientagao e sao denotadas por segmentos de retas, ou seja,
pode-se ir e voltar na aresta sem a necessidade de obedecer
uma orientagao.

O grau de um vértice v € V(G), denotado por g(v), é o
nuimero de arestas incidentes a ele. Por exemplo, na Figura
2, g(a) =2, g(d) =4 ege) =3.

Um caminho simples é uma sequéncia finita de vértices
{v1,v2,...,un} denotado por P,, tal que v;v(;41) € E(G)
para todo ¢ € {1,....,n — 1} e sem vértices repetidos na
sequéncia, isto é, v; # v; para todo i j € {1,...,n} com
jAi.

Um ciclo simples em um grafo G, denotado por C,,, é
um caminho simples {v1,vs,...,v,} tal que v,v; € E(G)
e n > 3. Em um ciclo simples, o nimero de vértices é
igual ao nimero de arestas e para todo vértice v; € Cy,
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(a) Exemplo de lago.

()

(b) Exemplo de arestas duplas.

(c) Exemplo de grafo simples.

Fig. 1: Exemplos de lago, arestas duplas e grafo simples.

()
Geﬁ
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Fig. 2: Exemplo de grafo simples nao orientado.

g(v;) = 2. Como exemplo, na Figura 3a temos um ciclo C3
e um caminho P, na Figura 3b.

Sejam (G; e G2 dois grafos, o produto lexicogrdfico,
denotado por G 0Gs, é formado pelo conjunto de vértices
de V(G1) x V(G2), sendo que os vértices u = ug,us e
v = vy, vy sao adjacentes se ujv, € E(G1) ou up = vy e
UV € E(Gg)

(a)

Fig. 3: Exemplo de produto lexicografico dos grafos C5 x
Ps.

Em um coléquio em Tihany, em 1966, Gallay [4] fez
a pergunta que motivou o inicio do estudo de caminhos
mais longos. Ele questionou se em todo grafo conexo,
existia algum vértice que aparecia em todos os caminhos
mais longos. Desta forma, iniciou-se o estudo baseado

na busca de caminhos mais longos em grafos que re-
spondiam negativamente a esta pergunta. Pouco tempo
depois, Walther [7] mostrou a construcdo de um grafo
que respondia negativamente a pergunta de Gallai, ou
seja, nao existia um vértice que se repetia em todos os
caminhos mais longos. Desta forma, a busca de caminhos
mais longos se mostrou um problema importante e de alta
complexidade, onde listar os caminhos mais longos em um
grafo é um problema NP-dificil [5], o que dificulta a andlise
da pergunta de Gallai.

Com a informagao dos vértices que intersectam todos
caminhos mais longos em um grafo tem-se os dados
necessarios para analisar varios problemas do mundo real.
Como por exemplo, o local ideal para a instalagao de um
terminal rodoviario. Dado o conjunto de rotas de 6nibus
de uma cidade, o vértice de interseccao seria o ponto ideal
para um terminal rodoviario, dado que este é o vértice
“central” da topologia de rotas da cidade.

No decorrer deste trabalho, sao estudados diversos tipos
de grafos, analisando os problemas que cada classe traz
e apresentadas as nossas contribuicoes para tentar re-
solver este problema apresentado por Gallay [4]. Na Secao
II, é apresentado o problema de caminhos em grafos,
assim como as formas de representacdo de um grafo e
um algoritmo conhecido para o cédlculo de caminhos. Na
Subsegao II-C é discutido mais pontualmente o problema
de caminhos mais longos, dando uma pequena motivagao,
mostrando um caso real de caminhos mais longos e alguns
grafos importantes. A partir dai, temos nos itens II-C1
até I1-C6 as classes de grafos que serdo mais aprofundadas
em nosso trabalho. Nelas sao dadas defini¢oes e comporta-
mentos mais aprofundados, mostrados alguns algoritmos
que trouxeram a ideia de solugdo do nosso problema
nossas contribuicoes praticas e tedricas. Na Secao III
feita apresentacao dos resultados experimentais obtidos
na Secao IV é concluido alguns resultados do trabalho
sugerido possiveis continuagoes do trabalho.

[¢)
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II. ALGORITMOS PARA CAMINHOS

A teoria dos grafos sao estudados diversos prob-

lemas, e entre os quais inclui-se o problema de
caminhos em grafos. Existem intimeros tipos de caminhos
entre os quais ressaltamos os caminhos mais longos e os
mais curtos.

Em uma definicao breve, os caminhos mais longos em
grafos nao ponderados sao caminhos entre pares de vértices
que passam pela maior quantidade de vértices possiveis
do grafo, e no caso de grafos ponderados sao os caminhos
entre pares de vértices onde a soma dos pesos é a maior
possivel.

Os caminhos mais curtos em grafos nao ponderados
sao os caminhos entre pares de vértices que passam pela
menor quantidade possivel de vértices, e no caso de grafos
ponderados sao os caminhos entre pares de vértices onde
a soma dos pesos é a menor possivel.
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A. Matriz de adjacéncias

Uma matriz de adjacéncias é uma estrutura de dados
do tipo matriz usada para armazenar um grafo a partir
de suas adjacéncias. E usada para representar um grafo
de maneira que os indices de linhas e colunas da matriz
represente os vértices e a posigao linha x coluna da matriz
armazena se hd ou ndo aresta incidente aos vértices. Assim,
uma matriz de adjacéncias tem um tamanho n x n, onde
n é o nimero de vértices.

No caso de grafos nao orientados, pode ser percebido
que a matriz é idéntica em suas posigoes acima e abaixo da
diagonal principal, que é configurada pelas posicoes onde
o indice da linha é igual ao indice da coluna, ou seja, a
posicao (i, 7) da matriz é idéntica a posigao (7, ), para todo
par i,j. No caso de um grafo simples, verifica-se também
que a diagonal principal tem todas suas posigoes iguais a
zero, ou seja, a diagonal principal é nula.

Dado que em nosso trabalho os grafos analisados sao
grafos simples, esta afirmacao sobre a matriz de adjacén-
cias faz-se verdadeira para todo grafo. Logo, pode ser
representada por uma matriz menor de tamanho %
para grafos simples ou % para grafos que contém laco,
pois a diagonal principal nao serd nula.

Em grafos ponderados, a matriz armazena em suas
posicoes o peso da aresta entre os vértices representados
pelo indice da linha e da coluna, diferentemente da matriz
para um grafo sem peso, que armazena apenas se hd ou
nao uma aresta incidente aos vértices, como pode ser visto
na Figura 4.

51172 0o 1 1 O

Fig. 4: Exemplo de grafo simples e matriz de adjacéncias
n X n.

B. Algoritmo de Dijkstra

Um dos algoritmos usados para calcular o caminho mais
curto em um grafo é o algoritmo de Dijkstra, que foi
desenvolvido pelo matemético holandés Edsger Dijkstra,
em 1959. O algoritmo é usado para encontrar o cam-
inho mais curto entre todos os vértices de um grafo de
arestas com pesos positivos, orientado ou nao orientado.
Resumidamente, o algoritmo calcula o menor caminho do
vértice inicial até seus vértices adjacentes, e dos vértices
adjacentes até os proximos vértices sempre escolhendo a
aresta de menor soma entre seu peso e sua distancia até o
vértice final do grafo.

De maneira mais formal, o algoritmo funciona da
seguinte maneira: em um grafo G com vértice inicial v;,

onde d[a] é a distancia até o vértice a e w[a] é o vértice
que antecede a no menor caminho. O vetor dfv/, armazena
o peso calculado para ir até o vértice e o m armazena
qual o vértice é seu antecessor no caminho. O algoritmo
inicia atribuindo ao vértice inicial, chamado v;, d[v;] =
0 e w[v;] = Nil, e os demais vértices v € V(G) recebem
d[v] = oo, [v] = Nil, até o seu vértice final vy. Assim que
estiver preparada a estrutura que ird armazenar o caminho
mais curto, da-se inicio ao processo de cédlculo do caminho
mais curto no grafo G representado por uma matriz de
adjacéncias com pesos.

Algoritmo 1: Dijkstra(G, s)
Entrada: Um grafo ponderado G, um vértice
s € V(G) inicial e peso w(u,v)
Saida: O caminho mais curto no grafo G.

para vértice v € V(G) faga
d[v] - o0
o] « NIL

fim

d[s] <0

w[s] < NIL

75«0

8 Q=V(G)

9 enquanto (Q # () faca

W N

o w

10 | u+ EXTRACT_MIN(Q)

11 S« Su{u}

12 para vértice v € Adj[u] faga

13 se (d[v] > du] + w(u,v)) entao
14 d[v] + dlu] + w(u,v)

15 mv] ¢ u

16 fim

17 fim

18 fim

O Algoritmo 1 descrito é uma adaptacao do algoritmo
apresentado por [2]. Nas linhas 1 a 6, o algoritmo inicializa
a lista encadeada que armazenara o caminho mais curto
através da distancia representada por d[v] e o vértice
antecessor representado por [v].

A estrutura S utilizada na Linha 7 é uma lista en-
cadeada que armazena os vértices do grafo que ji passaram
pelo algoritmo; sendo assim, inicia vazia e no fim do
algoritmo terd todos os vértices do grafo armazenados. A
estrutura @ é também uma lista encadeada que armazena
os vértices do grafo que ainda nao foram analisados,
iniciada com todos os vértices do grafo e no fim fica vazia,
pois o algoritmo testa todos os vértices do grafo.

Nas linhas 9 a 18 acontece a iteracao que modifica
o caminho durante o algoritmo, suas funcoes sao: con-
trolar as estruturas S e @ descritas através da funcao
EXTRACT_MIN(Q) que retira e retorna o vértice de
menor distdncia na estrutura passada por parametro e
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verifica se o caminho analisado no momento é menor
que o caminho visto anteriormente. Em caso positivo,
é feita a modificacao nos campos de distancia e vértice
antecedente na estrutura que armazena o caminho mais
curto. O método w(u,v) calcula e retorna o peso das
arestas incidentes aos vértices recebidos por parametro e
Adj[v] é o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v
passado por parametro.

Fig. 5: Exemplo de aplicagao do algoritmo de Dijkstra.

Na Figura 5, temos uma ilustracdo do Algoritmo 1 passo
a passo. Assim, pode-se perceber como é feita a escolha e
a mudanga das arestas que compoem o caminho em sua
execucao e, por fim, apresenta qual seria o caminho mais
curto, representado por arestas pontilhadas, iniciando o
algoritmo no vértice a do grafo.

TABELA I: Representagao da lista encadeada que ar-
mazena o caminho mais curto final do grafo apresentado
na Figura 5.

Vértices a b | c
d[v] 0
w[v] Nil [a|la]c|c]e

[\
w

A Tabela I apresenta a estrutura de dados usada para
armazenar os dados dos vértices no caminho. A estrutura
@ descrita no Algoritmo 1 tem exatamente a configuracao
ilustrada e a fungdo EXTRACT_MIN(Q) vista na Linha
10 do Algoritmo 1, retorna o vértice v que possui o
maior d[v] na estrutura @, ilustrada na Tabela I. Os
valores apresentados na tabela correspondem aos valores
do caminho calculado na Figura 5.

C. Caminho mais longo

Um grupo de turistas planejando a proxima viagem
pelo Brasil, se reuniram para decidir quais cidades do pais
visitariam. Todos estavam de acordo que queriam visitar
0 maior numero possivel de cidades, com a unica condigao
de nao ter que repetir nenhuma. Coletaram todos os dados
que necessitavam e apés dias de estudo, alguns observaram
que era impossivel percorrer todas as cidades sem repetir
nenhuma e outros notaram que havia diversos percursos
diferentes que passavam pelo maior numero possivel de
cidades. A questdo agora a ser observada é a mesma lev-
antada por Gallai, Karger, Motwani e Ramkumar [4]. No
exemplo dos turistas, se cada turista escolhesse um tal per-
curso distinto, teria alguma cidade que todos visitariam?

No caso de Gallai, todo grafo conexo tem um vértice que
aparece em todos os caminhos mais longos? E a questao
respondida por Karger, Motwani e Ramkumar, [4], visto
que é dificil tracar um caminho mais longo que passasse
pelo maior nimero de cidades, serd que ao menos poderiam
encontrar um caminho mais longo onde visitariam uma
fragao do maior nimero possivel de cidades?

Gallai [4] perguntou em 1966, em um coléquio em
Tihany, se todo grafo conexo tem um vértice que aparece
em todos os caminhos mais longos. A pergunta de Gallai
é natural, pois é bem conhecido o fato de que em um
grafo conexo, quaisquer dois caminhos mais longos sempre
tém um vértice em comum. Porém, pouco tempo depois
Walther [7] deu uma resposta a essa questao construindo
um grafo conexo provando que nem sempre é verdade que
existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos.
O grafo de Walther esta ilustrado na Figura 6, tem 25
vértices e 13 caminhos mais longos de tamanho 21 com
interseccao de todos seus caminhos mais longos vazia.

Com o surgimento do grafo de Walther, surgiu também
a pergunta se o grafo de Walther era o menor possivel. No
comego dos anos 70, Walther e Voss [6], e Zamfirescu [7],
responderam essa questao apresentando o grafo ilustrado
na Figura 6 que tem 12 vértices e 9 caminhos de tamanho
9 (veja Tabela II) que também responde negativamente a
pergunta de Gallai.

Com base nisto, em nosso trabalho, estudamos e discu-
timos diversas classes de grafos que introduzem ao leitor o
problema de caminhos mais longos em grafos. As classes de
grafos destacadas no decorrer do trabalho foram escolhidas
e ordenadas através dos seus graus de complexidade ao
tratar os caminhos mais longos. Com isso, conseguimos
introduzir o tema de caminhos mais longos em grafos
ligeiramente simples por inicio, mostrando as propriedades
especificas de cada classe, nossas contribuicoes em cada
uma delas e alguns resultados obtidos em nossa pesquisa.

Fig. 6: Grafo de Walther [6] com 25 vértices.

1) Arvores: Uma drvore enraizada é um grafo conexo
(existe caminho entre quaisquer de seus vértices) que nao
possui ciclos. Em uma arvore enraizada, cada vértice tera
1, ...,n vértices filhos e apenas um vértice pai, com excecao
do vértice raiz da arvore que nao possui vértice pai. Por
volta de 1960, Dijkstra [5] propde o primeiro algoritmo
em tempo polinomial que encontra os caminhos mais
longos em uma determinada classe de grafos, o algoritmo
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Fig. 7: Grafo de Walther, Voss [6] e Zamfirescu [7].

TABELA II: Caminhos mais longos no grafo de Walther,
Voss [6] e Zamfirescu [7].

N° Caminhos mais longos

01 | <A, D, E I HGF K,J C>
02 | <A D,E I HILK,F, G B>
03 | <A, D, E I J K, L, H G, B>
04 <A, D, L H G, F,E I J C>
05 <A, D, L H I,E, F, K, J C>
06 <A D, L ,H I J K, F, G, B>
07 <B, G, F,K,L,D, EIJ C>
08 | <B,G,H L, D, EF,K,J C>
09 <B, G, H L, K, F,EIJ C>

calcula os caminhos mais longos em uma arvore em tempo
linear. Os Algoritmos 2, 3 e 4, formam uma adaptacao
do algoritmo de Dijkstra, onde nossa contribuicao é a
utilizagao do algoritmo de busca em largura (BFS) para
calcular o caminho mais longo, dado que na literatura nao
hé indicios de uma melhor ferramenta para tal, e 0 mesmo
apresentou melhor tempo de execugao em laboratorio.

O Algoritmo 2 calcula a altura de todos os vértices de
uma arvore GG a partir da busca em largura em tempo
O(|V] +|E]), onde |V| é o nimero de vértices da drvore e
|E| o nimero de arestas, onde para todo v € V(G), d[v]
corresponde & sua altura na arvore resultante da busca
em largura. O algoritmo é gerenciado por uma fila @ que
armazena a sequéncia em que os vértices serao analisados.

As cores também sdo importantes para o processo, onde
a cor branca significa um vértice ainda nao descoberto
pelo algoritmo, a cor cinza sinaliza um vértice que foi
descoberto, porém nao finalizado e a cor preta um vértice
jé finalizado.

O Algoritmo 3 muda a raiz do grafo arvore G pelo
vértice folha u, onde u é o vértice de maior altura na
arvore resultante da busca em largura. Como u sempre serd
folha, logo o algoritmo nao trata quando u tem filhos. O
parametro m[v] utilizado é resultante da busca em largura
feita previamente.

Essa mudanca de raiz é importante para calculo do
caminho mais longo. Para melhor entendimento de sua

Algoritmo 2: BFS(G, s)

Entrada: Um grafo arvore G e o vértice inicial s.
Saida: A &rvore resultante da busca em largura de

G.

para cada u € V(G) — {s} faga
cor|u] « branco
d[u] < o0
7[u] < Nil
fim
cor[s] + cinza
d[s] + 0
7[s] « Nil
Q<+ s
enquanto @ # () faga
u + pop(Q)
para cada v € Adj[u] faga
se cor[v] = branco entao
cor[v] + cinza
d[v] < d[u] + 1
wv] < u
push(@, v)
fim
fim
fim

© 00 N O AW N -
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Algoritmo 3: Muda_raiz(G, u)

Entrada: Um grafo arvore G e o vértice folha a ser
raiz de G.
Saida: A &4rvore resultante da mudanga de raiz.

1 v <4 mlu)

2 direitalu] < v

3 enquanto 7[v] # Nil faga
4 se direita[v] = Nil entao
5 | direitalv] < 7 [v]

6 fim

7 senao

8 | esquerdalv] + 7[v]
9 fim

10 v 7 [v]
11 fim

justificativa, pode-se imaginar que o caminho mais longo
estd sendo calculado em duas etapas. Na primeira etapa,
o algoritmo calcula o maior ramo (caminho) do lado
esquerdo da raiz da arvore e escolhe o vértice mais distante
da raiz. Em sua segunda etapa, o algoritmo modifica a
raiz da arvore para este vértice mais distante calculado
na primeira etapa, desta forma, a arvore fica com sua es-
trutura completamente desbalanceada, ou seja, que todas
suas folhas estejam do lado direito da nova raiz da arvore.
Por fim, é calculado o caminho mais longo a partir da nova
raiz. Vale deixar claro, que esta idéia de mudanca de raiz,
é proposta por Dijkstra e citada em [5].
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Algoritmo 4: CML_arvore(v)

Entrada: Uma 4rvore G e raiz da arvore v
Saida: O caminho mais longo da arvore G.

1 F+ 10
2 u + BFS(G,v)
muda_raiz(G,u) - u é o vértice de maior distincia
resultante do BF'S
BFS(G,u)
t é o vértice de maior distancia, resultante do BF'S
enquanto t # Nil faga
F 1
t < m[t]
fim
10 retorna F'

w

© 00 N O Cos

O Algoritmo 4 calcula o caminho mais longo na arvore
G. O algoritmo faz a chamada dos algoritmos 2 e 3 vistos
anteriormente e faz uso de uma fila F para armazenar
o caminho mais longo. Os pardmetros 7[v] e distancia
utilizados sao calculados no algoritmo de busca em largura.
Na Figura 8 temos o exemplo de funcionamento do Al-
goritmo 4 para uma arvore com 8 vértices. O vértice
pontilhado é o vértice calculado pelo Algoritmo 2 de maior
altura e o caminho mais longo retornado pelo algoritmo
estd também representado por arestas pontilhadas.

::f’”’@\‘ Q.
o @\@ o)

Fig. 8: Exemplo de funcionamento do Algoritmo 4.

2) Prisma complementar: Seja G um grafo simples e G
seu complemento. O prisma complementar de G denotado
por GG é o grafo formado a partir da unido disjunta de
G e G, adicionando as arestas para um emparelhamento
perfeito entre os vértices correspondentes de G e G. O
complemento G é o grafo cujo conjunto de vértices é V (G)
e cujas arestas sao os pares de vértices nao adjacentes de
G. Considere n é o numero de vértices de G, denotado por
[V (G)]. O grafo prisma complementar, é uma subclasse de
grafos que pertencem a classe dos produtos lexicograficos,
definidos na se¢ao I. Na Figura 9 temos um exemplo de
um grafo prisma complementar.

Proposicdo 1: Se GG é um grafo prisma complementar,
entao GG tem (% + n) arestas.

Prova: Seja GG um grafo prisma complementar. Pela

definicdo de prisma complementar, temos que G é um

NN
o/

Fig. 9: Exemplo de um grafo prisma complementar.

grafo com n vértices e G seu complemento. Iremos provar
por inducdo que o nimero de arestas de um grafo G e
= 4 (n-(n—1) . ’
seu complemento G é (—5—). Assumimos que G' é um
grafo com n vértices isolados. Temos, pela definicao de
complementar, que G serd um grafo completo K, com
(n—1 . ,
(%) arestas. Seja m o ndmero de arestas de G. Por
o = . ne(n—1
hipétese, o complemento G terd (%) — m arestas.
Portanto, temos que se o nimero de arestas de G é m+1,
) = . n(n—1 .
logo o niimero de arestas de G é (%)) —m—1, pois a
cada aresta e adicionada em G, e deixa de ser uma aresta
de @, iterando até que G passe a ser um K, e G um
K

- . n-(n—1)
grafo com n vértices isolados, com (~—5—*) arestas. Pela
defini¢ao de prisma complementar, para todo vérticev € G

)

e U € @, existe uma aresta vv adicionando assim n ao
numero de arestas de GG. Logo, o numero de arestas de

um grafo prisma complementar GG é (% +n). [ |

Proposigdo 2: Se P, P, é um grafo prisma complemen-
tar com n > 5, entao o maior ciclo C; em P,P, tem
tamanho i = 2n e, portanto, P, P, é hamiltoniano.

Prova: Seja P, um caminho de u até v com n > 5.
Pela definicio de complemento, P, é um grafo completo
K,, onde P, ¢ K,,. Assim, para cada vértice t € P,, com
excecao de w e v, g(f) = n—3 e gw) = g(v) =n— 2.
Logo, temos que para todo vértice 3 € P,, g(3) > 5.
Sendo assim, pelo teorema de Dirac [3], P,, é hamiltoni-
ano, possuindo assim um ciclo hamiltoniano. Desse modo,
existe um caminho hamiltoniano P, € P, de u até @.
Pela defini¢cao de grafo prisma complementar para todo
veP,eT € P, aaresta v € P,P,. Assim temos que
P, Uvo U P, Uuu é um ciclo C; que passa por todos os
vértices de P,P,. Como P,P, tem 2n vértices, C; tem
i = 2n. Logo, Cs, é um ciclo hamiltoniano e P,P, é
hamiltoniano. u

Temos pela Proposicdo 2, que o grafo prisma com-
plementar de caminhos P,P, com n > 5 é um grafo
hamiltoniano. Portanto, é facil notar que a intersecgao de

seus caminhos mais longos possui todos os seus vértices.
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Algoritmo 5: MC_ Prisma(G)

=

Entrada: Um grafo P, P, dos vértices de a até n
com n > 5. o
Saida: O maior ciclo em P, P,.

Insira os vértices em um vetor de tamanho n de @
até m

21+ 0
3 enquanto i # n faga
4 u 4+ vetl[i]
5 se (i+ 1) = n entao
6 F—u
7 cor|u] + preto
8 142
9 u < vet[2]
10 fim
11 se i mod 2# 0 e (i +2) =n entao
12 F+—u
13 cor|u] + preto
14 t + vet[2]
15 v vet[n — 1]
16 F«t
17 cor|t] < preto
18 F—w
19 cor|v] « preto
20 1< 4
21 u <— vet[4]
22 fim
23 t + vet[i + 2]
24 se i mod 2 =0 e cor[t] # branco entao
25 F+—u
26 corlu] < preto
27 v — vet[n]
28 F+w
29 cor|v] « preto
30 1N
31 fim
32 senao
33 F—u
34 cor|u] + preto
35 11+ 2
36 se i = n entao
37 v vet[n]
38 F+—wv
39 cor|v] < preto
40 fim
41 fim
42 fim

43 retorna P, Uuu U F U vo

O Algoritmo 5 é usado para calcular o ciclo hamil-
toniano definido e demonstrado na Proposicao 2. Inicia-
se inserindo todos os vértices de P, em um vetor de
vértices com tamanho n, iniciando do vértice @ até n. Este
vetor é usado para gerenciar o andamento do algoritmo
armazenando e atualizando as caracteristicas dos vértices.
A partir da Linha 2 temos a iteracdo que calcula o caminho
entre @ e M e todos os casos possiveis. A iteracao é
finalizada quando o caminho calculado chega a 7. Por fim,
é feita a concatenacdo dos caminhos de P, e P,, e das
arestas de ligacao aa e nn.

Como visto, o Algoritmo 5 calcula o maior ciclo Ca,
em grafos P,P,, com n > 5. Temos pela proposicio 2
que este Cy, é um ciclo que possui todos os vértices de
P, P,. Isto posto, é possivel visualizar que se retirarmos
qualquer aresta entre dois vértices u e v € Csy,, tem-se
deste modo um caminho mais longo entre u e v. Nossa
contribuicao para a classe de grafos prisma complementar
sao as Proposigoes 2 e o Algoritmo 5.

3) Grafos Simples com pesos ndo negativos:

Algoritmo 6: Dijkstra_ 2(G, s).

Entrada: Um grafo simples G com pesos nao
negativos.
Saida: Todos os caminhos mais longos do grafo G.

1 para vértice v € V(G) faga
2 dv] <0

3 | 7]« NIL

4 cor|v] < branco

5 fim

6 S+ 0

7 Q=V(G)

8 enquanto (Q # () faca

o | u+ EXTRACT_MAX(Q)
10 S+ Su{u}
11 para vértice v € Adj[u] faca
12 se (d[v] < du] + w(u,v) e cor[v] # preto)
entao
13 d[v] + dlu] + w(u,v)
14 ]+ u
15 cor[v] « cinza
16 fim
17 fim
18 cor|u] + preto
19 fim

O Algoritmo 6 foi desenvolvido para calcular e listar
todos os caminhos mais longos presentes em grafos simples
com pesos nao negativos, consistindo em uma adaptacao
do algoritmo de Dijkstra descrito anteriormente. A fungao
EXTRACT_MAX(Q), vista na Linha 9 do Algoritmo 6, é
uma func@o que retorna o indice na matriz de adjacéncias,
do vértice de maior distancia da lista encadeada Q. Por
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TABELA III: Caminhos mais longos na Figura 10.

Ne Caminhos mais longos
01 | <A, D, G, F, C, B, E>
02 | <B, E, D, A, C, F, G>
03 | <C, F, G, D, A, B, E>

fim, sao listados todos os caminhos que sao armazenados
na fila encadeada S ao fim de cada iteracao.

Fig. 10: Exemplo de grafo simples com pesos nao nega-
tivos.

Na Figura 10, temos um exemplo de grafo simples,
nao orientado e com arestas de peso nao negativos. Na
Tabela III, temos os maiores caminhos do grafo ilustrado
na figura.

4) Grafos k-drvores: Um grafo G é denominado uma k-
arvore se G é um grafo completo de k vértices, ou se G
é obtido a partir de uma k-arvore adicionando um vértice
unico de grau k. A classe de grafos 1-arvores é equivalente
a classe das arvores. Pode-se observar na Figura 11 um
exemplo de um grafo 3-drvore, onde parte-se de um grafo
completo K3 composto pelos vértices a, b e ¢, adicionando
os vértices d e e de grau 3.

Fig. 11: Exemplo de um grafo 3-arvore.

Conforme a demonstragdo de Rezende [5], temos que
para os grafos 2-arvores a resposta para a pergunta de
Gallai é positiva, isto é, existe pelo menos um vértice
comum a todos os caminhos mais longos nos grafos 2-
arvores. Assim, conforme proposto pela prépria autora,
estudaremos a classe dos grafos k-arvores com k > 3.

5) 8-drvores cordais: A classe de grafos 3-drvores ap-
resentada anteriormente tem sua definicado de forma itera-

tiva, onde em cada iteragao é feita a adigao de um novo vér-
tice ao grafo 3-arvore anterior. Para melhor compreensao
do problema, vamos definir a classe dos 3-arvores cordais.

Em um grafo 3-drvore a adicdo de um novo vértice
e de suas incidéncias ocorre sem nenhuma restrigao, ou
seja, um novo vértice adicionado pode ser adjacente a
quaisquer outros trés vértices ja existentes no grafo 3-
arvore anterior. Dito isto, para definir a classe dos 3-
arvores cordais, adicionamos uma restricao para este novo
vértice.

Um grafo G é denominado 3-arvore cordal se G é um
grafo completo K3 de trés vértices, ou se G é obtido a
partir de uma 3-arvore cordal anterior, adicionando um
vértice tinico v’ de grau 3, onde v’ é adjacente a vy, vs €
vs se existe um ciclo C3 que contém v1, vy e vs. Na figura
12 temos a ilustragao de um grafo 3-arvore cordal, onde
foram adicionados os vértices d, e e f, nesta ordem. As
arestas pontilhadas na Figura 12 representam as arestas
adicionadas nas iteragoes da classe.

Fig. 12: Exemplo de um grafo 3-arvore cordal com a adigao
dos vértices d, e e f respectivamente, no grafo K3 inicial.

A seguir, temos a demonstracao de que a classe de grafos
3-arvores cordais pertence, de fato, a classe dos grafos
cordais.

Proposicao 3: Seja G um grafo 3-arvore cordal con-
struido da forma descrita anteriormente, vamos mostrar
que G pertence a classe dos grafos cordais.

Prova: Pela definicdo de 3-drvores cordais, o grafo
inicial é um grafo K3 que por definicao pertence a classe
dos grafos cordais e a classe dos 3-arvores. Logo, K3 é um
grafo 3-arvore cordal.

Seja G um grafo 3-arvore cordal, ao adicionarmos um
novo vértice v’ em G, onde v’ é adjacente a vy, vy € v3 que
pertencem a um ciclo C3, temos que v’ estd presente em
outros dois ciclos de tamanho 3, C3 = vy, va, v’ e C3 = v,
v3, v, onde a aresta v1vy é uma corda no Cy = vy, va, U3,
v'. Assim, podemos dizer que G = GU{v'} é um grafo que
possui apenas ciclos C's sem cordas, pois para cada C; em
G com ¢ > 3, existe pelo menos uma aresta ¢’ incidente a
dois vértices de C;, onde €’ nao pertence as arestas de C;.
Sendo assim €’ uma corda em C;.

Portanto, como nao existe C; com ¢ > 3 sem cordas em
G, temos que G é um grafo cordal. Sendo assim, a classe
de grafos 3-arvores cordais pertencem, de fato, a classe dos
grafos cordais. [ |

A defini¢ao da classe dos 3-arvores cordais é importante
para a andlise de seus caminhos mais longos, pois, nos
grafos 3-arvores cordais é notdvel que a interseccao de
vértices de todos seus caminhos mais longos sao todos
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os seus vértices. A seguir temos a demonstragdo desta
afirmacao.

Proposicao 4: Seja G um grafo 3-arvore cordal con-
struido da forma descrita anteriormente, vamos mostrar
que todos os vértices de G pertencem aos caminhos mais
longos de G e logo, a interseccdo de seus caminhos mais
longos sao todos os vértices de G.

Prova: Inicialmente, temos que K3 é um grafo 3-
arvore cordal. Portanto sejam vy, vo e vg os vértices de K3,
temos que o caminhos mais longo P de K3 é o caminho
P = vy, v, v3. Note que P contém todos os vértices de
Ks.

Seja G um grafo 3-arvore cordal e P; um caminho mais
longo em G que contém todos os vértices de GG, temos que
ao adicionar um novo vértice v’ em G, sdo possiveis trés
Casos.

No primeiro caso, v’ é adjacente ao vértice inicial v; de
P, e outros dois vértices. Deste modo, ¢é feito de forma
direta a adicao de v’ ao caminho mais longo P,, v passa
a ser o vértice inicial de P, e portanto v’ € Py que é um
caminho mais longo em G U {v'}.

No segundo caso, v’ ¢é adjacente ao vértice final v, de
P, e outros dois vértices. Deste modo, ao adicionarmos v’
ao caminho mais longo P, de forma direta, v’ passa a ser
o vértice final de P, e portanto v’ € Py que é um caminho
mais logo em G U {v'}.

No terceiro e tltimo caso, v’ é adjacente a trés vértices
v1, V2 € vz, que fazem parte de P, porém, nenhum deles
¢ o vértice inicial ou vértice final de FP,. Suponha que
existem as arestas v1v2 e vu3 em FP,. Deste modo, temos
por definicao de 3-arvores cordais, que existe C's em G de
tal forma que C3 = v, v9 € v3. Como v’ é adjacente a C3 e
todos os vértices de C3 pertencem ao caminho mais longo
P,, basta adicionarmos o vértice v’ ao corpo do caminho
mais longo P,. Dito isso, para que v’ esteja em Py, basta
adicionarmos a aresta v1v’ e vov’' em P;. Note que outra
forma de adicionar v’ a P, ¢ adicionando a aresta Vo'
e v3v'. Logo v' € P, que é um caminho mais longo em
GuU{v'}.

Por fim, podemos entao concluir dos trés casos, que um
caminho mais longo em um grafo 3-arvore cordal passa
por todos os seus vértices, e portanto a interseccao dos
caminhos mais longos em um grafo 3-arvore cordal contém
todos os seus vértices. [ |

6) Grafos cordais formados por grafos completos K, :
Um grafo, G ¢é dito cordal quando todo ciclo C; € G, com
¢ > 3, tem pelo menos uma corda (i.e., uma aresta entre
dois vértices do ciclo que nao faz parte do conjunto de
arestas do ciclo, ver Figura 13). Ou seja, se todo ciclo sem
corda (csc) pertencente a G é um ciclo Cs, entdo G é um
grafo cordal.

Desta forma, usamos a definicao de grafo cordal para
definir uma subclasse dos grafos cordais, onde os grafos
sao formados por um grafo completo K, e cada vértice
v € K, v é a raiz de uma nova arvore T'. Note entao, que
cada grafo terd n arvores de diferentes tamanhos.

Seja G um grafo simples formado por um grafo completo
K,,, e uma arvore de raiz v para todo vértice v € K,,, diz-

Fig. 13: Exemplo de corda no ciclo Cy. Onde a aresta
destacada entre b e ¢ nao faz parte do ciclo, logo é uma
corda.

se que G é um grafo cordal K, com n subdarvores. Na
Figura 14, temos um exemplo de grafo cordal e de um
grafo cordal com 4 subérvores, formado por um K, com
as subarvores de seus vértices e um de seus caminhos mais
longos destacados pelas arestas pontilhadas.

Fig. 14: Exemplo de grafos cordais.

Proposicao 5: Seja G um grafo K, cordal com n subar-
vores, entao a intersecgao de todos os seus caminhos mais
longos possui todos os n vértices de K.

Prova: Seja G um grafo K,, cordal com n subarvores,
suponha um conjunto A, onde para cada vértice u € A, u
é o vértices de subarvore com maior tamanho em G. Caso
A tenha apenas um elemento de maior tamanho, faz-se
necessario incluir os vértices de segundo maior tamanho
em A, pois para o caminho mais longo em grafos K,
cordais com n subarvores, faz-se necessario pelo menos dois
vértices das maiores subarvores em G.

Com isso, temos que os caminhos mais longos em G
serao formados pelos vértices do conjunto descrito acima.
Porém, temos que para todo par de vértices u,v € A,
u e v € K,, portanto, existe um caminho mais longo
de tamanho n que passa por todos os vértices de K.
Desta forma, para quaisquer pares u,v € A, temos que
os caminhos mais longos sao formados pelas subédrvores de
u e v, e também pelo caminho mais longo de tamanho n
de K, que inicia em u e termina em v.

Assim, todos os caminhos mais longos de G possuem o0s
n vértices de K,,.

Portanto, a interseccao dos caminhos mais longos de G
tem tamanho n e possui todos os n vértices de K. ]
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Algoritmo 7: CML_Cordal(G)

Entrada: Um grafo K,, com n subarvores.
Saida: Um caminho mais longo.

para todo u € K, faga
| BFS(S,,v)
fim
4 u - vértice em K,, de maior distancia no BF'S.
5 v - vértice em K, de segundo maior distancia no
BFS.
6 F + CML_arvore(S,,u)
7 F+ CML_K,(K,,u,v)
8 F + CM L_arvore(S,,v)
9 retorna F'

[PV Ve

O Algoritmo 7 usa o Algoritmo 2 em toda subarvore S,
iniciada pelos vértices v € K. Desta forma, os vértices
adjacentes a v que também pertencem a K,, nao pertencem
a S,. Os vértices u e v nas linhas 4 e 5, sdo vértices de
K, para os quais o BF'S calculou os maiores valores de d,
localizando assim quais sao as maiores subarvores do grafo.
Feito isso, o algoritmo concatena os caminhos mais longos
das subéarvores e o caminho mais longo do grafo completo
fazendo a chamada do algoritmo 4 e do caminho mais longo
do grafo K, de tamanho n vistos anteriormente. CM L_K,
é o algoritmo que retorna o caminho mais longo de K,,
que inicia em u e termina em v.

Nossas contribuicoes para a classe de grafos cordais
formados por grafos completos K, sao: a Proposicao 5 e
o Algoritmo?.

A fim de ilustrar melhor a eficiéncia das nossas con-
tribuicoes algoritmicas, foram realizados na Segao III
testes experimentais da implementagao dos algoritmos,
onde mostramos resultados dos tempos de execucao de
cada algoritmo para diferentes tamanhos de grafos e faze-
mos uma andalise mais detalhada das propriedades de im-
plementacao dos Algoritmos 5 visto nas se¢oes anteriores
e o Algoritmo 7.

III. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Dada a dificuldade de encontrar resultados experimen-
tais e tempos de execugao sobre a implementagao de
algoritmos de caminhos mais longos na literatura, esta
secao € feita com o intuito de disponibilizar tais dados para
comparagcao de algoritmos futuros. E vélido ressaltar que
nao foi realizado nenhum estudo formal sobre a complex-
idade de tempo dos algoritmos apresentados, apenas os
resultados experimentais extraidos dos testes executados
em laboratério, que apresentam resultados satisfatérios
dado o tempo de execucao e o tamanho do grafo analisado.
Assim, cabe ao leitor uma andlise mais detalhada dos
algoritmos para sua propria conclusao. Também é vélido
lembrar que encontrar caminhos mais longos em grafos, é
um problema considerado NP-dificil e que os algoritmos
apresentados neste trabalho sao de tempo fatorial.

Na implementagao do algoritmo 5 usamos uma estrutura
de dados do tipo vetor, que armazena os vértices de P,.
Essa estrutura permite a verificacao das adjacéncias dos
vértices de P, em tempo constante e também é usada para
auxiliar o cdlculo do caminho entre os vértices de P, onde
¢é utilizado como parametro seus indices. Apés ter calcu-
lado o caminho entre os vértices de P, por uma iteracio, o
algoritmo concatena o caminho P, com o caminho de P,
calculado e faz a unido dos caminhos a partir das arestas
vv da definicao de grafo prisma complementar, retornando
desta forma o ciclo Cs,, com n > 5 analisado na Proposicao
2.

A Figura 15 ilustra a execucdo do algoritmo em um
grafo PnPn com n = 6. Onde a parte interna do grafo
representa Pnea parte externa representa o caminho Pn.

A implementacao e execugao do algoritmo foi realizada
usando a linguagem C++ e o compilador g++ em um
Sistema Operacional Linux Ubuntu versao 16.04.5 LTS,
um Intel(R) Core(TM) i5-4210U CPU @ 1.70GHz com
8GB de meméria RAM e 500gb de disco rigido.

O tempo de execugao (em milissegundos) para os grafos
PnPn, onde n varia de forma crescente de [10,500.000]
estao representados na Tabela IV e ilustrado no grafico
da Figura 16, onde o eixo x representa a quantidade de
vértices e o eixo y representa o tempo de execugao do
algoritmo.

Fig. 15: Exemplo de execugao do Algoritmo 5 em um grafo
PsPs.

Na implementagao do algoritmo 7 usamos uma estrutura
de dados do tipo matriz, onde cada uma de suas linhas
armazenam o vetor obtido pela verticalizacao da parte
triangular superior das matrizes de adjacéncias referentes
ao grafo Kn e suas n subarvores, que sao inseridas como
entrada do programa. Desta forma, pode-se ter a busca das
adjacéncias dos vértices de Kn cordal com n subarvores de
forma estatica e armazenando apenas os dados relevantes
das matrizes inseridas na entrada do programa, que sao
usadas para execugao do algoritmo. Nao usaremos uma
matriz n X n para armazenar cada parte do grafo, mas sim
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TABELA IV: Tempo de execucao do Algoritmo 5.

N° vértices Pn | Tempo de execucao (ms)

10 0,132828 ms
50 0,138433 ms
100 0,1469998 ms
500 0,1651832 ms
1.000 0,1829978 ms
10.000 0,6399396 ms
100.000 4,378896 ms
500.000 15,84056 ms
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Fig. 16: Grafico dos tempos apresentados pela Tabela IV,
que sao referentes ao Algoritmo 5.

um vetor de tamanho % para cada subéarvore de Kn.
Ap6s ter calculado os caminhos das maiores subdrvores
de Kn com n subarvores, o programa insere a lista de
caminhos mais longos a um arquivo de instancia .txt,
retornando entao todos os caminhos mais longos de Kn
com n subarvores.

O tempo de execugao (em milissegundos) para os grafos
Kn com n subarvores, onde n varia de forma crescente de
[5,500] e 0 nimero de vértices de suas subdrvores varia de
[10,100] para cada n, estdo representados na Tabela V e
ilustrado no grafico da Figura 17.

A implementacao e execucao do algoritmo foi realizada
usando a linguagem C++ e o compilador g++ em um
Sistema Operacional Linux Ubuntu versao 16.04.5 LTS,
um Intel(R) Core(TM) i5-4210U CPU @ 1.70GHz com
8GB de meméria RAM e 500gb de disco rigido.

TABELA V: Tempo de execugao do Algoritmo 7.

n/N° vértices das n subdrvores | Tempo de execugao (ms)
5/10 1,717316 ms
5/100 24,59682 ms
10/10 4,731928 ms
10/100 41,9352 ms
30/10 7,017278 ms
30,/100 132,0924 ms
50/10 10,234636 ms
50,/100 225,4336 ms
100/100 464,336 ms

200
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“’ I I
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Fig. 17: Grafico dos tempos apresentados pela Tabela V,
que sdo referentes ao Algoritmo 7.

IV. CONCLUSOES

No decorrer do trabalho, vimos que ha uma grande difi-
culdade de encontrar os caminhos mais longos em grafos e
definir a intersecgao de vértices entre eles, dado que é um
problema NP-dificil. Esse fato dificulta o desenvolvimento
de algoritmos em tempo polinomial dado a complexidade
do problema.

Visando determinar a dificuldade de problemas menores,
os estudos foram iniciados com andlises de classes mais
especificas de grafos e desenvolvendo alguns algoritmos que
nos auxiliaram a entender o comportamento dos caminhos
mais longos nestas classes e verificar de que forma suas
intersecgoes de vértices dos caminhos mais longos respon-
diam & pergunta de Gallai [4].

A principio foram estudados, grafos ponderados e grafos
prismas complementares onde conseguimos resultados
tedricos sobre os tamanhos dos caminhos, tamanho dos
grafos, resultados sobre suas interseccoes de vértices dos
caminhos mais longos e algoritmos que listam os caminhos
mais longos. Em sequéncia, foram estudados os grafos
arvores, grafos completos e grafos cordais, para os quais
foram criados algoritmos que calculam os caminhos mais
longos nos diferentes tipos de grafos.

Também foram apresentados resultados experimentais
que auxiliam o leitor na andlise do desempenho dos algo-
ritmos implementados em laboratdrio. Dado a dificuldade
de encontrar dados experimentais da implementacao de
algoritmos em caminhos mais longos, esta se¢ao é fornecida
para comparagao em trabalhos futuros e auxilio na com-
preensao do trabalho realizado na iniciagao cientifica da
qual este artigo é fruto. E valido ressaltar a auséncia de
um estudo formal sobre a complexidade de tempo dos algo-
ritmos apresentados na segao de experimentos, apenas os
resultados experimentais extraidos dos testes executados
em laboratério, que apresentam bons resultados dado o
tempo de execucao e o tamanho do grafo analisado.

Como trabalhos futuros, seria interessante alterar os al-
goritmos para que funcionem em tempo menor e encontrar
resultados tedricos e algoritmos para outros produtos de
grafos e outras classes de grafos, como k-drvores, grafos
exoplanares e grafos cordais.
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