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Примем обозначения

Dl
a,g(x)φ (x) =


1

Γ(−l)

x∫
a
[g(x)−g(t)]−l−1

φ (t)g′ (t)dt, l < 0

φ(x), l = 0
dn+1

d[g(x)]n+1 Dl−(n+1)
0g(x) φ(x), l > 0

(1)
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[
a b
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]
φ(x) =


1

Γ(−l)

x∫
a
[g(x)−g(t)]−l−1 F(a,b,c; g(x)−g(t)

g(x) )φ (t)g(t)′ dt, l < 0

φ (x) , l = 0[
g(x)]b

] dn+1

d[g(x)]n+1 [g(x)]−bF0,g(x)

[
a+b+1, b
l−n−1, x

]
φ(x), l > 0

(2)

где a , b и l – любые действительные числа; n – целая часть l; Γ(x) – гамма-функция;
F [. . . ] – гипергеометрическая функция Гаусса [1].

Имеет место
ЛЕММА 1. Пусть ϕ (x) ∈ L(0,1), l1 + l3 < 0, l3 < 0. Тогда почти всюду на (0,1)

выполняется соотношение

Dl1
0x2Dl3

0xφ (x) = 2l3 · xl3+1F0x2

[
−1+l3

2 , −l1− l3
2

−l1− l3, x

]
φ (x)

x
. (3)

Здесь l1, l3 - заданные действительные числа;
Доказательство. Рассмотрим случай. Когда l1 < 0, l3 < 0.
В силу определения (1) имеем

Dl1
0x2Dl2

0xφ (x) =
x−l1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

(x2− t2)−l1−1dt2
t∫

0

(t− y)−l3−1
φ (y)dy. (4)

После некоторых преобразований из (4), получим

I = Dl1
0x2Dl3

0xφ
(√

x
)
=

x−l1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

(x− t)−l1−1dt
t∫

0

(
√

t−√y)−l3−1
φ (
√

y)d
√

y. (5)

Менял порядок интегрирования, из (5) находим

I =
x∫

0

φ(y)d
√

y
x∫

y

(x− t)−l1−1(
√

t−√y)−l3−1dt, (6)

Произведя замену t = xz из (6), получим

I =
x−l1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

(
√

y)−l3−1
φ(y)K(σ)d

√
y, (7)

где

K (σ) =

∞∫
0

K1
(√

σz
)

K2 (z)dz, (8)
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K1 (z) = (z−1)−l3−1
+ , K2 (z) = (1− z)−l1−1

+ , (9)

σ =
x
y
, zl

+ =

{
0, z≤ 0
zl, z > 0

.

Для вычисления интеграла (8) воспользуемся преобразованием Меллина [1]

f ∗ (s) = M { f (x) ;s}=
∞∫

0

f (x)xs−1dx. (10)

Тогда учитывая соотношение [3]

M

xδ1

∞∫
0

ξ
δ2g1 (xξ )g2 (ξ )dξ ;s

= g∗1 (s+δ1)g∗2 (1−δ1 +δ2− s) , (11)

получим
M {K (σ) ;s}= K∗(s)K∗1 (s)K∗2 (1− s) . (12)

Далее в силу формулы [3]

M
{
(x−1)c−1

+ ; s
}
= Γ(c)Γ

[
1− c− s
1− s

]
, Rec > 0, Res < 1−Rec. (13)

M{ f (xp)}= 1
p

f ∗
(

s
p

)
, p 6= 0, (14)

M
{
(1− x)c−1

+ ; s
}
= Γ(c)Γ

[
s

s+ c

]
, Rec > 0, Res > 0 (15)

Находим

K1 ∗ (s) = 2Γ(−l3)Γ
[

1+ l3−2s
1−2s

]
, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, (16)

и

K2 ∗ (s) = Γ(−l1)Γ
[

s
s− l1

]
, Rel1 < 0, Res > 0, (17)

Подставляя (16), (17) в (12) получим

K ∗ (s) = 2Γ(−l1)Γ(−l3)Γ
[

1+ l3−2s 1− s
1−2s 1− l1− s

]
, (18)

Rel1 < 0, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, Res < 1.

Отсюда, применяя формулу [2]

Γ(2a) = 22a−1√
πΓ(a)Γ(a+1/2) , (19)

из (18) имеем

K ∗ (s) = 2l3+1
Γ(−l1)Γ(−l3)Γ

[ 1+l3
2 − s 2+l3

2 − s
1− l1− s 1

2 − s

]
, (20)
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Rel1 < 0, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, 2Res < 2+ l3.

В силу формулы [3]

M
{
(x−1)c−1

+ F (a,b,c;1− x) ;s
}
= Γ(c)Γ

[
1+a− c− γ− s, 1+b− c− s
1− s , 1+a+b− c− s

]
, (21)

Rec > 0, Res < 1+Re(a− c) , 1+Re(b− c) .

M {xp f (x);s}= f ∗ (s+ p), (22)

F(a,b,c;z) = (1− z)−aF(a,c−b,c;
z

z−1
), (23)

из (20), получаем

K(σ) =
2l3+1Γ(−l1)Γ(−l3)

Γ(−l1− l3)
xl1+

1+l3
2 y

l3+1
2 (x− y)−l1−l3−1

+ × (24)

×F(−1+ l3
2

,−l1−
l3
2
,−l1− l3;

x− y
x

).

Подставляя (24) в (7) и после некоторых преобразований получим равенство (3).
Аналогично доказывается случай, когда 0 < l1 <−l3. �
ЛЕММА 2. Если выполнены условия:

1)ϕ (x) ∈ L(0,1) ,2)l1 + l3 < 0, l3 < 0, l2 >−l1,

то почти всюду на (0,1) справедлива формула

Dl1
0x2

(
x2)l2 Dl3

0xφ (x) =

(
x2)l2−l1

2l3

x∫
0

y−l3−1G30
33

(
y2

x2

∣∣∣∣ 1+ l2− l1, 1, 1
2

3+l3
2 , 2+l3

2 , 1+ l2

)
φ (y)dy. (25)

Доказательство. Рассмотрим случай, когда l1 < 0, l3 < 0.
Тогда в силу определения (1) имеем

Dl1
0x2

(
x2)l2 Dl3

0xφ (x) =
1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

(x2− t2)−l1−1(t2)l2dt2
t∫

0

(t− y)−l3−1
φ (y)dy. (26)

После некоторых преобразований из (26) находим

I = Dl1
0xxl2Dl3

0
√

xφ(
√

x) = (27)

=
1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

(x− t)−l1−1t l2dt
t∫

0

(
√

t−√y)−l3−1
φ (
√

y)d
√

y.

Меняя порядок интегрирования получим

I =
1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

φ (
√

y)d
√

y
t∫

y

(x− t)−l1−1t l2(
√

t−√y)−l3−1dt. (28)
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Полагал t = xz из (28) находим

I =
1

Γ(−l1)Γ(−l3)

x∫
0

y−l1−l2−
l3+1

2 Q(σ)d
√

y. (29)

где

Q(σ) = σ
l2−l3

∞∫
0

zl2 f1(
√

σz) f2(z)dz, (30)

f1(z) = (z−1)−l3−1
+ ; f2(z) = (1− z)−l1−1

+ , (31)

σ =
x
y

; zl
+ =

{
0, z≤ 0
zl, z > 0

.

Используя формулу (11) из (30) получим

M{Q(σ);s}= f1 ∗ (s) f2 ∗ (1+ l2− s), (32)

Далее в силу формулы (13), (14), (15) находим

f1 ∗ (s) = 2Γ(−l3)Γ
[

1+ l3−2s
1−2s

]
, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, (33)

f2 ∗ (s) = Γ(−l1)Γ
[

s
s− l1

]
, Rel1 < 0, Res > 0, (34)

Подставляя (33), (34) в (32) получим

Q∗ (s) = 2Γ(−l1)Γ(−l3)Γ
[

1+ l3−2s 1+ l2− s
1−2s 1+ l2− l1− s

]
, (35)

Rel1 < 0, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, Res < 1+ l2.

На основании формулу (19) (35) имеем

Q∗ (s) = 2l3+1
Γ(−l1)Γ(−l3)Γ

[ 1+l3
2 − s 2+l3

2 − s 1+ l3− s
1
2 − s 1− s 1+ l3− l1− s

]
, (36)

Rel1 < 0, Rel3 < 0, 2Res < 1+ l3, 2Res < 2+ l3, Res < 1+ l2.

В силу формулы [2]

M
{

Gm′n′
p′q′

(
z
∣∣∣∣ a1,a2, ...ap′

b1,b2, ...bq′

)
;s
}
=

= Γ

[
s+b1, s+b2, ...s+bm′, 1−a1− s, 1−a2− s, ...1−an′− s
s+an′+1, s+an′+2, ...s+ap′, 1−bm′+1− s, 1−bm′2− s, ...1−bq′− s

]
(37)

− min
1≤k′≤m′

Rebk′ < Res < 1− max
1≤ j≤n′

Rea j, p′ = q′ ≥ 1, m′+n′ = p′,
n′

∑
j=1

(a j−b j)> 0

из (35) получаем

Q(σ) = 2l3 1
Γ(−l1)Γ(−l3)

G30
33

(
y
x

∣∣∣∣ −1+l3
2 , − l1

2 , −l2
l1 − l2, 0, −1

2

)
. (38)
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Подставляя (35) в (29) и после некоторых преобразований получим равенство (25).
�
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