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Resumen
En este articulo, estudiamos el problema de Cauchy a la ecuacion de Korteweg-De Vries en H® con
s > —%. Para ello utilizamos los espacios de Bourgain, X, y obtenemos buena formulacion local al
problema de Cauchy.
Palabras clave.Teorema de existencia local y unicidad, transformaciones integrales, aplicaciones de EDP en dreas
distintas de la fisica.

Abstract
In this paper, we study Cauchy’s problem to the Korteweg-De Vries equation in H® with s > —%. For this
purpose we use the Bourgain spaces, X 3, and we get good local formulation to the Cauchy problem.
Keywords. local existence and uniqueness theorems, integral transforms, applications of PDE in areas other than
physics.

1. Introduccion. En este articulo, tenemos como objetivo demostrar la buena formulacién local del
problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Korteweg-De Vries en H?, con s > —%,

1.1 { Ou (z,t) + O2u (x,t) + uP (x,t) Opu (x,t) =0

u(z,0) = up.

donde p € N.

La ecuacion (1.1) en el caso p = 1, denominada ecuacién de Korteweg-De Vries, [1], [5], [6], [7];ésta
ecuacién es un modelo de propagaciones de ondas débiles dispersivas no-lineales, [4], [9], [10], [11], [12].
Para establecer la buena formulacién local para el PVI asociado a la ecuacidon de KdV, utilizaremos los
espacios de la funcion X j, denominados los espacios de Bourgain,[2].

Estos espacios de funciones, tienen una norma dada en términos cuyo simbolo, es el operador lineal
asociado (en el caso 0; + ag), han sido muy utiles para comprender la interaccién entre los efectos no-
lineales y los efectos dispersivos. En este punto, las llamadas estimaciones bilineales, [8], desempefian un
papel principal para obtener resultados deseados.

2. Los espacios de Bourgain. En esta seccion definimos los espacios de Bourgain [2], ademas de [3,
pag 278] y [1] obtenemos

DEFINICION 2.1. Sean s,b € R, el espacio de Bourgain, denotado por X, es el subconjunto de
S’ (R?) definido por

2.1) X, = {u eS8 (R?) : |lullk., = / (&) () |[a (&, 7) P de dr < oo}
]R2
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donde o =1 — &3y (£) = (1 + [€]).

Los espacios X ; son espacios de Banach. Las siguientes propiedades de los espacios de Bourgain
serdn utilizadas en las siguientes demostraciones.

PROPOSICION 2.1. Si s,b € R, el espacio de Schwarts S (RQ) es denso en X, .

Demostracion: Sean v € X, y € > 0 arbitrarios. Consideremos la aplicacion v definida sobre R2?, es
decir

v:R%2 5 R?

&) =vEr)=a(§+¢%)

entonces v € L? <(§>28 <T>2b d§d7'> pues

10122 ¢y2e ry2eagar) = /R O™ () (&) dedr
_ /}R % (1) [a (€, 7 + )" de dr
= [0 =@ e P dedr’ = ul?, <.

Como el espacio S (R?) es denso en L? (<§>29 ()2 dde), existe una
pes (Rg) tal que

lle - U‘|L2(<§)25<T>2bd§d7) <€

ypara ¢ (§,7— &%) € S (R?), existe p € S (R?) 1al que 12(5,7’) = (&, 7 —&%). Porlo tanto

e =l = ||9 - ) = lle = vl 2 (g2 (ryaear) < &

L2((£)*(0)**dédr)

lo que demuestra la proposicion. 0
PROPOSICION 2.2. Seans € R y b > % entonces

X.p = C(R: HS (R))

Demostracion: Sea ¢ € S (R?), tenemos,

(1) (§)| d¢

— ‘ 2

ol ey = 500l Ol = sup [ ()
— 2 T 2
< [@swlow @] de= [ ©sw|e e ©) a
R teR R

teR
2.2) = /R ©*

Como b > % obtenemos por inmersion de Sobolev H®* — Co, C C'N L. Asi, utilizando (2.2) escribimos

’ d
Lo &

t

o) (9)]

2

dg

Hy(R)

2oo . C 2s eﬂ-tES/\
Il oy <€ [ (© o) (€]

—c [ [ @

_c /R (&> /R (N (3(€) (67 + €9) | drde

2.3) =Cllell%, , -

ERnIGING " drde

Por lo tanto, la aplicaciont € R — ¢ (t) € H? es acotada. Resta probar que tal aplicacion es continua.
Para ello tenemos que estimar

4 lett+m) - ol = [ @ [ 0 |dTrm©-e@©) &
R R
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Como ¢ € S (RQ), podemos mostrar que ¢ (t) € L}. Ademds de esto, tenemos

—

@5) e =[rm©] 0,

donde adoptaremos siempre la convencion que las variables x y t son llevadas en las variables £ y T res-

pectivamente por la transformada de Fourier. Definiendo, para casi todo &, la aplicacion g¢ (t) = cp/(?) &),
sigue de (2.5) que g € LL. Ast tiene sentido usar la férmula de inversion de Fourier en ge. Entonces en
(2.4), obtenemos

2

dg

\Y

Ge (t+h) — Ge (1)

|M&+M—w@ﬁp=A@W

—c [ "
(2.6) < c/ [/ |(e™ —1) @(g,T)mTrdg.

Asi obtenemos

2.7 /‘ ’hT— o T ‘d7'<2/\<p£, )| dr < oo,

2

dg

/ "G (1) (e“” —1)dr
R

para casi todo punto £, pues integrando la desigualdad (2.7) en la variable £, tenemos que la integral doble
de o es finita, por que p € S (RZ) . Luego la integral interna también es finita. Asi mismo, considerando
el limite cuando h — 0, y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos la continuidad
de ¢ (t). Asi mismo, podemos denotar la desigualdad (2.3), de la siguiente forma

(2.8) lelley marey < Cllelx,, . Yo € S (R?).

Para el caso general, consideremos u € X, . Por la proposicion 2.1, existe una sucesion {¢n, } meN €n
S (RQ) tal que @, — wen X, . Como el espacio de Bourgain es un subconjunto de S’ (RQ), tenemos

(2.9) om —u enS (R?).

Por la desigualdad (2.8), la sucesion {@m},,cn es de Cauchy en Cy (R : H®), como tal espacio es un
espacio de Banach, se sigue que existe f € Cy, (R : H®) tal que ¢, — f en Cy (R : H®), asi mismo
tenemos

(2.10) om — f  enS' (R?).
Por la unicidad del limite tenemos u = f. De esta forma pasamos al limite en (2.8), obtenemos
(2.11) lull e, ®pey < Cllullx,, paratodow € Xy,

lo que muestra la inmersion continua. O

3. El estimado bilineal. Establecidas las principales propiedades de los espacios de Bourgain, de [9,
pag 1701],[8], tenemos
DEFINICION 3.1. Sean s,b € R. Definamos la forma bilineal

3.1) B (u,v) = %81. (uv).

para todo u,v € Xg .
El principal resultado de estd seccidn es garantizado por:
TEOREMA 3.1. Sea s € ]—%, O}, entonces existe b € ]%, 1] tal que

(32) 1B (ww)lx,, , <Clully,,

donde u € Xy .
Demostracion: Para demostrar este teorema escribiremos la estimativa (3.2) en una forma equivalente
que serd mds conveniente para nuestros cdlculos. Definiendo § = —s € [0, % [ sigue, que si X5 = X_s3,

3.3) F&r) = (- a ) e L* (R?)
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y
(3.4) 1A lpzre = lullx,, = lulx_,,-
Utilizando el hecho

(3.5) Oy (u?) (§,7) = CE (U 1) (€,7)

podemos escribir (3.2) de la siguiente forma

1B (ww)lx,, , = |- =€) © 8. ()

272
L2L2

(36) —c|¢r—e)" e @)

272"
r2r2

Aplicando la definicién del producto de convolucién en la igualdad (3.5) y utilizando (3.3) podemos escribir
(3.2) en términos de la funcién f como

fE—&,7—m)(E—&) f&,mn) )

1B (w,u)|x,, , =C|k z L dgidn
o # (r-m)--a)) (&)
L3r2
3.7) < Cllullx,, =CIfl7zz
dOnde’];; = E(g,T) = WD
Asi mismo, el teorema 3.1 puede ser escrito de la siguiente forma equivalente
TEOREMA 3.2. Sea 6 = —s € [0, % [, entonces existe b € ] %, 1 [ tal que
¢ flE—&.7—n) (€~ €)" f (&) (&)’
nI=b 0 b s d6idn
(r—=&)7(8" Jre <(T—7’1)—(§—§1)3> (r— &)
LgL2

B8  <ClflLze

donde f € L? (R2) .

Probaremos la siguiente version del teorema 3.2, que es un resultado mds general.
TEOREMA 3.3. Sea § = —s € }%, % [, entonces existe b € ]%, 1[ tal que para cualquier b € ]%, b]
conb—b <min{b—3;1 — 51 sigue que

204 3
5 1
61717 i fl—& . 7—m) (€~ §1b> f(&1,7m1) <§b1/> déydr,
(r=8)7(0)" Jre <(T_ﬁ) _ (g_gl)3> (r - &)

39 <ClflZace

donde la constante ¢ = C (6,b,b — b') . Ademds de esto, (3.9) también vale para § = 0, con b € |3,
Vel

En un primer momento puede hasta aparecer extrafio cuando afirmamos que el teorema 3.3 es una
version mds general que el teorema 3.2, pues repare que hicimos una restriccion de la hipétesis sobre el
valor de §, el mdximo que podriamos afirmar por cuanto es que (3.8) sigue de (3.9), tomando b = V', desde
que tomamos 6 =004 € ] %, % [ En tanto, mostraremos, el caso § € ]0, %] , seguird de los casos § = 0 0
o€ ] %, % [ Por tanto, el teorema 3.3 es realmente un resultado mas fuerte que el teorema 3.2.

Demostracion: Teorema 3.3. Dividiremos la demostracion en etapas para facilitar la comprension.

[y

oo

Etapa 1.
Cuando ¢ = 0. Utilizando las notaciones A = (£, 7) y A1 = (§1,71), observamos que mostrar la desigual-
dad (2.11), es equivalente a mostrar la siguiente desigualdad

(3.10) FOD) fA =) k(A A1) dh

<CIFlz-
R2 Li
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donde

£ 1 1
(.11 k() = . . :
( ) <<T_£3> b) <<Tl _§?>b > <(T_T1) _ (g_gl)3>b

Asi mismo utilizando, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, proposiciones anteriores, el teorema de Fubbini,
un cambio de variable y denotando por I, el término de la izquierda en la desigualdad (3.10), obtenemos las
siguientes mayoraciones

r<|([ironsoa-ar dxl)w ([ o M)Fdh)m

L3

=IO FA= 200, TR,

A1

2
L)\

< QD) F A=A, sup[lEA M),
A1 A A1 Li
= [EOAD, 17 ODFO= 20,

IN

C (/11%2 IF ) /]Rz FO /\1)|2d)\d)\1>1/2

o ([ 150 [ 1rooran)

(o) 1 e (L um)”T

=ClIfl7:

que vale para cualquier b € |, 2] y cualquier b’ € |3, b].

IN

(3.12) =C

Etapa 2.
Cuando ¢ € ] %, %} . En este caso observemos que si
(3.13) &l <1 o [€-&I<1,
tenemos
(3.14) (€)' (€ -&) <C©’,
que reduce la estimativa al caso 6 = 0. De esta forma podemos asumir que
(3.15) €l >1 o Je—&l>1.

Por simétria podemos asumir también

(3.16) (r-m) - -a)|<|n-¢

s

pues si consideramos los cambios de variables o = 7 — 7y & = & — & el término de la izquierda en
(3.9) no se altera y ademads de eso por (3.16), obtenemos

(3.17) |2 — &5 < ’(7772)7(6752)3‘~
Abhora dividiremos la regién de integracién en (3.9) en dos partes
(3.18) m—&<|r=&]y |7-&| <|n-¢,

que son justamente las regiones Ay B.

Para acotar el término de la izquierda en (3.9) en la regién A basta utilizar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, proposicién anterior y aplicar el raciocinio empleado en (3.12), para obtener la misma acotacion.
Para acotar la regiéon B, consideremos

(3.19) F(A) = - F) A=) x (B) k1 (A, A1) dhy
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donde

¢ ()’ ) (€—&)°
(3.20) ki (A ) = — ) . .
1 (A A1) <<T£3> b<£>5> (<T1 ey <(T—T1)—(£—£1)3>b

A= (§7), M1 = (&,71) y x(B) es la funcién caracteristica del conjunto B. Tenemos que mostrar la
siguiente desigualdad

(3.21) IE Wl < C s

Para mostrar la desigualdad anterior, utilizaremos el siguiente hecho del analisis funcional

(322) v =suw | [ fade.g € 223 ol < 1]

1

que es verdadera para p,q € [1,00), satisfaciendo p~! 4+ ¢~! = 1. Asi mismo para mostrar (3.21) es

suficiente mostrar la siguiente desigualdad

(3.23) ’ / Foda
R2

2
<C Hf||L§ X (B) k1 ()‘7)‘1)”L§L§1 ||9||L§ , Vg € L3,

que es obtenida aplicando el teorema de Fubbini y la desigualdad de Cauchy-Schwarz dos veces al término
de la izquierda. De ahi, basta utilizar proposicién anterior y tomar g = 1 para obtener (3.21). De esta forma
el teorema 3.3 esta probado. [

Observemos que el teorema 3.3 es equivalente al siguiente resultado.

COROLARIO 3.1. Sea s € }—%, % [ entonces existe b € } %, 1 [ tal que para cualquier b’ € ] %, b[ con
b—b <min{p—11- g} se cumple

(3.24) 1B (u,u)|

2
Xopor SOl

donde la constante C = C (s,b,b — V') y la forma bilineal B es definida en (3.1). Por otra parte, (3.24)
también vale para s = 0, con b € }%, %] yb e ]%,b].

COROLARIO 3.2. Sea s € } 3.1 [, entonces existe b € ]%, 1 [ tal que para cualquier V' € }%, b[ con

102
b—b §m1’n{p— %;%— g}secumple
(3.25) 1B (wo)lx., , < Cllullx,, Ivlx,.,

donde la constante C = C (s,b,b — V') y la forma bilineal B es definida en (3.1). Por otra parte, (3.25)
también vale para s = 0, con b € }%, %] yb € ]%, b].
El corolario anterior nos informa que la aplicacion

(326) (’U,,U) € Xs,b’ X Xs,b’ — B (U,U) € Xs,b—l

es continua.

Observamos que el teorema 3.3 y en consecuencia los corolarios 3.1, 3.2 también valen cuando consi-
deramos 0 = —s € |0, 3].

Asi mismo, en lo sucesivo, cuando nos referimos al teorema 3.3 y los corolarios 3.1, 3.2, se entiende
que estamos utilizando s € |—32,0].

4. Resultado de buena formulacién local. En [9, pag 163], 05 (t) = 6 (6-'¢), § € ]0,1] , respaldado
también en [5, pag 306] y el trabajo realizado en [7], se tienen las siguientes proposiciones

PROPOSICION 4.1. Para cualquier b > 1 y s € R,
(4.1) 10 (571 ) V (D) uol ., < 822 fuol|

Demostracién: Se tiene

05 (t)u (t) = 0 (57"1) / / 775 (¢ — €)@ () dedr,
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asi que (0 (671) V (t) uo)/\ &, 71)= 50 (6 (t— &%) ug (§). De esto,

16 () V()

o [ / \o (= )[ (1 + &)™ 0+ 16D 7o (©) dedr

—c [asie@mer (2 [ Fee-enf fr-e)Par) i

Usando que b > % y 6 € ]0, 1] tenemos el siguiente estimado

# [[pee-en| a+lr-e)®
gc(S?/R‘@((S (t—gg))rdT—i—céQ/R‘@(é (t—gg))’2|7—€3\2bd7

< b+ ot
< 52,

Entonces

0@V @l < e [ (1+16%)" 1@ ©F dt = 8" uol .
R

y la prueba de la proposicion esta completa. O
PROPOSICION 4.2. Para cualquier s € Ry b € ] %, 1] se cumple

4.2) |6 (57'¢) v||XS < co(1-0)/2 Ivlly, ,

Demostracién: Como (6 (67't) v (z, t))A = (55(5)) *¢ 0, por la definicion de la norma ||-|| ., la

prueba se reduce a demostrar que, para a € R se cumple que
2
/ ‘ (59 *t 0] T)‘ (1+|r—a)®dr < 051_25/ T 1+ |7 —a)® dr.
R
Desde que
N 2
/ ]59 (57)‘ dr < +o0,
R

sigue

Regresando a

/ ‘((55(6)) * 6(7')‘2 I —a*dr = / |Db (e (t)0 (67 '7)) |2 dt.
R R
La regla de Leibniz muestra que

|D? (e**vf (571)) — e™vD (671)]|| L. < || D (™ 0) || 1. 10| 1 -

Notando que |0 < cy

| D" (e"tv) ]|, . :/R|a(7)|2|77a|2bd7,

solamente debemos acotar el término

/ leieto Db (57 ¢)|” dt.
R
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Pero el teorema de inmersion de Sobolev y el hecho que b > % lleva a

/’etatva ‘ dt<c(/ |ezat |2 dt—l—/R‘Db (eiatv)f dt) HDb9 (5_1.)Hi2
<c</R|v(t)|2dt+/R|T—a|2b P dT) 1D (572 7.

Por la identidad de Plancherel y puesto que b > % tenemos
R 2
0% (51 72 = [ 1ol 8 o) ar < es2 o
R

La prueba de la proposicion se concluye. 0
COROLARIO 4.1. Para cualquier s c Ry b € ] %, 1] se cumple

(4.3) 1667 ) v, < S o],

PROPOSICION 4.3. Si s € Ry b € |1,1], entonces

< 06(1_2b)/2 ||w||X
Xsp -

(4.4) H 5 't) / W (t (t') dt’

Demostracion: Empezamos escribiendo

1) /Ot W (t—t)w @) dt

o itr _ ited
5_1t) /R/Re“”gw & m)o (T — 53) % dédr

. itr _ ites
1) /R/Re”f@ (&7)(1—0) (r— &%) % dédr
4.5) =I+11

Por un desarrollo de Taylor tenemos

oo . T — 3
(4.6) =% Z—!a (0~ 1) /Rei(zw&s) (/R@(g,r) 95_?&) de.

Sea

k
th (67 1t) = o (2) 06 1) =or(t), k>1,

entonces, siguiendo el argumento en la demostracion de la proposicion 4.1 y las asunciones b < 1y < 1,
encontramos que

2 [ |~ 2 2 2 = ? 2 [ | 22
& [ [oron| (e inhar <o ([ o o] dr+ 6 [ |G on)| o ar
R R R
< a2 (|lguliz + |1 Deoel3 )
< b P (1+ k).
Asi, por la prueba de (4.1) y (4.6)

1+ k2
||I||XS‘},_Z — R kg2
k=1

w (&, T 79(7_63) dT)v
</R R

Hs
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fee
% (7 53>1 O
7—53) 2
</R 53)1 - dT) d¢
[ aer </| ol >|dr> d

@ (.7 )
e tarr e d) *

2

Pero

(1+1¢))?

1+|€|

0+
2s (577—)
S/R(H\&I) /<1+|T 5

2
<clulx,,

|
S dr d¢

puesto que b > , lo cual prueba la cota requerida para el término I de (4.5).
Ahora acotemos al término I1 de (4.5). Primero escribimos

II=-6 (5-%)/ i(ws+te?) (/ (1)(2353)@(5,7) dT> de
R T =

43
+0 1t // 1(m§+t7’) 79—)_(23 5 ) (g,T) deg
=1 + 1.

Usando la proposicion 4.1, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y b > + 5 se deduce que

(/]R (r—g3)t~* © )d> e
2
c5(1-20)/2 2s wE )| .
< o2 /R(HI&I) </|T§3<; 1+|T_§3d> de

R 1/2
5(1-20)/2 2s |w (&, 7)] d d
= /ROHED </r @<t (L4 =&)' "1+ r—¢3))’ ' ¢

< c5(1-2)/2

ML, <es0-20/2

g)

1/2

||wHX81b,1'

Finalmente, por (4.3) y la definicion del espacio de Bourgain X 1

_ _ 3
[ [ =D g ¢y arae

1-2b)/2
MLy, , < 072 —

Xsb

1/2
<C(5(1 26)/ (// 1|QU§, 2( |T §3|)2b(1 |§|)2S dfd7'>
+ T

< cd12/2 |y

Xsb—1"

Esto completa la prueba de la proposicion. 0

La prueba de la siguiente proposicion sigue los mismos argumentos a los usados en la demostracién de
la proposicion 4.3, asi que serd omitida.

PROPOSICION 4.4. Sean s € Ry b € | 4, 1], entonces

< c501-2)/2

4.7 H / W (t—t)w(t) dt’
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Demostracion: Similar a 4.3 0
PROPOSICION 4.5. Sis € R, b, b € |1, é [conb <V yé €]0,1], entonces parav € Xy tenemos

< ("B o)

(4.8) 16 (67"¢) ]|

s,b—1 =1

Demostracion: Para demostrar (4.8) usaremos dualidad, asi que probaremos el estimado

- s,1—0b

(4.9) lo (6t ofly - < el DA )

Este resultado seguird por interpolacion. Para esto necesitamos establecer las siguientes desigualdades

(4.10) 6 (6~ ) vll_ < esFlllx_,,,
y
@.11) 0@ )l <elvlx,,.,-

De, las desigualdades de Holder y Sobolev, tenemos

6 (67 ) vl =TV @0 ) 0ll oy = 106V () I 12
< 6t/ |V () J;SU||L2L§/3 < c5'/8 [V (1) J;SUHHHQ/S

= cot/8 ||U||X_s,1/8 < cs'/® ||UHX_S,1—b >

en donde usamos que 1 — b > £. Esto prueba (4.10).
Para probar (4.10) usaremos un argumento similar al utilizado para probar la proposicién 4.2. Puesto que

(6 (5_1t) v (x,t))/\ =051 %, D,

por la definicién del espacio de Bourgain X ;, es suficiente probar que para a € R
~ 2
.12) / N R c/ 2 (14 |7 — a)?0" ar,
R R

Puesto que Hé@\(é)H _ < oo tenemos que
Lt
~ 2 o
/’05_1 *4 v‘ d7§0/|v\ dr.
R R

| — a|2(1_b) dr = / |D2_bemtv (t)0 (571t) |2 dt.
R

A continuacién estimamos

~ |2
’9571 *¢ U
R

Usando la regla de Leibniz, tenemos

(4.13) HDtlfb (e"vs) — ety D} ~"0; <c ||Dtl*b (e"*v) ||L2 1051 100 -

Iz-

El primer factor en el segundo miembro de (4.13) se estima como sigue. Primero notemos que ||6s|| ;. <
+00. De esto, la identidad de Plancherel nos da

‘ 1/2
(4.14) | D ~° (e ||L2—</|v Wi —a*® ) :

Para acotar Hei‘”ng*bﬁg H usamos la desigualdad de Holder para obtener

L2

oDt < o], 1D -10,

Iz- Iz

con & + - = 1. Entonces elegimos p tal que 3 — 5 = 1 — b. Usando

@15) ool < e,y = [ DI+ b= al) 20
R
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Como la transformada de Fourier inversa es acotada de £24/(2¢=1) (R) en L7 (R) tenemos

2 291
(4.16) | D ~65]| .., < (/ \|T\H’596 (57)‘2‘“ dr)
R
2¢—1
1-b 5 s 24
Z(/“T 0 () dT) < +00.
R
Combinando (4.15) y (4.16) tenemos
@.17) "Dt 0s] o < ¢ [ BEP @t I = a)* =
R

Asi (4.14) y (4.17) dan (4.12). Los estimados (4.10), (4.11) e interpolacién dan la desigualdad (4.9) y la
proposicion queda probada O

Ahora podemos enunciar el resultado principal de éste articulo.

TEOREMA 4.1. Para cualquier ug € H* (R), s > =3 yb € |3, 1], existe T = T (||uo| z.) y una
solucion tinica de (1.1) en el intervalo de tiempo [—T, T satisfaciendo

“.18) we C(-T,T); H* (R)),
(4.19) ue Xgp C LZ’ZOC (R (L7 (R)) ,para 1 < p < oo,
(4.20) 0pu? € Xop1,

y

4.21) ou € X573,b71~

Ademds, dado T' € 10, T, la aplicacion ug — u (t) es suave de H* (R) a C ([-T",T']; H* (R)).
Demostracion: Definimos

Xa = {U S Xs,b : Hu”Xs,b S Oé},

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que o > 1.Entonces X, es un espacio métrico completo con
norma,

ullx, = llullx,, -

Paraug € H®, s > —%, definimos el operador
P t t
(4.22) Dy, (u) =11 (t) e 2y — T/HT() / e (t=7)0 Vs (1) Opu? (1) dr.
0

Probemos que la aplicacion ® define una contraccion sobre X,, .
Sea § = %. Usando las proposiciones (4.1), (4.2), (4.3) y teorema(3.1) deducimos

[Pug (W)l| x, = [[Pug (w)]

<Joetul,

s,b

Xsb

t
12112@) /0 ef(tf‘r)azwé (7_) c%uz (7_) dr

Xs,b
< Gt luoll g + C [lwsdav®|

< Ciljuoll g +C8° o ),
< Ct fluoll g + Co0® u Bk,

Como u € X, con nuestra eleccion de «

[e%
”(I)uo (U)HXSJ) S 5 +01500¢2.
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Si escogemos 0 tal que

P
~ 2méx {Cy,a?}’

entonces,
1®0, (@), , < o
Por lo tanto,
Dy, (u) € Xy.
Un argumento similar demuestra que para u,v € X,

[Buy (1) — D (0 ||ng_Hw1 -“T%() (42 (1) — 02 () dr

Xs,b
<cpau +”||Xs,b e =vllx.,
< QCpBO[ ||U - ’U”Xs,b

1
< slhu=vly,,-

Por lo tanto, la aplicacion ® es una contraccion de X, en si mismo. Por el teorema de punto fijo de Banach,
existe exactamente un punto fijo u de ®,,, (u) en X,, solucion de la ecuacion para T < p, es decir

t
(4.23) u (t) =1 (¢) e‘taguo - wlT(t)/ e_(t_T)agwg (1) Opu® (1) dr.
0
La regularidad adicional
we C([0,T): H® (R))

se prueba como sigue. Usando la ecuacion integral(4.23) y las proposiciones (4.4) y (4.5), para0 < 7 <
t<1lyt—7 < At resulta que

lJu(t) —u(T)] e <

u(t) fu(T)HHS

/T et T)ag’wz(A )o.ie (rydr -

e(tf'r)agu(t) —u(r P2 <tAt > Opu?

=y () —u(r)| 4 e (AT (|0,

Hs

+c

IN

~—

+c
Hs

Xs b1

IA

s,b/ —1

b—b’
< e % u () —u(r)|| 4 (AT ully
HS s
=o(1)
cuando At — 0, esto da la propiedad de persistencia. 0
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