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Resumen
En este trabajo se presenta el estudio de calibracion de un modelo matemdtico bidimensional para
el problema de contaminacion aérea urbana. Se asume principalmente que la contaminacion aérea
es afectada por la conveccion del viento, la difusion y las reacciones quimicas de los contaminantes.
En consecuencia se obtiene, de manera natural, como problema directo una ecuacion de conveccion-
difusion-reaccion. En el problema inverso se analiza la determinacion de la difusion, asumiendo que
se tiene una observacion de los contaminantes en un tiempo finito. Para resolverlo numericamente
se utiliza el método de volumenes finitos, se considera como funcion costo la de minimos cuadrados
y se calcula el gradiente con el método de sensitividad.

Palabras claves. Problema de Poincare-Perron, comportamiento asintético, ecuacién tipo Riccati.

Abstract
This paper presents the calibration study of a two - dimensional mathematical model for the problem
of urban air pollution. It is mainly assumed that air pollution is affected by wind convection, diffu-
sion and chemical reactions of pollutants. Consequently, a convection-diffusion-reaction equation is
obtained as a direct problem. In the inverse problem, the determination of the diffusion is analyzed,
assuming that one has an observation of the pollutants in a finite time. To solve it numerically
the finite volume method is used, the least squares function is considered as cost function and the
gradient is calculated with the sensitivity method.
Keywords. Poincaré-Perron problem; asymptotic behavior; Riccati type equations

1. Introduction. En los itimos anos se ha generado un gran impulso de los métodos ma-
tematicos aplicados a diversos fendmenos naturales y sociales. Entre estos se pueden senalar el
gran desarrollo alcanzado por la biomatematica, la dinamica de fluidos, el control automatico de
la ecologia y la meteorologia. Particularmente, esta tltima ciencia ha recibido mucha contribucién
desde el punto de vista matemaético, al formular modelos fundamentados en la teoria de dindmica
de fluidos (ver [11] y referencias citadas en este libro).

La vida urbana en las ciudades densamente pobladas, ha sido afectada por la contaminacién
aérea, producto de la emisién de gases en lo que actualmente se conoce como smog. Ahora para
estudiar este problema, desde el punto de vista matematico se ha recurrido a los fundamentos
tedricos desarrollados por la teoria atmosférica, la mecdnica de fluidos y la quimica. En efecto, a
continuacion se recuerdan algunos aspectos de estas teorias.

Histéricamente, la teoria atmosférica se remonta a los griegos, dado que alrededor del ano 460
antes de Cristo, fue la primera vez que se registra la medida de la velocidad de los vientos. En
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este mismo hecho se realiza la elaboracién de instrumentos que eran capaces de medir la fuerza y
direccién de los vientos. A partir de este punto histérico no se reportan grandes hitos hasta el 1450,
ano en el cual el matematico italiano Leone Battista Alberti desarrollé el primer aerémetro que
consistia de una placa en forma de disco perpendicular al viento. Este instrumento fue utilizado para
medir la velocidad del viento basado en el dngulo entre el disco, su posicion original y la posicién
de desplazamiento. Posteriormente en 1667 Robert Hooke desarrollé un dispositivo similar, que
consistia de una hoja de metal colgada verticalmente. En 1846, el fisico irlandés John Thomas
Romney Robinson, inventé un aerémetro que consistia de cuatro copas hemisféricas montadas en
un eje vertical. En 1892, William Henry Davies invent6 un nuevo aerémetro que mide la presién a
partir de la diferencia de presiones que ocurren por el viento que ingresa directamente en el tubo
y la que ingresa por los costados, estableciendo que la diferencia de presiones es proporcional al
cuadrado de la velocidad del viento.

Otra contribucién importante a la meteorologia, es la elaboracién de barémetros para medir la
presién. En este sentido el punto inicial fue dado por Evangelista Torricelli en el ano 1643, quién
construyé un barémetro basado en una columna de mercurio. El descubrimiento importante dado
por Torricelli, fue que el cambio en la altura del mercurio depositado en la columna es debido al
cambio de la presién atmosférica.

Por otro lado, probablemente en una tercera contribucién de relevancia a la meteorologia, se
encuentra el descubrimiento del termoscopio desarrollado por Galileo Galilei alrededor del ano
1600. Este instrumento fue desarrollado para estimar la temperatura en base a la expansién del
aire. El instrumento no tenia una escala y no era confiable, sin embargo, combinado con las ideas
de Torricelli condujo al descubrimiento del termémetro en el siglo XVII impulsado por el aleman
Gabriel Daniel Fahrenheit y el sueco Anders Celsius.

El primer tedrico de la meteorologia fue Aristoteles quien explicé la causa de los vientos, las
nubes, la lluvia, entre otros fendmenos meteoroldgicos. A partir de las contribuciones tedricas de
Aristoteles la ciencia meteorolégica recibid los impulsos senalados anteriormente en el descubrimien-
to de los instrumentos, sin embargo, se puede senalar que otro de los cientificos que contribuyé al
estudio del clima fue Lewis Fry Richardson, a quien se debe el uso de ecuaciones para describir
el clima y lo utiliz6 en la segunda década del siglo XX. Es debido también a Richardson la idea
de utilizar métodos numéricos para resolver las ecuaciones diferenciales que sirven de modelos
basicos en la meteorologia. Posterior a los trabajos de Richardson hay un vacio que fue retomado
por John Von Neumann alrededor del ano 1946, quien aproveché los incipientes inicios de la era
digital para perfeccionar las ideas originales de Richardson. El hito desarrollado bajo la direccién
de Neumann es el primer computador que predice el clima basado en informacién experimental y
métodos numéricos.

A partir de inicios del siglo XX y mayormente con el desarrollo industrial, los interéses de los
meteordlogos y de cientificos de areas afines se vieron incentivados por un fenémeno llamado conta-
minacién del aire o contaminacion atmosférica. Es claro que este fenémeno siempre estuvo presente
desde inicios de la historia de la tierra, pero con la ayuda del conocimiento cientifico, la humani-
dad se dio cuenta que una contaminacién atmosférica desmesurada conllevaria a la destruccién del
planeta. En consecuencia, esto originé el estudio del fenémeno de contaminacion.

Algunos puntos importantes en el estudio de la contaminacién son los siguientes. En 1905 Ha-
rold Antoine Des Voeux, describié la combinaciéon de humo y neblina en varias ciudades de Gran
Bretana. En 1947 se cred un control de contaminacién del aire en Los Angeles, imponiendo varias
restricciones de comportamiento urbano, ademas, a partir de ese ano varias ciudades densamen-
te pobladas en todo el mundo comenzaron a tratar el tema que actualmente es conocido como
smog. Actualmente este tema es tratado a niveles legislativos como un tema de salud publica, sin
embargo, no existe ain una teoria suficientemente desarrollada que pueda sugerir tomar acciones
que controlen el problema sin afectar el normal funcionamiento de las urbes. Por ejemplo, varias
ciudades han optado por restricciones vehiculares, el establecimiento de zonas industriales alejado
de las poblaciones humanas, etc. En este punto es donde se manifiesta la necesidad de un desarrollo
tecnolégico avanzado como por ejemplo el invento de filtros, la generacién de energia limpia, etc.
Una de las primeras aproximaciones al problema del smog en las ciudades se hizo desde el punto
de vista quimico en los laboratorios. Un marcado desarrollo de este enfoque se encuentra en los
diversos trabajos de la época del ano 1950 y que estudian los problemas del smog en Londres. La
contribucién importante de este tipo de trabajos es que permitié comprender las diferentes reac-
ciones quimicas que ocurren en la contaminaciéon aérea y lo peligroso que esto puede ser para el
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hébitat humano. En particular este desarrollo asociado con el desarrollo computacional implicaron
la creaciéon de modelos mateméaticos que permiten la simulacién numérica.

Actualmente existen diversos tipos de modelos matematicos para la contaminacién aérea. La
mayor parte de estos modelos esta basado en ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, y en
general la incégnita principal es la concentracion del contaminante o contaminantes. En términos
generales se puede decir que estos modelos matematicos son elaborados para simular la concentra-
cién en el tiempo de un cierto contaminante y la forma de las ecuaciones es consecuencia de las
hipétesis realizadas con respecto a las reacciones quimicas.

En este trabajo el modelo matemaético que se estudia es una ecuacién diferencial parcial de tipo
conveccién-reaccion-difusién y se destacan fundamentalmente tres tipos de interés en su estudio:
a) un buen planteamiento matemdtico, b) el estudio numérico y c) la calibracién del modelo en
términos de informacion de las estaciones de monitoreo.

2. Problema directo e inverso.

2.1. Problema directo (Modelo Matematico). Sea 2 C R™ una regién limitada de R”
(n =26 n = 3) con frontera suficientemente suave denotada 9€2. Ademds se denota por n la normal
de 99. Ahora, siguiendo la metodologia estandar de la mecénica de fluidos, se puede establecer un
modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales parciales ver [9, 10, 12, 13, 14, 15, 16] para
mayores detalles. En efecto, aplicando el balance de masa en un contaminante quimico, y tomando
en consideracién el transporte (conveccién), difusién y reaccién, implican que la concentracién
u = u(x,t) de contaminante gaseoso debe satisfacer una ecuacién diferencial del siguiente tipo:

% + div(U u) = dlv(d grad(u)) e ku, si (X,t) c QT =0 x [OaT]a
(2.1) 9 ety =0, si (x,t) € 99 x [0, T,

On

u(x,0) = up(x), six € Q,

donde v es la velocidad con viento, d es el coeficiente de difusién y k es el coeficiente de absorcién.

En este trabajo se supone que la velocidad del viento es independiente de la concentracién
del contaminante. Asi mismo, se asume que d depende solamente de la posicién espacial y k es
una constante positiva. Esta simplificacion es debido a que el interés fundamental del trabajo es
enfocado en el problema inverso de calibracién del modelo. Es conveniente notar que apesar de
las simplificaciones este modelo es valido en situaciones reales de contaminacién en dreas urbanas
[4, 9].

2.2. Problema inverso (Problema de calibracién). Algunos de los pardmetros o datos
en el modelo (2.1), pueden ser obtenidos por mediciones fisicas, en este grupo se encuentran por
ejemplo la velocidad del viento y la condicién inicial. Sin embargo, otros parametros, por ejemplo
d y k deben ser estimados o identificados a partir de observaciones. En este sentido se define
matematicamente un problema de calibracién del modelo matemético. Este problema es formulado
de la siguiente manera:

Dada una funcién de observacién u°**(x),x € €, y en un tiempo T (fijo),

(2.2) encontrar d y k de tal modo que la solucién u(x, t) del problema (2.1) sea

obs (

lo més cercana posible de u®°*(x).

La funcién u°* en la practica es obtenida via experimentacién (en el caso de laboratorio) o via las
estaciones de monitoreo en casos reales.

Para analizar y resolver el problema inverso (2.2), hay que resolver el siguiente problema de
optimizacion:

(2.3) man d, k) / lu(x,t) — u® (x)]|2dx,

sujeto a que u sea solucién de (2.1).
Este problema inverso ha sido estudiado de manera preliminar para el caso el cual k y d son
constantes, por Omatu y Matumoto [13, 14]. Ademds, considerando datos reales se obtuvieron
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algunos resultados en [9]. También, utilizando optimizacién vectorial hay resultados como el repre-
sentado en [5]. En esta trabajo se estudia la identificacién de los pardmetros en el coeficiente de
difusién, asumiendo que tenga la siguiente forma polinémica:

m—1 n
d(x) =00+ Y 050 (w;—0;:)"
j=1 i=1

y se identifican los pardmetros 0; ;.

3. Principales resultados. En esta seccién se listan las principales conclusiones del anélisis,
para detalles extensos consulte [8].

3.1. Buen planetamiento de (2.1). El problema directo es analizado en el contecto de
soluciones débiles en espacios de Sobolev. Se demuestra que el problema (2.1) es bien puesto en el
sentido de Hadamard.

3.2. Existencia de soluciones de (2.2). La existencia de soluciones para (2.2) es una con-
secuencia de la dependencia continua de la soulucién de (2.1) con respecto a los coeficientes. En
efecto, este hecho implica que la funcién costo definida en (2.3) sea continua y en consecuencia
asegurar la existencia de soluciones sobre conjuntos compactos.

3.3. Solucién Numérica. La aproximacion numérica para tratar el problema inverso es si-
guiendo la metodologia dada en [7]. Es conveniente notar que al hacer uso de la formulacién como
problema de optimizacién, la aproximacion numérica natural de la solucién del problema inverso es
la aplicacién de métodos provenientes de la optimizacion numérica tales como: gradiente, Newton
y cuasi-Newton. En todas estas técnicas, el paso fundamental es el cdlculo numérico del gradiente.
Dicho célculo no es una tarea sencilla. Siguiendo las ideas de la teoria del control 6ptimo, se tienen
al menos dos maneras para el cdlculo del gradiente: la introducciéon de una ecuacién adjunta y
mediante la definicién de un sistema de sensibilidad. En la presente trabajo se optd por el sistema
de ecuaciones de sensibilidad. Para ser més presisos la discretizacién de (2.1) se desarrollé me-
diante un esquema de volumenes finitos siguiendo las ideas de Afif y Amaziane [1, 2, 3]. Luego, la
discretizacién de (2.2) se realiza mediante el método del gradiente conjugado, donde el gradiente
es calculado via una ecuacion de sensitiviad discreta.
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