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DESPRE STABILITATEA iIN SENS LYAPUNOV A PUNCTELOR STATIONARE

iN PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI

Elena CEBOTARU

Universitatea Tehnica a Moldovei

Se considera problema newtoniand marginita a opt corpuri. Se studiaza conditiile de existentd a configuratiei prob-
lemei si se determina solutiile stationare (pozitiile de echilibru) in problema marginita de opt corpuri cu simetrie in-
completa. Se cerceteaza stabilitatea In sens Lyapunov a punctelor stationare stabile in prima aproximatie.

Cuvinte-cheie: problema newtoniand, configuratie, solutii particulare, puncte de echilibru, ecuatii diferentiale de
miscare.

ABOUT LYAPUNOV STABILITY OF STATIONARY POINTS IN THE RESTRICTED
PROBLEM OF EIGHT BODIES

The Newtonian restricted problem of 8-bodies is considered. The conditions of existence of the configuration are studied
and the stationary solutions (equilibrium positions) in the restricted problem by eight bodies with incomplete symmetry
is determined in this paper. We investigate Lyapunov stability of stable stationary points in the first approximation.

Keywords: Newtonian problem, configuration, particular solutions, equilibrium points, differential equations of motion.

Introducere

Este cunoscut faptul ca problema newtoniana a n-corpuri nu este rezolvabila in caz general si ca au fost
depuse numeroase incercari pentru a gasi solutiile ei particulare exacte. Specialistii in dinanica cosmica
cunosc foarte bine lucrarea lui A.Wintner [1], in care el a introdus o clasa speciald de astfel de solutii, si
anume — solutiile homografice si a formulat conditii suficiente de existenta a lor. Deoarece aceaste conditii se
reduc la cerinta ca corpurile trebuie sa formeze o configuratie centrala pentru orice moment de timp, acestea
au devenit subiectul multor lucrari. Trebuie remarcat faptul ca, din punct de vedere istoric, problema confi-
guratiilor centrale a fost formulata mai intai de Laplace.

In ultimii ani au fost dezvoltate noile tehnologii computerizate moderne. Aparitia, de exemplu, a sistemului
de calcul algebric Mathematica, care este un instrument foarte puternic pentru a face atat calculele simbolice,
cat si numerice, a oferit posibilitatea de a aborda altfel problema configuratiilor centrale. Mentionam cé in
multe cazuri s-a dovedit a fi posibil sa se construiasca nu doar solutii aproximative, ci si solutii exacte ale
ecuatiilor diferentiale de miscare.

De asemenea, trebuie subliniat faptul ca orice problema marginita a n-corpuri este o problema tipic hamil-
toniand. Problema stabilitatii solutiilor sale stationare In sens Lyapunov poate fi rezolvatd doar in cadrul
teoriei KAM (teoria solutiilor conditional-periodice ale lui A.N. Kolmogorov, V.I. Arnold, J.Moser).

.....

ale problemei newtoniene marginite si plane a 8-corpuri cu simetrie incompleta.

Descrierea configuratiei

Fie ca in spatiul neinertial de coordonate Poxyz are loc miscarea a opt corpuri Py, P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P,
fiecare avand, respectiv, maselem,, m;, m,, m;, m,, my, My, & ce se atrag reciproc in corespundere cu
legea atractiei universale. Se cerceteaza modelul dinamic plan format dintr-un patrat, in varfurile caruia se
afld corpurile P1,P2,P3,P4, celelalte doud corpuri Ps,Ps, avand masele m, =mj, se afla pe diagonala P:Ps a

patratului la distante egale de corpul Po, amplasat in originea de coordonate si in jurul céaruia se roteste
aceasta configuratie cu o viteza unghiulara constantd @, determinata din parametrii modelului (Fig.1).
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Fig.1 Configuratia cercetata.

Se determina ca daca Pi(1,1), P2(-1,1), P3(-1,-1), Ps(1,-1), Ps(ax, ), Pe(-x ,-x), my =1, m, =m,,
atunci existd asa valori ale parametrilor M, si & care asigurd existenta configuratiei.

Determinarea solutiilor stationare in problema marginita

Se studiaza miscarea masei infinit mici x (asa-numitul corp ce graviteza pasiv) in campul gravitational
format de cele sapte corpuri Po, Py, P2, P3, P4, Ps, Pg, ce se atrag reciproc si atrag corpul P. Ecuatiile miscarii
acestui corp in sistemul cartezian cu rotatie P,Xyz in planul z = 0 au forma [1]:

2 — p— J—
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(ca=x)"+(-a=-y) P ((a=x)+(a-y))
Determinarea solutiilor stationare ale sistemului (1) se reduce la rezovarea a doud ecuatii algebrice iratio-
nale in raport cu X,y:
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Solutia grafica a sistemului (2) a fost obtinuta cu ajutorul pachetului grafic al sistemului Mathematica. De
exemplu, pentru valorile admisibile ale parametrilor m, =0.01,  =0.8584, aceasta este indicata in Figura 2:

h}

Fig.2. Graficele lui f si g pentru m, =0.01si o =0.8584.

Punctele ce se afla pe dreptele ce trec prin centrul configuratiei si orice varf al patratului au fost numite
pozitii radiale de echilibru (notate pe viitor prin N;). Celelalte puncte au fost numite pozitii bisectoriale de
echilibru (notate pe viitor prin S;).

Aplicatia FindRoot, care are la bazd metoda de iteratii a Iui Newton, da posibilitatea de a determina
valorile aproximative ale pozitiilor de echilibru cu o exactitate destul de mare:

FindRoot[{f==0,9==0},{X,Xo}.{Y.Yo}].
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Tabelul 1 contine coordonatele unor puncte stationare calculate pentru careva valori admisibile ale lui
msi «.

Tabelul 1
Coordonatele unor puncte stationare

my a > N > " S *

X y X y
0.01 0.8584 1.15597 1.15597 1.41168 -0.12379
0.01 0.8585 1.15604 1.15604 1.41684 -0.05223
0.1 0.715 1.34188 1.34188 1.34865 -0.45766
0.1 0.717 1.34324 1.34324 1.44139 -0.11335
1 0.48965 1.63351 1.63351 0.93934 -1.05917
10 0.291 1.84521 1.84521 2.19692 -0.00052
100 0.2 1.82945 1.82945 0.82914 -0.02594
1000 0.2 1.81083 1.81083 2.10424 -0.05038

Studierea stabilititii in prima aproximatie

Pentru studierea stabilitatii punctelor Ni, Si in baza primei metode a lui A.M. Lyapunov trebuie de efectuat
linearizarea sistemului de ecutii diferentiale (1) in vecinitatea fiecarui punct stationar N;, S;, transcriind in
prealabil ecuatiile miscarii punctului ce graviteaza pasiv in forma normala Cauchy si de cercetat proprietatile

valorilor proprii (notate A,i=14.) ale matricei sistemului linearizat [2,3]. Variind valorile parametrilor
M, si &, s-a obtinut ca exista asa valori ale parametrilor m, si &, pentru care doar punctele stationare bisec-
toriale Si ale problemei marginite a opt corpuri sunt stabile in prima aproximatie (Tab.2).

Tabelul 2
Valorile proprii ale matricei sistemului linearizat
N, S1
™ “ A 2oy A 2o A
0.01 0.8583 +1.30918 | +1.12374i | +0.28434i +0.51826i
0.01 0.8584 +1.30792 | +£1.12295i | +0.49471i +0.32201i
0.01 0.8585 +1.30666 | +1.12216i | +0.45941i +0.36935i
0.01 0.85853 +1.30627 | +£1.12197i | +0.00440+0.36926i | +0.00440—0.36926i
0.1 0.715 +1.19131 | £1.06789i | +0.34443+0.53193i | +0.34443—0.53193i
0.1 0.717 +1.17894 | +1.06051 | +0.40784+0.56449i | +0.40784—0.56449i
0.48965 +1.36716 | +1.30616i | +0.74472+0.82809i | +0.74472—0.82809i
0.505 +1.23329 | +1.12811i | #0.75807 +0.83104i | +0.75807 —0.83104i
10 0.291 +2.50383 | +2.63038i | +1.6617+1.88497i +1.6617 —1.88497i
100 0.2 +8.22619 | +8.56881i | +15.3124 +8.390991i
1000 0.2 +27.1564 | +28.07091 | +17.7615+19.8928i | +17.7615—19.8928i

De exemplu, punctul stationar S cu coordonatele X =1.41168,y" =-0.12379, determinat pentru
m, =0.01si & =0.8584, este liniar stabil, deoarece valorile proprii ale matricei sistemului linearizat au
partea reald nula: +0.49471i;+0.32201i.

Studierea stabilitaitii in sens Lyapunov

Studierea stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor stationare ale sistemelor hamiltoniene de ordinul patru
se poate realiza doar in baza teotemei Arnold-Mozer [2,3]. Pentru aceasta trebuie de trecut la sistemul
hamiltonian de ecuatii diferentiale cu functia lui Hamilton:
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1 mlL 1 N 1 J
(x2+y2) \/(x—1)2+(y—1)2 \/(x+1)2+(y+l)2 (3)

h=o(yp,—xp, )+ 3 (p7+ pf)—\/

1 1 1 1
-m, + —-m, + ,
JO+1 +(y-1)  J(x=1) +(y+1)° ] {\/(Xa)z t(y-a) J(x+a) +(y+a) J
Studiind stabilititea in sens Lyapunov a punctelor stationare (ce au coordonatele fazice
(x*, y.p.=—wy,p.= a)x*)), e necesar de exprimat hamiltonianul h prin coordonatele hamiltoniene locale:
X y
X =x-x,
Y=y-y, @)
IDX = px - px*'
I:>Y = py - py"
si apoi de construit descompunerea sa in serie Taylor in vecindtatea punctului de echilibru X =Y =P, =P, =0.

in noile coordonate fazice {X Y,P,R } hamiltonianul se exprima prin formula:

H =a1((Y+y*)(PX + px*)—(x +x*)(PY + py*))+%((PX + px‘)2+(|:>Y + py*)zj_

1

\/((X +x’°)2 +(Y + y*)z)

—m 21 T 21 2 |
\/(X +X 1) +(Y +y 1) \/(X +X +1) +(Y +y +1)
_m 1 N 1 ~ ®)
7

X + :
\/(X +X*—a)2+(Y+y*—a)2 \/(X +x*+oz)2+(Y+y*+oz)2
Vom studia, de exemplu, punctul stationar S cu coordonatele X =1.41168,y =-0.12379, determinat

pentru m, =0.01si a=0.8584. Pentru acest punct de echilibru valorile proprii ale matricei sistemului

linearizat sunt numerele +0.49471i;+0.32201i, deci este liniar stabil.

Descompunerea intr-o vecinatate destul de mica a punctului S in serie de puteri ale hamiltonianului cu
exactitatea pana la puterea a patra a coordonatelor X,Y si a impulsurilor Px, Py are forma:

H =H, (X,Y, P, P, )+ Hy (XY )+ H, (X,Y)+R,(X,Y), (6)
unde H,,(k=2,3,4), suntegale cu:
H, =0.5(-0.68942X* +0.32466Y* + P} + P? +
+0.17922 XY +1.19431(YPX - XR, ))
H, = 0.1667 (1.4248X ~0.7599X 2Y —2.007XY? +0.1931Y°) ®)
H, =0.041679(—4.01396 X * +3.7127 X *Y +
+11.6388X Y2 —2.8827XY® —1.5419Y %)

(7)

)

23



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2018, nr.2(112)

Seria “Stiinte exacte si economice” ISSN 1857-2073 ISSN online 2345-1033 p.19-25

Teorema lui Birghoff despre normalizarea hamiltonianului denota ca trebuie de gasit o transformare ne-
degenerata de forma [2,3]:

=B, G2 (10)

P,

unde B, este o matrice simplectica necunoscutd de dimensiunea 4x4. Stabilim cd pentru punctul S asa o
matrice simplectica B, exista:
0.655878 -0.96524 -1.88012 —1.43332

B - 422743 -4.70206  0.7917 1.79003 1)
* 7| -1.59432 2.34632 -0.148299 —0.758111|

0 0 0.968621 0.658175

Efectuand transformarile corespunzatoare (10), formele K,,K,, K, ale hamiltonianului K (H scris in
noile coordonate) se vor determina din relatiile:

Ko =20, (0 + 07 )30 (P2 +02) ~0.247350( B+ ) -0.161002(pi +F). (12

K, =-1.52247 p} —2.75988 p/ p, —0.560614 p, p> +0.555805 p; +
+4.33427 p?q, +13.6424 p, p,q, +8.14701pZq, +11.8376 p,g° +
8.80617 p,q” —1.65267q° —5.45395 p’q, —16.1243p, p,q, — (13)
-9.30725p2q, — 25.8349 p,q,q, —18.3724 p,q,q, + 7.0171g7q, +
+14.0106 p,q? +9.47119 p,q2 —9.479830,02 +4.134¢?,
K, =—1.74247 p? — 2.96036 p?p, + 2.1337 p p2 +5.36404 p, p’ +
+1.99884 p; +11.3635p’q, +44.9959p] p,q, +47.2451p, p>q, + (14)
+12.9554 p3q, +30.1269 pq; +33.4298p, p,q; —2.83397 pZq’ —
—22.8284p, ¢ —43.3045p,0° — 22.588¢; —13.7101p’q, —
~52.0847 p? p,q, —53.0885p, p5q, —14.0642 p3q, —64.3346 p’q,q, —
—65.2487 p, p,0,d, +11.9894 pZq,q, +84.7749p, 0/ q, +
+151.297 p,q’q, +99.8009¢°q, +34.0675p/q’ +30.8765p, p,q; —
—9.92384 p’q; —103.733p, 0,07 —175.458p,q,q; —164.820°q; +
+41.8947 p, q; +67.5526 p,qs +120.569q, q; —32.95817;,.

Teorema Arnold-Mozer impune constructia sirului de transformari canonice nedegenerate de forma

(Ch’%’ UF pz) _>(‘91! 0,,7,, 2'2) _>('//1’W2’T1’T2)’ (15)
in baza carora

K (0G0 Py ;)= F (6.0,,70,7,) = Fy (70,7, ) + (6, 0,,70,7, ) + Fy (6, 6,,70,7, ) + .=
EW(Wl’l//Z’TUTZ):WZ (Tl’T2)+W4 (T11T2)+W5 ('//11‘//21T1’T2)+-"v

si care ar anula forma de ordinul trei in hamiltonianul transfomat si ar exclude din forma de ordinul patru
unghiurile fazice, lasand cu toate acestea forma patratica coresunzatoare F, (z’l, z’2) neschimbata [2,3].
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Efectuand transformarile (15), se obtine pentru hamiltonianul W in vecinitatea punctului stationar S cu
coordonatele X =1.41168, y" =-0.12379, calculate pentru m, = 0.01, a =0.8584, forma finala:

W (l//l’ ‘//2'T1’T2) =W, (Tl’TZ ) +W, (T1'T2 ) +F (l//l’ Wy 1, T, ) +.
unde
W, (Tl,TZ) =o,1, —o,1, =0.49470788472448207T, —0.32200478020850365T,,  (16)

W4 (Tl ! TZ) = C20T12 + CllTlTZ + C02T22'
c,, =-41.5987,c,, =-458.902,c,, = 64.1789 . @an
W, (o,,0,)=65.918 0.

Rezultate similare au fost obtinute si pentru celelalte pozitii bisectoriale de echilibru S;. Astfel, se poate
concluziona ca punctele stationare stabile in prima aproximatie sunt stabile si in sens Lyapunov.

Concluzii

Exista aga valori ale parametrilori m; si ¢, pentru care punctele stationare ale problemei marginite a opt
corpuri sunt stabile nu doar in prima aproximatie, dar sunt stabile si in sens Lyapunov.
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