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DETERMINAREA PUNCTELOR DE ECHILIBRU
iN PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI

Evghenii GREBENICOV], Elena CEBOTARU

Universitatea Tehnica a Moldovei

Se considerad problema newtoniana marginita a 8 corpuri. Se studiaza conditiile de existentd a configuratiei problemei
si se determina solutiile stationare (pozitiile de echilibru) in problema marginita de opt corpuri cu simetrie incompleta.
Calculele analitice si numerice sunt efectuate cu ajutorul sistemului Mathematica.

Cuvinte-cheie: problema newtoniand, configuratie, solutii particulare, puncte de echilibru, ecuatii diferentiale de
miscare.

DETERMINATION OF EQUILIBRIUM POINTS IN THE RESTRICTED PROBLEM OF EIGHT BODIES

The Newtonian restricted problem of 8-bodies is considered. The conditions of existence of the configuration are
studied. The stationary solutions (equilibrium positions) in the restricted problem by eight bodies with incomplete
symmetry is determined in this paper. Analytic and numerical calculations are done by with the system Mathematica.

Keywords: Newtonian problem, configuration, particular solutions, equilibrium points, differential equations of motion.

Introducere

Problema newtoniana a n corpuri este una dintre cele mai cunoscute probleme ale matematicii, mecanicii si
ale astronomiei clasice. Aceasta problema a fost formulata de I.Newton cu mai mult de 300 de ani in urma si
consta in studierea miscarii a n corpuri in cAmpul gravitational newtonian. Descrierea sa este foarte simpla [1]:

Fie ca in spatiul euclidian tridimensional autonom O&n¢ avem n (n=1,2,3,...) puncte materiale P1,P>,...,Pn,
avand masele cunoscute mi,mo,...,m, ,ce se atrag reciproc conform legii de atractie a lui Newton. Trebuie
determinate traiectoriile miscarii punctelor materiale cunoscand datele initiale (pozitii si viteze initiale).

Pana in prezent ea nu este complet rezolvata, desi au fost intreprinse atat de multe incercari pentru deter-
minarea solutiilor ei exacte. Remarcabile in dezvoltarea acestei teorii au fost lucrarile matematicianului
american A.Wintner [2]. Dezvoltarea mecanicii ceresti a avut loc in mare masura datoritd aplicarii largi a
noilor tehnologii computeriale, ce permit a efectua volume mari nu doar de calcule numerice, dar si analitice,
fara de care e imposibild rezolvarea oricarei probleme a mecanicii ceresti. Printre acestea pot fi enumerate
Sistemele de Calcul: Maple, Mathematica, Mathcad, folosite des in diferite cercetari stiintifice. Aplicarea lor
permite in multe cazuri sa se construiasca nu doar solutii aproximative, ci si solutii exacte ale ecuatiilor
diferentiale ale miscdrii.

In aceasta lucrare se va cerceta existenta configuratiei si se vor determina solutiile stationare ale problemei
newtoniene plane, marginite a §-corpuri cu simetrie incompletd. Problema a fost fomulaté si propusa pentru
studiu de catre academicianul E.Grebenicov.

Ecuatiile diferentiale ale problemei marginite a opt corpuri. Conditiile de existenta a configuratiei

Se stie ca la studierea ecuatiilor diferentiale ale problemelor marginite mai intai trebuie studiata existenta
solutiilor particulare de tip ,,pozitii de echilibru” in problemele nemarginite de dimensiune mai mica.

Fie ca in spatiul neinertial de coordonate PyXyz are loc miscarea a opt corpuri Po,P1, P2,P3,P4,Ps,Ps, P,
fiecare avand, respectiv, maselem,, m, ,m, ,m, ,m, ,m, , Mg, £ ce se atrag reciproc in corespundere cu
legea atractiei universale. Se va cerceta modelul dinamic plan format dintr-un patrat, in varfurile caruia se
afld punctele P1,P2,P3,Ps, celelalte doud puncte Ps,Ps, avand maselem, =mg, se afla pe diagonala P1Pz a

patratului la distante egale de punctul Po, in jurul céruia se roteste aceasta configuratie cu o viteza unghiulara
constanta @, determinata din parametrii modelului (Fig.1).
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Fig.1. Configuratia cercetata.

Se va studia migcarea masei infinit mici & = 0 (asa-numitul corp ce graviteaza pasiv) in cdmpul gravita-

tional format de cele sapte corpuri Po,P1, P2,P3,P4,Ps,Ps ce se atrag reciproc si atrag corpul P.
Ecuatiile diferentiale ale problemei newtoniene a opt corpuri in sistemul cartezian neinertial de coordonate
P,xyz au forma:

d2x, N f (m, +m)x, _ORs
dt? r2 X,
dz};k +f (m, +3mk)yk _ R | (1)
dt I Y,
d’z,  f(m+m)z, _ Ry
dt? 2 oz,
k=1,2,...,7;
unde R, (k=1,2,...,7) sunt functiile de perturbare ce se exprima prin relatiile:
6 XX +VY. Y +2.2
R - fzm,-[i— MRS ’}jv&k
i} Akj r
2 2 2 2 (2)
Akj:(xj—xk) +(yj—yk) +(zj—zk) ,
2 2 2 2
=X +y+2],
k=12,..,7,

unde f este constanta gravitationala.

Pentru a determina @, vom efectua o transformare de coordonate care exclude din partea dreapta a
ecuatiilor (1) timpul t:

X; = X cos(wt)-Y;sin(wt),
y; = X;sin(ot)+Y, cos(at), (3)
z;,=2;.
Asa cum se cerceteaza configuratia plana, avem ca z; =0, j=0,1,...,7. In noile coordonate ecuatiile (1),
scrise doar pentru corpurile Po,P1, P2,P3,P4,Ps,Ps au forma:
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AL =(X, =X, ) +(Y,-Y), (5)
2= X2+Y?,
k=12,..,6.

Sistemul de ecuatii diferentiale (4) descrie miscarea sistemului material de puncte in sistemul de co-
ordonate cu rotatie. De aceea, pentru studierea lui ulterioard e necesar de a-1 inlocui cu un sistem echivalent
de ecuatii diferentiale, scrise in coordonatele spatiului fazic cu rotatie a coordonatelor si vitezelor de dimen-
siunea patru. Folosind regulile canonizarii ecuatiilor migcarii, vom introduce mai intai variabilele suplimen-
tare — impulsurile unitare, aplicand formulele mecanicii clasice:

dX dy

o P =Py
Atunci, in noile coordonate fazice (X,Y, Py, py) ecuatiile diferentiale ce descriu miscarea celor sapte

corpuri 1n sistemul respectiv va avea forma standarda Cauchy:

ax, o odY
dt < dr
f X, R
Puc_ 02X, + 20, - (m°+rgmk) s 2 ©)
k k
d f(m,+m )Y, .
Py _ w2y —20p, 1 o * Ve | R
dt I OX,

Asa cum se cautd punctele stationare ale sistemului (6), atunci, conform definitiei lor, ele trebuie sa fie
solutii ale sistemului de ecuatii functionale:

pkxzo’ pky:O’
f(m,+m)X, oR:
o’ X, +20p,, — 0 Tk,
0Py S X, ()
f(m,+m, )Y, *
o™, —20p,, — (°+;k)k+5a<=a
I oX,

k=12,..,6.
Acest sistem este echivalent cu sistemul de ecuatii algebrice:
f(mg +m,) X, + R, _

o X, + 5 0,
I oX, @®)
f(m,+m )Y, *
oY, + ( °+3 ) L Re g
e oX,
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Pentru a simplifica problema studiati, s-a considerat ca
P1(1,1), P2(-1,1), P3(-1,-1), P4(1,-1),Ps(x , &), Ps(- ¢ -x ), T =1, my =1, m, =m;
Atunci, inlocuind aceste date 1n sistemul (8) si rezolvandu-l prin aplicarea sistemului de calcul simbolic
Mathematica (SCS Mathematica), obtinem:

m=m,m=m,="f(am)m=m=f,(am)ae’ =f(am). 9)
Din cauza ci expresiile analitice ale lui f,(a,m), f,(a,m,), f;(,m,) au o structura destul de com-

plicatd, vom prezenta doar forma lui f, (e, m,):

f, (a'ml):

m, |:

v ) e s AR
[ (-4+2)(-1+ %) (1+ & +(- —+=| 442+ + - 5
I A E T R wvs e s

—4+42)(-1+ a?) (1+a? —%+ 8 -
(4 2)( ' )(l )[ a (_1+a2)z] (—8+\/1+a2+a2\/1+a2)(—1+\/1+a2+a4(—1+«/1+7)+2a2(1+\/1+7))

82 (1+ aZ)Z

4

Teorema 1. Verificarea relatiilor (9) reprezinta conditia suficientd de existentd a solutiei problemei new-
toniene a sapte corpuri, configuratia careia reprezintd un patrat P1P.P3sP4 cu unul dintre corpuri (Po) situat
in originea de coordonate, iar alte doua situate pe diagonala P1Ps.

Mathematica din conditia ca m, =m, >0,m, =m, >0,w° >0. In Tabelul 1 sunt prezentate intervalele

admisibile ale lui o in dependenta de unele valori concrete ale lui m, calculate aproximativ folosind mijloa-

cele grafice ale SCS Mathematica:
Tabelul 1

Intervale admisibile pentru o

m, a
0.00010 | e
0.001 | e
0.01 (0.8582; 0.85857)
0.1 (0.715; 0.718)
1 (0.48965; 0.5053)
10 (0.291; 0.320)
100 (0.149; 0.2871)
1000 (0.050: 0.2838)

Determinarea pozitiilor de echilibru
Sa studiem miscarea corpului P, (X7, Y., Z, ) ce graviteaza pasiv in campul celorlalte corpuri. In modelul

studiat m,= z . Pentru simplitate, se va considera in continuare P, (X7, Y-, 27) = P(X, Y, Z) si atunci ecuatiile

miscarii punctului P (X, Y, Z) in spatiul cu rotatie au forma:
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2
=Y -20—— +—,
dt® dt  r* oy 10)
d’z  fmZ ¢R
dt? r* 0z’
unde
6 XX, +YY. +27.
R = f Z mJ i_ ! 3J 1 I}
=t K F;
2 2 2
A= (X =X) + (Y=Y ) +(Z-2) (11)
=X +Y 42 =X2+Y?+Z%,
1=12,...,6,
jar (X i ,Yj , Zj =0) sunt coordonatele corpurilor P1,P2,P3,P4,Ps,Ps calculate anterior.
Scris in forma normala Cauchy sistemul (10) are forma:
o, dy _ dz_
d¢t 'dt dt
92:a)2x+2a)v—ﬁn,fx QB,
r OX
(12)
ﬂ:a)zy —2mu — fmgy+@,
dt r oy
dw R
dt oz

Conform definitiei solutiilor stationare ale ecuatiilor diferentiale, pozitiile de echilibru (in caz ca ele exista)
sunt solutii ale sistemului functional de ecuatii:

u=0,v=0,w=0,
fm x OR
2 B o on
O X+ 20V e + o 0, (13)
0%y 20U - fmgy+a—R:a—R:o
r oy oz

Inlocuind in relatiile (13) (X;,Y;,Z; =0),j=12,..65i f =1, m,=m, = fl(a,ml), m,=m, =
=f,(a,m), ®* = f,(a,m,), m, =1determinate anterior pentru ¢ si M, admisibile, obinem urmatorul
sistem:
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u=0,v=0,w=0,

f(X,y)=0’x+20v-

-+ m, + +

ey ) (=) +(-2=y) (@) +(a-y) )

+m, + +

+m, o7 + aX _|-o, (14)
((—az—x)2+(—oz—y)2)E ((a—x)2+(a—y) )E
g(x,y)=0’y —20u- y T+m, 1oy T+ 17y 5|+
(or (e oy (0 sy
+m 1=y + 1oy +
((1— x) +(~1- y)z)E ((—1— x)"+(1- y)z)E
m, —a—y 4 a-y - |=0,
(a=x) +(-a=y)' ) ((a=x)"+(a-y)')

Sistemul (14) se reduce la rezolvarea urmatorului sistem format din doua ecuatii algebrice irationale cu

necunoscutele x,y:
{ f(x,y)=0

g(xy)=0

Teorema 2. Conditia de compatibilitate a sistemului (15) reprezinta conditia necesard si suficientd de
existentd a solutiilor stationare ale problemei marginite a opt corpuri.

Ecuatiile din sistemul (15) au o structurd destul de complicata, de aceea rezolvarea ei este destul de
anevoioasa. Daca s-ar determina solutia sistemului (15), atunci, adaugand la ea u=v=w=0, s-ar obtine solutia
de tip pozitie de echilibru a ecuatiilor diferentiale ce descriu problema marginita a opt corpuri.

Cu ajutorul pachetului grafic al SCS Mathematica pentru diferite valori ale parametrilor o si m, s-au

(15)

construit graficele liniilor descrise de ecuatiile sistemului (15). Evident ca punctele de intersectie ale acestor
curbe in planul PyXy vor fi pozitiile de echilibru ale sistemului cercetat.

De exemplu, pentru m, =0.01si « =0.8585graficele acestor linii sunt reprezentate in Figura 2 obtinuta

cu ajutorul instructiunilor:
f=ContourPlot[f,{x,2.5,2.5}{y,2.5,2.5},Contours —{0},ContourShading — False,
PlotPoints — 100,ContourStyle —Hue[0]}];
g=ContourPlot[g,{x,2.5,2.5} {y,2.5,2.5},Contours —{0},ContourShading — False,
PlotPoints — 100,ContourStyle — Dashing[{0.01,0.01}]];

patrat={{1,1},{1,-1},{-1,-1},{-1,1} {1,1}}
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diag=ListPlot[patrat, PlotJoined —True, PlotStyle —{PointSize[0.02]}]; puncte={{0.8585,0.8585},
{-0.8585,-0.8585}}

p=ListPlot[puncte, PlotJoined — True, PlotStyle —{PointSize[0.02]}];

Show[tr,p,f,g,p1,p2,tr,PlotRange —{{-2,2} {-2,2}}, AxesLabel ->{x,y}]:

Fig.2 Graficele lui f si g pentru m, =0.01si o =0.8585.

Aplicatia FindRoot da posibilitatea de a determina valorile aproximative ale pozitiilor de echilibru:
FindRoot[{f==0,9==0%},{x,xo},{Y.Yo}].
Tabelul 2 contine coordonatele unor puncte stationare calculate pentru careva valori ale lui m, si & .

Tabelul 2
Coordonatele punctelor de echilibru

m, =0.0L; ¢ =0.8583 m, =0.0}, ¢ =0.8585 m =0.La=0.717

X" y" X" y X" y
+1.15589 +1.15589 +1.15604 +1.15604 +1.34324 +1.34324
+1.39868 + 0.22286 +1.41684 +0.05223 +1.44139 +0.11335
+0.22286 + 1.39868 +0.05223 +1.41684 +0.67064 +0.67064
+1.11278 + 1.11278 +0.86787 +0.86787 +0.75299 +0.75299
+0.89509 + 0.89509 +1.14488 +1.14488 +0.11335 +1.44139
+0.84058 +0.84058 +0.86989 +0.86989 +1.29376 + 1.29376

Concluzii

Exista asa valori ale parametrilor M, si o pentru care exista configuratia in forma de patrat, in varfurile

caruia se afld corpurile P1,P2,P3,P4, cu celelalte doud corpuri Ps,Ps, avand masele m, = m,, situate pe diago-

nala P1P3 a patratului la distante egale de corpul Po, amplasat in originea de coordonate si in jurul caruia se
roteste aceastd configuratie cu o viteza unghiulara constantd @, determinata din parametrii modelului.

Aplicind sistemul Mathematica, s-au determinat coordonatele aproximative ale pozitiilor de echilibru ale
configuratiei cercetate.
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