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In lucrare se propune o metoda eficientd, din punct de vedere practic, pentru solutionarea problemelor de programare
dinamica. Procesul de rezolvare este impartit in etape si reprezintd o schema de calcul foarte simpla pentru utilizatori.
Metoda propusa este expusa prin examinarea problemei de repartitie optimé a investitiiolor intre ramuri. Calculele se
prezintd sub forma de tabele.

Cuvinte-cheie: programare dinamicd, balanta legaturilor dintre ramuri, functia beneficiului maxim, optimizare
secventiald, repartizarea resurselor.

ONE WAY OF SOLVING DYNAMIC PROGRAMMING PROBLEMS

In this paper, we propose an efficient method for practical use, for solving dynamic programming problems. Solving
process is divided into steps and is a very simple calculation scheme for the users. The proposed method is described by
examining the problem of optimal investment between branches. The calculations are presented in tables.

Keywords: dynamic programming, input-output model, maximum benefit function, sequential optimization, resource
allocation.

Introducere

Programarea dinamica (PD) reprezintd un aparat matematic elaborat in scopul eficientizarii calculelor in
procesele de solutionare a unor probleme de programare matematica.

Ideea programarii dinamice: problema examinata este descompusa in subprobleme simplu de solutionat
[1, p.387]. Problemele programarii dinamice, in procesele de solutionare, sunt etapizate, fiind solutionate in
etape. La fiecare etapa este stabilitd variabila, a carei valoare este optima pentru etapa curentd, dar care poate
fi admisibila la solutionarea problemei la ultima etapa. Ansamblul de rezultate obtinute la fiecare etapa poate
fi pus la baza solutionarii optime a unui sir de subprobleme.

Notiunea de programare dinamica presupune prezenta timpului, insa aceasta prezenta este doar aparenta.
Metodele programarii dinamice permit solutionarea si a altor probleme, unde timpul este lipsa, fiind acceptat la
nivel intuitiv. In acest context, mai adecvat, programarea dinamica ar fi putut fi numiti ,,programare etapizati”,
care ar reflecta caracterul iterativ al procesului de solutionare a problemei. Cu toata importanta practica a
arsenalului programarii dinamice de solutionare a problemelor, acesta (arsenalul), pentru multi practicieni, s-a
dovedit a fi inaccesibil. In articol se face o incercare de a creste accesibilitatea practicienilor la solutionarea
problemelor, fiind propuse scheme de calcul extrem de simple. Modalitatea de solutionare a problemelor este
expusi prin exemplul repartitiei optime a investitiilor intre careva ramuri, domenii economice.

Precum e bine cunoscut, dezvoltarea capacitatilor de productie presupune o tratare dinamica a modelului
balantei legaturilor dintre ramuri. Cu aceasta ocazie se pune problema repartizarii optime a investitiilor intre
ramurile economiei nationale, in vederea realizarii venitului national maxim, beneficiului maxim sau cheltuieli-
lor minime de productie. Deci, dispunand de un anumit volum de investitii, trebuie sa se stabileasca care
politica de repartizare a investitiilor va da maximul de beneficiu [2].

Rezolvarea acestei probleme intrd in domeniul de aplicare a programarii dinamice. Pentru intelegerea
relatiilor functionale care leaga variabilele in sistemul considerat, vom folosi urmatoarele notafii:

X; — investitiile In unitati indivizibile ce se vor face in ramura i €{1,2,...,n};

b, (x;) — beneficiile ce se realizeaza in ramura i €{1,2,...,n} pentru un anumit nivel al investitiilor;

F (X, %,,...,X,) — functia beneficiului total. Prin urmare,

F (X, Xy X)) =B (%) +0,(X,) +...+ Db, (X,)-
Daca notam prin | volumul disponibil de investitii si
Y1 =X+ X,

Yo =Yt X5,
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atunci functia beneficiului total va fi:

F (X0 Y1 Yoo 1) =B004) +0,(Yy =X) +B3(y, = Y1)+ 4B, (1 =y, ).
Maximul functiei F se obtine printr-o optimizare secventiala care consta in cautarea unei subpolitici optime
continand un numar din ce in ce mai mare de faze alaturate, adica se va calcula succesiv:

f(y)= xle{ryf%,yl}{bl(xl) +b,(y, —x)} (1)
f (yz) = yle{Tla”)fyz}{f (yl) + bs(yz - yl)} (2)
f(ys) = yze{rgg.).(.,y3}{f (Y,) +b,(y; = ¥,)}

f(l) = max I}{f(yn—l)_'_bn(l _yn—l)}

Yn1€{0,1,...

in momentul cand | atinge valoarea dati, maximul functiei F va avea valoarea f ().

In continuare vom prezenta o metoda simpla de solutionare a problemelor de programare dinamica in baza
examinarii problemei repartizdrii investitiilor.

1. Problema repartizarii investitiilor (cazul a trei domenii de activitate)

Vom presupune cé intre careva ramuri ale economiei nationale trebuie sd se repartizeze un volum de
investitii in marime de 50 de milioane (5 unitati a cate 10 milioane fiecare), in functie de beneficiile care se
pot obtine in fiecare ramura. E o problema frecvent folosita in literatura de specialitate (a se vedea [3], p.281).
Datele problemei sunt prezentate in Tabelul 1.

Tabelul 1
e Beneficiul realizat in ramura
Investitii
1 2 3
0 0 0 0
1 0.30 0.25 0.25
2 0.50 0.45 0.30
3 0.70 0.60 0.45
4 0.80 0.65 0.50
5 0.90 0.80 0.65
in prima etapa se aplica relatia (1), iar datele se trec in Tabelul 2.
Tabelul 2
Investitii by(x,) bs(x,) (y) So'ﬂgﬁlafitl'g‘lasﬁ:‘”“
0 0 0 0 (0,0)
1 0.30 0.25 0.30 (1,0)
2 0.50 0.45 0.55 W)
3 0.70 0.60 0.75 (1,2) sau (2,1)
4 0.80 0.65 0.95 (2,2) sau (3,1)
5 0.90 0.80 115 (3.2)

Primele 3 coloane sunt identice cu cele din Tabelul 1. Elementele coloanei a patra se calculeaza folosind
relatia (1). Astfel, obtinem:
F(y, =1) = max{b, (x,) +b, (y; — %)} = max{b, (0) +b, (1), 1) +b,(0)} = max{0+0.25; 0.3+0}=0.3,
F(y=2) = max {0,(x)+b,(y; —x)}=max{b; (0) +b,(2):b,(1) + b, 1):b,(2) +b, (0)} =
=max{0+0.45; 0.3+0.25; 0.5+0}=0.55,
Fyy=3)= max {b,(x)+b,(y; —x%)}=max{b,(0)+b,(3):b,@) +b,(2):b(2) +b,(1): b (3) +
+b,(0)}=max{0+0.6; 0.3+0.45; 0.5+0.25; 0.7+0}=0.75 etc.
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Sa vedem cum se completeaza ultima coloana a Tabelului 2. Vom determina solutia optima in cazul cand
volumul total de investitii este de 3 unitati conventionale (30 de milioane de lei). Pentru aceasta examinam

calcularea lui f(y, =3). Precum usor se observa din calculele de mai sus, valoarea de 0.75 se obtine pentru

cazul cdnd X, =1 sau X, =2. Cazul X, =1 inseamna ca din 30 de milioane de lei ramurii 1 ii revin doar 10
milioane. Prin urmare, celelalte 20 de milioane de lei se repartizeaza ramurii 2. Astfel, obtinem solutia (1,2)
indicata in tabel. Cazul X, =2 inseamna ca din 30 de milioane de lei ramurii 1 i revin 20 de milioane, iar

10 milioane rdmase se repartizeaza ramurii 2. Astfel, obtinem si cea de-a doua solutie (2,1) indicata in tabel
(a se vedea a cincea linie din Tabelul 2).

Rezultatele obtinute in Tabelul 2 se interpreteaza astfel: daca, de exemplu, dispunem de 40 de milioane de
lei pentru investitii, atunci beneficiul maxim se va obtine investind 20 de milioane in prima ramura si 20 de
milioane 1n a doua (sau 30 de milioane in prima si 10 milioane in a doua); daca dispunem de 50 de milioane,
beneficiul maxim se obtine investind 30 de milioane in prima ramura si 20 de milioane in cea de-a doua.

In continuare, se determina solutia optimd pentru cele trei ramuri luate la un loc. In rezultatul calculelor,
efectuate mai jos, obtinem Tabelul 3:

Tabelul 3
et 50 09 e
0 0 0 (0,0,0)
1 0.25 0.30 (1,0,0)
2 0.30 0.55 (1,0,1) sau (1,1,0)
3 0.45 0.80 (1,1,1)
4 0.50 1.00 (1,2,1) sau (2,1,1)
5 0.65 1.20 (2,2,1) sau (3,1,1)

Coloana a treia din Tabelul 3 se obtine folosind relatia (2):
F(y, =1) = max{f (y,) +b;(y, = 1)} = max{ 1(0) +by(1); f (1) +b;(0)} =
=max{0+0.25;,0.3+0}=0.3;
f(y,=2)= max {F(y,)+by(y, ~%))}=max{ f (0)+by(2): f () +by(D): f (2) +by(0)} =
=max{0+0.3; 0.3+0.25; 0.55+0}=0.55;
F(y,=3)= max {f(y,)+by(y,—y,)}=max{f(0)+Db;(3); f(1)+by(2); F(2)+by(D): T(3)+

+b,(0)} = max{0+0.45; 0.3+0.30; 0.55+0.25; 0.75+0}=0.80.

etc.

In coloana 4 a Tabelului 3 se dau solutiile optime pentru fiecare dintre valorile lui 1 €{0,1,2,3,4,5}. De
exemplu, in cazul unor investitii de 2 unitati conventionale (20 de milioane de lei), repartizate intre ramurile
1,2 si 3, beneficiul total va fi maxim daca investitiile se vor repartiza in proportie de 1 unitate pentru ramura
1, 0 unitati pentru ramura 2 si 1 unitate pentru ramura 3 (solutia (1,0,1)) sau 1 unitate pentru ramura 1, 1 unitate
pentru ramura 2 si 0 unitati pentru ramura 3 (solutia (1,0,1)). Sa explicam cum au fost determinate aceste
solutii.

In baza calculelor de mai sus pentru f(y, =2), observim ci valoarea f(y, =2)=0.8 se atinge in
cazul cand Y, =1 sau y, = 2. Tinem cont de faptul ca y, = X, + X, (a se vedea notatiile din Introducere).

Fie y, =1. Luand in considerare solutia optima pentru 2 ramuri din Tabelul 2, determinam ca X, + X, =2

doar in cazul cand X, =1 si X, =0. Aceasta inseamna ca Yy, = 2 implica rezultatul X; =1. Obtinem solutia
(1,0,1).

Cazul y, =2 conduce, la randul sau, la valorile X, =1 si X, =1. De aici deducem X, =0. Astfel,
obtinem cea de-a doua solutie (1,1,0).
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Din cele descrise rezultd cd, in cazul investitiei a 20 de milioane de lei (Y, =2 unititi conventionale),
solutia optima pentru 3 ramuri este (1,0,1) sau (1,1,0).

In continuare este propus un algoritm pentru solutionarea problemei expuse mai sus. In acest scop, mai
intdi construim Tabelul 4: in prima linie si In prima coloana a tabelului sunt transcrise volumul investitiilor

(in unitati conventionale); celulele din tabel sunt divizate printr-o diagonala, beneficiile b, (x,) care pot fi
realizate in ramura 1 (a se vedea Tabelul 1) sunt transcrise in partea de sus fata de diagonalele celulelor din
coloana 2; beneficiile b,(X,) ramurii 2 sunt transcrise in partea de jos fata de diagonalele celulelor din linia 2.

Tabelul 4
Forma de inscriere a beneficiilor realizate in ramurile 1 si 2
| 1 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0.25 0.45 0.60 0.65 0.80
1 0.3
2 0.5
3 0.7
4 0.8
5 0.9

Elaboram Tabelul 5: datele din linia si coloana 2 ale Tabelului 4 se transcriu pe locurile respective din
Tabelul 5. Mai intai completam celulele din coloanele 2-7, mai jos de diagonale: in fiecare celula din coloana
2, mai jos de diagonald, scriem cifra 0; in fiecare celula din coloana 3, mai jos de diagonala, scriem numarul

0.25 (beneficiul b,(X,) pentru X, =1); in fiecare celula din coloana 4, mai jos de diagonala, scriem numarul

0.45 (beneficiul b,(X,) pentru X, =2); etc. De asemenea, completdm celulele din liniile 2-7 mai sus de
diagonale: in fiecare celula din coloana 2, mai sus de diagonald, scriem cifra 0; in fiecare celula din linia 3,
mai sus de diagonala, scriem numarul 0.3 (beneficiul b, (x,) pentru X, =1); in fiecare celuld din linia 4, mai

sus de diagonald, scriem numirul 0.5 (beneficiul b (X) pentru X, =2) etc. In continuare, prelungim
diagonala celulei (0,0); diagonala celulelor (1,0) si (0,1); diagonala celulelor (2,0), (1,1) si (0,2); diagonala
celulelor (3,0), (2,1), (1,2), (0,3) etc. Facem urmatoarele calcule: pentru diagonala A determindm max {(0 +
0)} = 0; pentru diagonala B calculam max{(0 + 0.3), (0.25 + 0)} = 0.3; pentru diagonala C, max{(0 + 0.5),
(0.25 + 0.3), (0.45 + 0)}=0.55; pentru diagonala D, max{(0 + 0.7), (0.25 + 0.5), (0.45 + 0.3), (0.6 + 0)} =
0.75; pentru diagonala E, max{(0 + 0.8), (0.25 + 0.7), (0.45 + 0.5), (0.6 + 0.3), (0.65 + 0)} = 0.95; si pentru
ultima diagonala F, max {(0 + 0.9), (0.25 + 0.8), (0.45 + 0.7), (0.6 + 0.5), (0.65 + 0.3), (0.8 + 0)} = 1.15. Am
obtinut solutia de repartitie optima a investitiilor pentru ramurile (domeniile) 1 si 2: beneficiul constituie: 0;
0.3; 0.55; 0.75; 0.95; 1.15.
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Conform programului: 0 investitii vor primi fiecare din cele 2 ramuri; 10 mil. de lei vor fi repartizati
ramurii 1, ramurii 2 — zero; 20 mil. de lei vor fi repartizati cate 10 mil. de lei fiecarei ramuri; 30 mil. de lei
vor fi repartizati: 10 mil. de lei ramurii 1 si 20 mil. de lei ramurii 2 sau invers; 40 mil. de lei pot fi repartizati:
cate 20 mil. de lei fiecarei ramuri sau 30 mil. de lei — ramurii 1 si 10 mil. de lei — ramurii 2;

Tabelul 5
Forma de completare a celulelor in baza datelor din Tabelul 4
~ - (1;2)sau (2;2) sau
(0;0) (1,0) (1;2) (2;1) (3;1)
(32)
I I
0 0 0 0 0
0.25 0.45 .60 0.65 0.80
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0.25 45 0.60 0.65

0.5 0,5 0.5 0.5
A .25 0.45 0.60

0.7 0.7 0.7
B 0.25 0.45

0.8 0.8
C 0 0.25

0.9
D 0
E
F

Insemndrile (0;0); (1;0); (1;1); (1;2) sau (2;1); (2:2) sau (3;1); (3;2) din capatul diagonalelor semnifica:

prima componenta — volumul de investitii (in unitati conventionale) pentru ramura 1;

a doua componenta — volumul de investitii (in unitati conventionale) pentru ramura 2.

Astfel, perechea (1;0) inseamna ca finantele, in volum de 1 unitate conventionala, au fost repartizate in
ramura 1. In ramura 2 nu s-a investit nimic.

Mai sus de diagonala celulelor din Tabelul 5 este indicat beneficiul pentru ramura 1, iar mai jos de diago-
nala — beneficiul pentru ramura 2 (datele sunt luate din Tabelul 1).

Luénd in considerare datele din Tabelul 2, vom analiza urmatoarele solutiii optime pentru ramurile 1 si 2,
in dependenta de volumul investitiilor alocate:

v" in cazul investitiei nule: 0 investitii pentru ramura 1 si 0 investitii pentru ramura 2;

v" in cazul investitiei de volum 1: 1 unitate conventionald de investitii pentru ramura 1 si 0 investitii
pentru ramura 2;

v" in cazul investitiei de volum 2: 1 unitate conventionala de investitii pentru ramura 1 si 1 unitate
conventionala de investitii pentru ramura 2;

v" in cazul investitiei de volum 3: 2 unitati conventionale de investitii pentru ramura 1 si 1 unitate con-
ventionala de investitii pentru ramura 2;

v" in cazul investitiei de volum 4: 2 unitati conventionale de investitii pentru ramura 1 si 2 unitati con-
ventionale de investitii pentru ramura 2;

v" in cazul investitiei de volum 5: 3 unitati conventionale de investitii pentru ramura 1 si 2 unitati conven-
tionale de investitii pentru ramura 2.
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Deci, consideram investitiile in ramura 1 egale cu 0; 1; 1; 2; 2; 3, iar in ramura 2, respectiv cu 0; 0; 1; 1; 2; 2.
in baza datelor, calculate mai sus pe diagonalele A-F, obtinem F,=0; 0.3; 0.55; 0.75; 0.95; 1.15.
Rezultatele pot fi trecute sub forma de tabel (Tabelul 5.1).

Tabelul 5.1
Repartitia optima a investitiilor in ramurile 1 si 2
\i/l(ljslflejg?i;[i?,t ?:I x1*(C) F1(c) X2*(C) Fa(c)
0 0 0 0 0
1 1 0.3 0 0.30
2 2 0.5 1 0.55
3 3 0.7 1 0.75
4 4 0.8 2 0.95
5 5 0.9 2 1.15

Rezultatele obtinute, adica solutiile optime pentru ramurile 1 si 2, sunt examinate in continuare si in
beneficiul realizat in ramura 3. Elaboram Tabelul 6. Beneficiile b,(X,) ale ramurii 3 sunt transcrise in partea

de jos fata de diagonalele celulelor din linia 2 (beneficiile b;(x;) sunt date in Tabelul 1). Valorile calculate
F,(c) sunt scrise in partea de sus fata de diagonalele celulelor din coloana 2.

Tabelul 6
Forma de inscriere a beneficiilor realizate in ramurile 1, 2 si 3
L1 i 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0.25 0.3 0.45 0.5 0.65

1 0.3

2 0.55

3 0.75

4 0.95

5 1.15

In baza datelor din Tabelul 6 elaboram Tabelul 7 care se completeazi similar Tabelului 5.

8
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Tabelul 7
Forma de completare a calculelor in baza datelor din Tabelul ¢
~ _~ (2;0)sau e
00 (10 @) @ (3:1)
/ -
(4;1)
"
I, 1
0 0 0 0 0
.25 .30 45 .50 0.65
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
.25 .30 45 .50
0.55 0.55 0.55 0.55
2 .25 .30 45
A 0.75 0.75 0.75
3 .25 .30
B 0.95 0.95
il 0 25
C 1.15
5 0
D
E

F' “Insemnarile (0;0), (1;0), (2;0) sau (1;1), (2;1), (3;1), (4;1) din capatul diagonalelor A-F semnifici:
prima componenta — volumul de investitii (in unitéati conventionale) pentru ramurile 1 si 2;
a doua componenta — volumul de investitii (in unitdti conventionale) pentru ramura 3.

Astfel, perechea (3;1) inseamna ca finantele, in volum de 3 unitdti conventionale, au fost repartizate in
ramurile 1 si 2. In ramura 3 s-a investit 1 unitate conventionala.

O astfel de tratare a procesului de repartitic optima a investitiilor, in viziunea noastra, permite utilizatorului
practic, neinitiat in bazele Programarii Dinamice, sa utilizeze cu succes acest potential.

In baza datelor de pe diagonalele-celule determinim:

diagonala A: max{0+0} =0,

diagonala B: max{(0+0.3), (0.25+0)} = 0.3,

diagonala C: max{(0+0.55), (0.25+0.3), (0.3+0) = 0.55,

diagonala D: max{(0+0.75), (0.25+0.55), (0.3+0.3), (0.45+0)} = 0.8,

diagonala E: max{(0+0.95), (0.25+0.75), (0.3+0.55), (0.45+0.3), (0.5+0} = 1.0,

diagonala F: max{(0+1.15), (0.25+0.95), (0.3+0.75), (0.45+0.55), (0.5+0.3), (0.65+0)} = 1.2.
Determinam nivelul de investitii in ramura 3:

Ramurile 1+2: 0; 1; 1; 2; 3; 4.

Fs=0; 0.30; 0.55; 0.80; 1.00; 1.20.

Ramura 3: 0;0;1;1;1; 1.

Rezultatele obtinute pot fi trecute sub forma de tabel (Tabelul 7.1).

Algoritmul de utilizare a argumentelor din Tabelul 7.1 pentru repartitia a 5 mil. de lei intre cele 3 ramuri,
domenii: in linia (5) beneficiul maxim este egal cu 1.2 mil. de lei, pentru care s-a cheltuit 1 mil. de lei in
ramura 3. Au mai ramas resurse financiare 5 — 1 = 4 (mil. de lei) pentru ramurile 1 si 2. Analizam linia (4), in
care beneficiul maxim este egal cu 0.95 (mil. de lei), adicd max{0.8; 0.95} = 0.95. Pentru acest beneficiu s-au
consumat 2 mil. de lei, au mai ramas 4 — 2 = 2 (mil. de lei). Analizdm linia (2): beneficiul max{0.5; 0.55} =
0.55 (mil. de lei), pentru care s-a cheltuit 1 mil. de lei, au mai ramas 2 — 1 = 1 (mil. de lei). Din linia (1)
max{0.3} = 0.3.
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Tabelul 7.1
Repartizarea optima a investitiilor in ramurile 1, 2 si 3

C X1*(c) F.(c) X2*(C) F,(c) X3*(C) Fs(c)
0 0 0 0 0 0 0

1 1 0.3 0 0.30 0 0.30
2 2 0.5 1 0.55 1 0.55
3 3 0.7 1 0.75 1 0.80
4 4 0.8 2 0.95 1 1.00
5 5 0.9 2 1.15 1 1.20

2. Problema repartizarii investitiilor (cazul a patru domenii de activitate)
Admitem existenta a 4 domenii in care pot fi suplimentate investitiile. Suma care trebuie repartizata intre
aceste 4 domenii este egala cu 100 mii de lei. Valorile g,(x),/ {1,2,3,4}, de crestere a volumului produ-

selor finale in fiecare domeniu, in dependenta de suma investitiilor X, sunt prezentate in Tabelul 8 (sursa [4],
p.224). Este necesar de a elabora programul de repartitie optima a mijloacelor financiare de 100 mii de lei,
care ar asigura per total cresterea maxima.

In cazul in care disponibilul de finante va fi repartizat unui singur domeniu, de exemplu domeniului 1,
atunci valorilor 0; 20; 40; 80; 100 le vor corespunde, respectiv, cresterile 0; 10; 31; 42; 62; 76. Pentru cazul
in care disponibilul de finante va fi repartizat in 2 domenii, elaboram Tabelul 9, in care in prima coloana din
stdnga sunt transcrise finantele: 0; 20; 40; 60; 80; 100 destinate domeniului 1; in prima linie, sus, sunt
transcrise finantele: 0; 20; 40; 60; 80; 100 destinate domeniului 2.

Similar tabelelor 5 si 7 construim diagonalele A-F. Facem calculele necesare pentru celulele situate pe
aceste diagonale: celulele (20;0) si (0;20); alta diagonald e formata din celule: (40;0), (20;20), (0;40); urma-
toarea diagonala: (60;0), (40;20), (20;40), (0;60) etc. Pentru prima diagonala determindm suma elementelor
supra si sub diagonald: max{(0;0} = 0.

Tabelul 8
Date initiale pentru problema cu 4 ramuri
Domeniile
o 1 2 3 4
Investitii,
mii lei Cresterea produsului final in urma suplimentirii investitiilor
in domeniul cu g;(X) mii de lei
91(x) 92(X) 9s(x) 94(x)

20 10 12 11 16
40 31 26 36 37
60 42 36 45 46
80 62 54 50 63
100 76 78 77 80

10
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Pentru diagonala {(20;0), (0;20)} suma elementelor sub si supra diagonala constituie (10+0) si (0+12).
Determinam max {(10+0), (0+12)} = 12. Numarul 12 este situat sub diagonald, deci se refera la domeniul 2,
este cresterea produsului final in domeniul 2 generata de 20 mii de lei investitii, 20 mii de lei au fost
repartizati: domeniului 1 — zero; domeniului 2 — 20 mii de lei.

Tabelul 9
Forma de completare a celulelor pentru domeniile 1 si 2
-~ -
(0;0) (0;1) (1,0) (1;1) (1,0)
/
T 01
|
0 0 0 0 0 0
0 12 26 36 54 78
10 10 10 10 10
0 12 26 36 54
31 31 31 31
40 0 12 26 36
A 42 42 42
60 0 12 26
B 62 62
0 0 12
C 76
100 0
D
E
F

Analiziam, in continuare, diagonalele-celule: {(40;0), (20;20), (0;40)}, suma elementelor sub si supra
diagonalei {(31+0), (10+12), (0+26)}. Determinam max{(31+0), (10+12), (0+26)} = 31. Numarul 31 mii de
lei este situat supra diagonala, deci cresterea volumului produsului final de 31 mii de lei va fi realizata dupa
investitiile in volum de 40 mii de lei. Urmatoarea diagonal-celula este constituita din 4 celule: {(60;0), (40;20),
(20;40), (0;60)}. in fiecare celula sunt situate: {(42+0), (31+12), (10+26), (0+36)}. Determindm: max{(42+0),
(31+12), (10+26), (0+36)} = 43. Cresterea volumului produsului final cu 43 mii de lei este asigurata de
40 mii de lei — investitii in domeniul 1 si 20 mii de lei — investitii in domeniul 2. Deci, cresterilor volumului
produsului final cu 0; 12; 31; 43; 62; 78 mii de lei in domeniul 2 le corespunde finantarea in domeniul 2 in
volum de 0; 20; 0; 20; 0 si 100 mii de lei.

Insemnrile (0;0), (0;1), (1;0), (1;1), (1;0), (0;1) din capatul diagonalelor A-F semnifica:

prima componenta — domeniul 1;
a doua componenta — domeniul 2.

Mai sus de diagonalele celulelor din Tabelul 9 sunt transmise cresterile produsului final in urma
suplimentarii investitiilor in domeniul 1, iar mai jos de diagonale — in domeniul 2. F,=0; 12; 31; 43; 62; 78.
Solutiile optime privind repartitia investitiilor in domeniile 1 si 2 vor fi reprezentate tabelar (Tabelul 10).

11
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Tabelul 10
Repartitia optima a investitiilor pentru domeniile 1 si 2

al icr:l(\)/setsl':iltgi:lor X (e) Fi(©) X2*(c) F2(C)
0 0 0 0 0
20 20 10 20 12
40 40 31 0 31
60 60 42 20 43
80 80 62 0 62
100 100 76 100 78

T TQ 7

A4
Date prelucrate din Tabelul 8,
repartitia investitiilor numai in
domeniul 1

Rezulatatele F5(c) si cresterile volumului produsului final din Tabelul 8, domeniul 3, sunt transcrise in Tabelul 11.
Pentru diagonalele A-F determinim:

diagonala A: max{(0+0)} =0,

diagonala B: max{(12+0), (0+11)} = 12,

diagonala C: max{(31+0), (12+11), (0+36) = 36,

diagonala D: max{(43+0), (31+11), (12+36), (0+45)} = 48,

diagonala E: max{(62+0), (43+11), (31+), (12+45), (0+60)} = 67,

diagonala F: max{(78+0), (12+11), (43+36), (31+45), (12+60), (0+77)} = 79.
Determinam nivelul de investitii in domeniul 3:

Domeniul 1: 0; 20; 0; 20; 40; 60.

F5;=0; 12; 36; 48; 67; 79.

Domeniul 2: 0; 0; 40; 40; 40; 40.

Rezultatele obtinute pot fi trecute sub forma de tabel (Tabelul 10.1)

Y
Rezultatele calculelor din Tabelul 9,
repartitia investitiilor se face in
domeniile 1 si 2

Tabelul 10.1
Repartitia optima a investitiilor pentru domeniile 1, 2 si 3
C Xi*(c) Fi(c) X2*(c) Fa(c) X3*(c) Fs(c)
0 0 0 0 0 0 0
20 20 10 20 12 0 12
40 40 31 0 31 40 36
60 60 42 20 43 40 48
80 80 62 0 62 40 67
100 100 76 100 78 40 79

Prima coloana din Tabelul 10.1 corespunde domeniului 1, iar linia a doua — domeniului 2. Similar eviden-

J

Y

Y

Y

Date prelucrate din Tabelul 9,

repartitia investitiilor in domeniile 1 si 2

tiem diagonalele-celule:
diagonala A — {(0;0)};

diagonal B — {(20;0), (0;20};

diagonala C — {(40;0), (20;20), (0;40)};
diagonala D — {(60;0), (40;20), (20;40), (0;60)} etc.
Formam Tabelul 11.

Insemndrile (0;0), (1;0), (0;1), (1;1), (1;1), (1;1) din capatul diagonalelor A-F semnifica solutia pentru

domeniul 1+2 si, respectiv, 3:

12
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Tabelul 11
Forma de completare a celulelor pentru domeniile 1, 2 si 3
- ~
(0;0) (1,0) (0;1) (1;1) (1)
I (L1
1,11
0 0 0 0 0
11 36 45 60 77
20 10 10 10 10 10
11 36 45 60
31 31 31 31
40 11 36 45
43 43 43
60 11 36
62 62
80 11
78
100

Forma de completare a celulelo~ ganfru dom;m'ile 1,2 3,4
(0;0) (0;1) (0;1) (1;1)
AV
I-111
0 0 0 0 0
16 37 46 63 17
12 12 12 12 12
16 37 46 63
36 36 36 36
40 16 37 46
48 48 48
60 16 37
67 67
80 16
79
100

13

upra diagonalelor celulelor din Tabelul 11 sunt transcrise rezultatele optime din Tabelul 10 (F,); sub
diagonale — datele respective pentru domeniul 3, adica F3= 0; 12; 36; 48; 67; 79.

Tabelul 12

e
(1;1)

(11
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Insemndrile (0;0), (0;1), (0;1), (1;1), (1;1), (1;1) semnifica solutia pentru domeniul 1+2+3 si, respectiv, 4.
Supra diagonalelor celulelor din Tabelul 12 sunt transcrise rezultatele optime din Tabelul 11 (F3), iar sub
diagonala — datele respective pentru domeniul 4:
F,=0; 16; 37; 52; 73; 85
Pentru diagonalele A-F determindm:
diagonala A: max{0+0} =0,
diagonala B: max{(12+0), (0+16)} = 16,
diagonala C: max{(36+0), (12+16), (0+37) = 37,
diagonala D: max{(48+0), (36+16), (12+37), (0+46)} = 52,
diagonala E: max{(67+0), (48+16), (36+37), (12+46), (0+63)} = 73,
diagonala F: max{(79+0), (67+16), (48+37), (36+46), (12+63), (0+80)} = 85.
Determinam nivelul de investitii In domeniul 4:
Domeniile 1+2+3: 0; 0; 0; 40; 40; 60.
F,= 0; 16; 37; 52; 73; 85.
Domeniul 4: 0; 20; 40; 20; 40; 40.
Rezultatele optinute pot fi trecute sub forma de tabel (Tabelul 13). In acest tabel sunt trecute si rezulatele
din tabelele 10 si 10.1.

Tabelul 13
Repartitia optima a investitiilor pentru domeniile 1, 2, 3, 4
C X1*(c) Fi(c) X2*(c) F2(c) X3*(c) F3(c) X4*(c) F4(c)
0 0 0 0 0 0 0 0
20 20 10 20 12 0 12 20 16
40 40 31 0 31 40 36 40 37
60 60 42 20 43 40 48 20 52
80 80 62 0 62 40 67 40 73
100 100 76 100 78 40 79 40 85
( A\ ] /I ]
Y Y Y Y
Disponibilul de finante Disponibilul de finante Disponibilul de finante Disponibilul de finante
poate fi repartizat este repartizat este repartizat ) este repartizat numai
numai domeniului 1 domeniilor 1 i 2 domeniilor 1,2 si 3 domeniilor 1, 2,3 si 4

Din Tabelul 13 rezulta: din ultima linie (linia 100):
max{Fi, F», Fs, F4} = max {76;78;79;85} = 85.

Pentru o astfel de crestere a produsului final in domeniul 4 sunt necesare 40 mii de lei, au mai ramas
100 — 40 = (60 mii de lei) si trei domenii. in Tabelul 13 trecem la linia ,,60”, examinim domeniile 1, 2 si 3
(fard domeniul 4, care deja si-a luat pozitia de 40 de mii de lei). Pentru linia ,,60” determindm max {Fy, F,, F3} =
max {42;43;48} = 48. Pentru a realiza aceasta crestere de 48 mii de lei, domeniului 3 1i sunt necesare 40 de
mii de lei, au mai rimas inci 60 — 40 = 20 (mii de lei). In Tabelul 13 trecem la linia ,,20”, examinim dome-
niile 1 si 2 (fard domeniile 3 si 4 care si-au primit ,,pozitia” a cate 40 mii de lei), au mai ramas inca
60 — 40 = 20 (mii de lei). Pentru linia ,,20” determinam max{F;, F,} = max {10;12} = 12. Pentru domeniul 1
au ramas 20 — 20 = 0 lei.

Rezultatele transcrise in Tabelul 13 sunt argumente, date care pot fi puse la baza repartitiilor resurselor
financiare si pentru alte cazuri:
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a) Disponibilul de 80 mii de lei trebuie repartizat in cele 4 domenii. Pentru linia ,,80” din Tabelul 13
determinam: max {Fi, F,, F3, F4} = max{62;62;63;73} = 73.

Pentru cresterea de 73 mii de lei domeniul 4 are nevoie de 40 mii de lei, au mai ramas 80 — 40 = 40 (mii
de lei) si trei domenii. In Tabelul 13 trecem la linia ,,40”. Pentru linia ,,40” determinim: max {Fy, F,, Fa} =
max{31;31;36} = 36, pentru care domeniul 3 a consumat 40 mii de lei. Domeniilor 1 si 2 le vor fi repartizate
zero lei.

b) Disponibilul de 60 mii de lei trebuie repartizat in cele 4 domenii. Pentru linia ,,60” din Tabelul 13
determindm max {F;, F,, F3, F4} = max {42;43;48;52} = 52, pentru care s-au consumat 20 mii de lei, au mai
ramas 60 — 20 = 40 (mii de lei).

in Tabelul 13 trecem la linia ,,40”, pentru care determinam: max{F;, F,, Fs}= max{31;31;36}=36, pentru
care s-au consumat 40 mii de lei. Pentru domeniile 1 si 2 — zero lei.

c) Disponibilul de 40 mii de lei trebuie repartizate in cele 4 domenii. Pentru linia ,,40” din Tabelul 13
determinam: max {Fy, F,, F3, F4} = max{31;31;36;37} = 37, pentru care s-au consumat 40 mii de lei. Pentru
domeniile 1, 2 si 3 — zero lei.

d) Disponibilul de 20 mii de lei trebuie repartizat in cele 4 domenii. Pentru linia ,,20” din Tabelul 13 determi-
nam: max {F;, F,, F3, F4} = max{10;12;12;16} = 16, pentru care s-au consumat 20 mii de lei. Pentru domeniile
1, 2 si 3—zero lei.

Concluzii

Modalitatea de solutionare a problemelor de programare dinamica, propusa mai sus, va contribui considerabil
la cresterea minimului de utilizatori ai potentialului enorm al programarii dinamice pentru solutionarea celor
mai diverse probleme, inclusiv acordarea subventiilor, accesul la creditele bancare, utilizarea optima a resur-
selor financiare parvenite din exteriorul Republicii Moldova.
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