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Atividades para o ensino básico envolvendo Relações de Girard
e Aritmética

Activities for the basic education involving Relations of Girard and Arithmetic

Resumo

Este trabalho tem por objetivo construir uma proposta didática de como ensinar métodos de encontrar as raízes inteiras ou
racionais de polinômios de grau superior a dois utilizando propriedades de números inteiros aprendidas no estudo de aritmética
e as relações entre coeficientes e raízes de polinômios conhecidas como Relações de Girard, com mínima aplicação de fórmulas
prontas. Dessa maneira, é dada ao aluno a oportunidade de exercitar simultaneamente e de maneira dinâmica os conceitos básicos
de álgebra e aritmética presentes no ensino básico.
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Abstract

The objective of this work is to build a didatic proposal for teaching methods to fing the integer or racional roots of polynomials of
degree greater than two by using properties of integers learned on the studies of Arithmetic and the relations between coeficients
and roots of polynomials known as Relations of Girard, with minimal application of formulas. Thus the student is given the
opportunity to exercise simultaneously and dynamically the basics of algebra and arithmetic present in basic education.
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1 Introdução

O ensino da álgebra na educação básica tem sido um
desafio para nós, professores da rede pública. Nossos
alunos demonstram uma certa recusa por acharem que
matemática está diretamente ligada a números e que
as letras apenas atrapalham. Em se tratando de polinô-
mios, conteúdo estudado inicialmente no oitavo ano do
ensino fundamental e aprofundado no terceiro ano do
ensino médio, uma das maiores dificuldades é encontrar
as raízes quando este polinômio tem grau superior a
dois, visto que as fórmulas para encontrar tais raízes
não fazem parte do conteúdo programático. Na seção 2,
faremos um breve histórico a respeito de matemáticos
como Bhaskara, Tartaglia, Cardano e Ferrari, que contri-
buíram muito para o avanço do estudos dos polinômios
descobrindo os métodos que hoje nos dão fórmulas que,
embora bastante trabalhosas, podem ser usadas para ob-
ter as raízes de equações do terceiro e quarto graus. Na
seção 3, faremos brevemente a exposição das demonstra-
ções das fórmulas mencionadas anteriormente. Na seção
4, faremos uma exposição das relações entre as raízes
e os coeficientes dos polinômios, chamadas relações de
Girard, que são a principal ferramenta na resolução das
atividades que serão propostas na seção seguinte. Como
um dos nossos objetivos é desenvolver o raciocínio ló-
gico do educando levando-o a encontrar estratégias para
resolução de problemas por caminhos que não sejam
apenas aplicação de fórmulas prontas, destinamos a se-
ção 5 para isto. Temos algumas propostas pedagógicas
de atividades com as devidas resoluções, que podem ser
facilmente adaptadas de modo a servirem como modelo
para construção de muitas outras atividades. São estra-
tégias de encontrar raízes de polinômios de grau três,
quatro, e até seis usando apenas as relações de Girard
e conhecimentos aritméticos que os educandos devem
trazer de sua vida acadêmica. Temos também algumas
atividades onde deve-se encontrar o polinômio, dadas
algumas informações acerca do mesmo, entre outras.

2 Breve Histórico

Dentre os matemáticos hindus que se destacaram com
contribuições do desenvolvimento da álgebra, o que
mais facilmente nos lembramos é Bhaskara, por estar
ligado à fórmula geral da solução das equações polino-
miais do segundo grau. No entanto, a fórmula que leva
seu nome não foi descoberta por ele, conforme o próprio
relatou no século XII. Um século antes, o matemático
hindu Sridhara (c. 870, Índia – c. 930 Índia) teria encon-
trado a mencionada fórmula e publicado em uma obra
que se perdeu.

A ideia de encontrar uma forma de reduzir uma
equação polinomial de 2o grau para o primeiro através

da extração de raízes quadradas foi o instrumento usado
com sucesso pelos hindus na busca pela fórmula geral
que conhecemos hoje. Segundo Eves (2002), em textos
babilônicos, escritos há cerca de 4000 anos, encontram-se
descrições de procedimentos para resolução de proble-
mas envolvendo equações do segundo grau. O autor
menciona também que na Grécia, utilizava-se geometria
para resolver tais equações. A partir do início do sé-
culo IX, matemáticos árabes já haviam se empenhado na
resolução de equações do segundo grau, cujos procedi-
mentos utilizaram álgebra e geometria dos gregos, e, em
decorrência, fórmulas específicas para tipos diferentes
de equação surgiram. Contudo, o aparecimento de um
método geral para se obter as raízes de uma equação do
segundo grau está situado por volta do final do século
XVI.

Eis, então, a fórmula de Bhaskara, que, embora não
tenha sido deduzida por ele, imortalizou seu nome.

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
.

Segundo Garbi (1997), vencidas as equações do se-
gundo grau, a inesgotável curiosidade dos matemáticos
levou-os a conjecturar sobre as formas de resolver as do
terceiro. Apesar de não terem encontrado a solução para
o problema, os árabes tiveram um importante papel no
estudo dessas equações. Girolamo Cardano, nascido em
Pavia em 1501 e falecido em Roma em 1576, e Nicoló
Fontana, apelidado Tartaglia, nascido em Bréscia em
1500, disputaram pelas equações do terceiro grau.

Por volta de 1510, Scipione Del Ferro, matemático ita-
liano, encontrou uma forma geral de resolver equações
polinomiais de terceiro grau do tipo x3 + px + q = 0,
mas não a publicou até sua morte. Seu aluno, Anto-
nio Maria Fior, para o qual Del Ferro revelou a solução
antes de morrer, aproveitando-se desse conhecimento
desafiou Tartaglia visando ganhar notoriedade, já que
este era bastante conhecido por seu talento nos estudos.
Sabendo da intenção de Fior, Tartaglia dedicou-se entusi-
asticamente em encontrar uma solução para as equações
das quais seria submetido ao desafio, e foi mais longe,
encontrando também um método geral para a resolução
das equações do tipo x3 + px2 + q = 0.

O resultado do desafio não poderia ter sido diferente:
Tartaglia venceu resolvendo corretamente todos os pro-
blemas propostos, enquanto Fior saiu humilhado por
não conseguir resolver nenhum dos que lhe foi proposto
por se tratar de equações do tipo x3 + px2 + q = 0, sobre
as quais não detinha conhecimento algum.

Cardano, que estava escrevendo a Prática Arithmeticae
Generalis nesta época, acreditando na impossibilidade
de uma solução geral para as equações do terceiro grau,
ficou sabendo do ocorrido e resolveu pedir a Tartaglia
que revelasse a solução encontrada a fim de publicar em
sua obra. Tartaglia não concordou e diante da recusa
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Cardano o insultou gravemente. Algum tempo depois,
Cardano investiu em formas de conseguir convencer
Tartaglia a revelar as tão cobiçadas fórmulas, até que
conseguiu sob juramento de jamais revelá-las, contudo,
não foi exatamente o que aconteceu. Quebrando suas
promessas e juramentos, Cardano, em 1545, publicou o
método revelado por Tartaglia que, nada contente por
ter sua obra revelada, publicou sua versão dos fatos e
denunciou Cardano por haver traído um sagrado jura-
mento sobre a Bíblia.

Assim como ocorreu com a fórmula de Bhaskara,
a fórmula da resolução das equações polinomiais de
terceiro grau não recebeu o nome do seu verdadeiro
criador, e hoje é conhecida como Fórmula de Cardano.

É importante frisar que os métodos e notações utiliza-
dos pelos matemáticos da época eram muito diferentes
dos atuais. As soluções de Cardano não foram de fato
apresentadas como fórmulas, visto que a notação não
envolvia a utilização de símbolos para representar incóg-
nitas e operações: esses elementos eram todos descritos
de forma textual. Além disso, as justificativas eram feitas
principalmente através de argumentações geométricas
e não demonstrações algébricas. Mais ainda, como os
conjuntos numéricos como conhecemos hoje ainda não
tinham sido plenamente desenvolvidos, as resoluções
se dividiam em casos, analisando vários tipos de equa-
ções separadamente. Para mais detalhes sobre o tema,
conferir (Roque, 2012).

Submetido ao desafio de resolver uma equação de
quarto grau, Cardano, após inúmeras tentativas sem su-
cesso, passou a questão para seu jovem e prodigioso dis-
cípulo Ludovico Ferrari. Nascido em 1522 na cidade de
Bolonha, Ferrari teve sua brilhante inteligência reconhe-
cida muito cedo por seu mestre e, com sua genialidade,
encontrou o método geral para a solução das citadas
equações, o qual foi publicado por seu mestre, Cardano,
na Ars Magna. Olhando a equação

x4 + px2 + qx + r = 0

Ferrari, segundo Garbi (1997), procurou reagrupar os ter-
mos de modo que nos dois lados da igualdade houvesse
polinômios quadrados perfeitos. Se tal reagrupamento
fosse possível, seriam extraídas as raízes quadradas,
cair-se-ia em equações do 2o grau e o problema estaria
resolvido.

Embora muito trabalhoso, o método desenvolvido
por Ferrari nos fornece as soluções de uma equação poli-
nomial de quarto grau apenas com operações algébricas,
fato que merece destaque.

Para o caso de equações de grau 5 ou mais, Niels
Henrik Abel (Nedstrand,1802 – Froland, 1829) provou
que não existem soluções por radicais para encontrar
suas raízes, como nos casos anteriores. Mesmo para
equações de grau pequeno, os métodos acima podem

ser muito trabalhosos e pouco interessantes para o apren-
dizado do aluno do ensino básico. Ao restringirmos o
problema para encontrar raízes inteiras, o mesmo se
torna bem mais interessante, por permitir a utilização e
exercício de conceitos básicos de aritmética e das Rela-
ções de Girard, que serão brevemente apresentadas nas
próximas seções.

3 Soluções gerais de equações poli-
nomiais de grau 3 e 4

Nessa seção, faremos as demonstrações das fórmulas
algébricas das soluções das equações de terceiro e quarto
graus. Novamente enfatizamos que nem as apresenta-
ções nem as justificativas dessas fórmulas foram feitas
dessa maneira pelos seus célebres autores: as mesmas
foram adaptadas aos dias de hoje. Tais fórmulas e de-
monstrações podem ser encontradas em vários livros,
como por exemplo (Hefez; Villela , 2012).

3.1 Equação polinomial de terceiro grau

Para resolver a equação

y3 + a2y2 + a1y + a0 = 0,

precisamos primeiro fazer a seguinte mudança de variá-
vel:

x = y +
a2

3
,

obtendo a equação equivalente

y3 + a2y2 + a1y + a0 = x3 + px + q,

onde

p = a1 −
a2

2
3

e q =
2a3

2
27

− a1a2

3
+ a0.

Dessa forma, basta resolver a equação

x3 + px + q = 0.

Considerando a solução procurada como soma de duas
parcelas x = A + B, eleve ambos os membros ao cubo.
Assim, obtemos

x3 = (A + B)3 = A3 + B3 + 3AB(A + B).

Substituindo x = A + B, obtemos

x3 = A3 + B3 + 3ABx,

donde
x3 − 3ABx − (A3 + B3) = 0.

Assim, temos que p = −3AB e q = −(A3 + B3 , de
forma que

A3B3 = − p3

27
e A3 + B3 = −q.
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Conhecendo a soma e o produto de A3 e B3, recaindo
no clássico problema que se resolve com equações de
segundo grau. Dessa forma,

A3 = − q
2
±

√( q
2

)2
+

( p
3

)3

B3 = − q
2
∓

√( q
2

)2
+

( p
3

)3
.

Como x = A + B, obtemos

x =
3

√
− q

2
+

√( q
2

)2
+

( p
3

)3
+

3

√
− q

2
+

√( q
2

)2
−

( p
3

)3
,

a chamada fórmula de Cardano. Note que as raízes quadra-
das utilizadas acima podem não assumir valores reais.
Para uma análise mais cuidadosa desses casos, conferir
(Hefez; Villela, 2012).

3.2 Equação polinomial de quarto grau

Nosso objetivo nessa seção é resolver a equação

x4 + a3x3 + a2x2 + a1x + a0 = 0, (1)

seguindo o método de Ferrari. A estratégia é completar
quadrados nos dois membros, reduzindo o problema as-
sim à solução de equações de segundo grau. A equação
acima é equivalente a

x4 + a3x3 = −(a2x2 + a1x + a0).

Completando o quadrado no primeiro membro e reor-
ganizando o segundo membro, temos

(
x2 +

1
2

a3x
)2

=

(
1
4

a2
3 − a2

)
x2 − a1x − a0.

Somando a expressão y2 + 2y(x2 + 1
2 a3x) a ambos os

membros, obtemos

[(
x2 +

1
2

a3x
)
+ y

]2
=

(
2y +

1
4

a2
3 − a2

)
x2 + (ya3 − a1)x + (y2 − a0).

Para que o segundo membro seja um quadrado per-
feito, assim como o primeiro, precisamos que

(ya3 − a1)
2 − 4

(
2y +

1
4

a2
3 − a2

)
(y2 − a0) = 0.

Escolhendo y como uma das soluções da equação (de
terceiro grau) acima, obtemos que a equação (1) é equi-
valente, para algum α e algum β (que dependem da
escolha de y), à equação

[(
x22 +

1
2

a3x
)
+ y

]2
= (αx + β)2,

cujas soluções são exatamente as soluções das equações
(de segundo grau)

(
x2 +

1
2

a3x
)
+ y = αx + β

e (
x2 +

1
2

a3x + y = αx − β

)
,

que podem ser resolvidas usando a fórmula de Bhaskara.

4 Relações de Girard

Figura 1: Albert Girard (1595-1632)

Albert Girard (1595-1632), matemático francês, apre-
sentou um importante teorema que relaciona as raízes
com os coeficientes de um polinômio.

Para maiores detalhes acerca da álgebra dos polinô-
mios, consultar Domingues (1982), Gonçalves(2008), He-
fez (2012), Neto (2012).

Consideremos inicialmente o polinômio do 2o grau
p(x) = ax2 + bx + c, com a,b,c ∈ R e a �= 0, cujas raízes
são x1 e x2. Temos que:

ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2)

x2 +
b
a

x +
c
a
= (x − x1)(x − x2)

x2 +
b
a

x +
c
a
= x2 − (x1 + x2)x + x1x2

Igualando os coeficientes, obtemos:

x1 + x2 = − b
a

x1x2 =
c
a

,

que são equações relacionando diretamente as raízes
do polinômio com seus coeficientes.
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Consideremos, agora, o polinômio de grau 3 p(x) =
ax3 + bx2 + cx + d, com a,b,c,d ∈ R e a �= 0, cujas raízes
são x1,x2 e x3. Novamente, temos:

ax3 + bx2 + cx + d = a(x − x1)(x − x2)(x − x3)

x3 +
b
a

x2 +
c
a

x +
d
a
= (x − x1)(x − x2)(x − x3)

x3 +
b
a

x2 +
c
a

x +
d
a
= x3 − (x1 + x2 + x3)x2+

(x1x2 + x1x3 + x2x3)x − x1x2x3

Igualando os coeficientes, temos:

x1 + x2 + x3 = − b
a

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
c
a

x1x2x3 = −d
a

,

que são relações entre os coeficientes e raízes de um
polinômio de grau 3.

Generalizando a idéia acima, podemos considerar
um polinômio p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a0, sendo
a1, . . . ,an ∈ R, an �= 0 e n ≥ 1. Podemos então escrever

p(x) = an(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn).

Aplicando a propriedade distributiva, reduzindo os ter-
mos semelhantes e ordenando o polinômio, temos:

p(x) = anxn − xn−1(x1 + x2 + . . . + xn)+

+ xn−2(x1x2 + x1x3 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ xn−1xn)−
− xn−3(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 + . . .

+ xn−2xn−1xn) + . . . + (−1)n(x1x2 . . . xn−1xn).

Dividindo a expressão por an e igualando os coefi-
cientes deste último polinômio com o polinômio consi-
derado inicialmente, chegaremos às seguintes relações,
conhecidas como relações de Girard:

x1 + x2 + . . . + xn−1 + xn = − an−1

an
(2)

x1x2 + x1x3 + . . . + x1xn + x2x3 + . . . + xn−1xn =
an−2

an

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 + . . .

+ xn−2xn−1xn = − an−3

an

...

x1x2 . . . xn−1xn = (−1)n a0

an
. (3)

.
Essas fórmulas serão utilizadas nas atividades da

próxima seção.

5 Atividades

Neste capítulo mostraremos algumas propostas didáti-
cas que vão muito além da aplicação de fórmulas. Aqui
pretende-se incentivar o aluno a utilizar conhecimen-
tos aritméticos juntamente com relações de Girard na
resolução de problemas e desafios. Para uma melhor
fundamentação teórica na parte aritmética, consultar
Domingues(1982), Martinez (2013) e Santos (1998).

Seguiremos, nas atividades propostas, abordagens
feitas por Dante (2011), Hefez (2012) e Santos (2014).Des-
tinadas a alunos do Ensino Médio, podem ser trabalha-
das de forma individual ou em grupos. Comentamos
cada questão e explicitamos os conteúdos que podem
ser explorados em cada uma delas para que o leitor
identifique qual atividade pode ser aplicada em cada
série.

Vejamos alguns exemplos onde abordaremos apenas
a relação da soma das raízes, divisão de polinômios,
potência e valor numérico, ideais para aplicação no iní-
cio do primeiro ano do ensino médio. A esta altura o
professor já deve ter comentado o teorema fundamental
da álgebra e deve ter o cuidado de utilizar apenas po-
linômios com raízes reais. No nosso caso trabalharemos
apenas raízes inteiras.

1. Escrever a forma fatorada do polinômio P(x) =
x3 − 4x2 − 4x + 16, sabendo que duas raízes são
simétricas.

Neste polinômio, embora seja possível aplicar a
fatoração por agrupamento, utilizaremos a relação
da soma das raízes para encontrar a solução.

x1 + x2 + x3 = −(−4)

Como x1 e x2 são simétricas, temos que x1 + x2 =
0, daí temos que x3 = 4.

Se 4 é raiz, podemos dividir P(x) por x − 4, assim:

x3 − 4x2 − 4x + 16 = (x2 − 4)(x − 4)

Como x2 − 4 é uma diferença de quadrados, sua
forma fatorada é (x − 2)(x + 2), logo, a forma
fatorada é

P(x) = (x − 4)(x − 2)(x + 2).

2. Certo polinômio de coeficiente líder -2 e grau 3,
tem raízes -1, 3 e 4. Outro polinômio de coefici-
ente líder 1 e grau 3, tem raízes 0 e 3, sendo o 3
uma raiz dupla. Encontre os dois polinômios e
determine o mmc entre eles.

Sejam os polinômios p(x) e g(x), então:

p(x) = −2(x + 1)(x − 3)(x − 4) =
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− 2x3 + 12x2 − 10x − 24,

g(x) = x(x − 3)2 = x3 − 6x2 + 9x.

Para encontrar o mmc(p(x),g(x)), vamos analisar
sua forma fatorada e obter:

mmc(p(x),g(x)) = −2x(x + 1)(x − 3)2(x − 4)

= −2x5 + 18x4 − 46x3 + 6x2 + 72x.

3. Escreva a forma fatorada do polinômio P(x) =
x3 − 3x2 − 6x + 8 sabendo que a soma de duas
de suas raízes é igual a 5.

Suponhamos x1 + x2 = 5 e substituindo na relação
x1 + x2 + x3 = 3, temos:

5 + x3 = 3 =⇒ x3 = −2

Como -2 é raiz, podemos dividir P(x) por (x + 2),
daí segue que

x3 − 3x2 − 4x + 12 = (x + 2)(x2 − 5x + 4)

Alguns livros trazem a fatoração do trinômio de
2o grau, além do trinômio quadrado perfeito, onde
deve-se procurar as raízes através da soma e do
produto das mesmas. Deste modo, para o polinô-
mio q(x) = x2 − 5x + 4 devemos ter duas raízes
cuja soma seja 5 e o produto 4. Assim, as raízes
do polinômio são {−2,1,4} e sua forma fatorada é
P(x) = (x + 2)(x − 1)(x − 4).

4. A professora de matemática colocou uma caixa
de bombons num baú e trancou com um cade-
ado cujo segredo é formado por 3 algarismos.
Ela disse que o aluno que acertasse primeiro o
segredo ficaria com os bombons e lançou o se-
guinte desafio: Os algarismos estão em ordem
crescente e são as raízes do polinômio P(x) =
x3 − 11x2 + 31x − 21 e a soma de dois deles é 10.

Podemos escrever x1 + x2 = 10 e x1 + x2 + x3 =
−(−11), então

10 + x3 = 11 =⇒ x3 = 1

Efetuando a divisão de P(x) por x − 1, encontra-
mos:

x3 − 11x2 + 31x − 21 = (x − 1)(x2 − 10x + 21)

Analisando a fatoração do polinômio q(x) = x2 −
10x+ 21, temos a soma igual a 10 e o produto igual
a 21, logo as raízes procuradas são 3 e 7. Assim, o
segredo do cadeado é 137.

5. Questionada por um aluno a respeito do número
de sua casa, a professora de matemática lançou

o enigma: O número da minha casa é formado
por quatro algarismos que são as raízes do po-
linômio

P(x) = x4 − 13x3 + 57x2 − 99x + 54.

Os dois primeiros algarismos são iguais, enquanto
os dois últimos formam um quadrado perfeito e
sua soma é 7.

Temos que x1 = x2 e x3 + x4 = 7, então:

x1 + x2 + x3 + x4 = 13 =⇒ 2x1 + 7 = 13 =⇒ x1 = 3

Logo, 3 é a raiz dupla, ou seja (x − 3)2 divide
P(x). Desenvolvendo o produto notável (x− 3)2 =
x2 − 6x + 9 e efetuando a divisão, temos:

x4 − 13x3 + 57x2 − 99x+ 54 = (x2 − 6x+ 9)(x2 − 7x+ 6).

Os quadrados perfeitos formados por dois alga-
rismos cuja soma dos algarismos é 7 são 16 e 25.
Substituindo 1 no polinômio:

P(1) = 1 − 13 + 57 − 99 + 54 = 0

Substituindo 2 no polinômio:

P(2) = 16 − 104 + 228 − 198 + 54 = −4

Logo, 1 é raiz do polinômio e o quadrado perfeito
procurado é 16. Daí temos que o número da casa
da professora é 3316.

Poderíamos também analisar o quociente da divi-
são q(x) = x2 − 7x + 6. De acordo com a regra
de fatoração do trinômio do 2o grau, devemos
ter duas raízes cuja soma seja 7 e o produto 6 e
chegamos aos números 1 e 6.

Outra solução: Analisando a decomposição em
fatores primos do número 54, temos seus divisores
naturais {1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54}, (já que o número
da casa da professora não deve ser um número
negativo). Como a soma dos quatro algarismos
deve ser 13, os números 18, 27 e 54 são descartados.

Pelas informações passadas no problema, temos
uma raiz dupla, que só pode ser 1, 2 ou 3 devido
à soma, e as outras duas formam um quadrado
perfeito, então:

Caso a raiz dupla seja 1, o único quadrado perfeito
que formamos com os divisores restantes é o 36
cuja soma é 9. Não serve.

Caso a raiz dupla seja 2, podemos formar dois
quadrados perfeitos com os divisores restantes: 16,
cuja soma é 7 mas a soma das quatro raízes seria
2 + 2 + 1 + 6 = 11; ou 36 que já vimos que não
pode ser.
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− 2x3 + 12x2 − 10x − 24,

g(x) = x(x − 3)2 = x3 − 6x2 + 9x.

Para encontrar o mmc(p(x),g(x)), vamos analisar
sua forma fatorada e obter:

mmc(p(x),g(x)) = −2x(x + 1)(x − 3)2(x − 4)

= −2x5 + 18x4 − 46x3 + 6x2 + 72x.

3. Escreva a forma fatorada do polinômio P(x) =
x3 − 3x2 − 6x + 8 sabendo que a soma de duas
de suas raízes é igual a 5.

Suponhamos x1 + x2 = 5 e substituindo na relação
x1 + x2 + x3 = 3, temos:

5 + x3 = 3 =⇒ x3 = −2

Como -2 é raiz, podemos dividir P(x) por (x + 2),
daí segue que

x3 − 3x2 − 4x + 12 = (x + 2)(x2 − 5x + 4)

Alguns livros trazem a fatoração do trinômio de
2o grau, além do trinômio quadrado perfeito, onde
deve-se procurar as raízes através da soma e do
produto das mesmas. Deste modo, para o polinô-
mio q(x) = x2 − 5x + 4 devemos ter duas raízes
cuja soma seja 5 e o produto 4. Assim, as raízes
do polinômio são {−2,1,4} e sua forma fatorada é
P(x) = (x + 2)(x − 1)(x − 4).

4. A professora de matemática colocou uma caixa
de bombons num baú e trancou com um cade-
ado cujo segredo é formado por 3 algarismos.
Ela disse que o aluno que acertasse primeiro o
segredo ficaria com os bombons e lançou o se-
guinte desafio: Os algarismos estão em ordem
crescente e são as raízes do polinômio P(x) =
x3 − 11x2 + 31x − 21 e a soma de dois deles é 10.

Podemos escrever x1 + x2 = 10 e x1 + x2 + x3 =
−(−11), então

10 + x3 = 11 =⇒ x3 = 1

Efetuando a divisão de P(x) por x − 1, encontra-
mos:

x3 − 11x2 + 31x − 21 = (x − 1)(x2 − 10x + 21)

Analisando a fatoração do polinômio q(x) = x2 −
10x+ 21, temos a soma igual a 10 e o produto igual
a 21, logo as raízes procuradas são 3 e 7. Assim, o
segredo do cadeado é 137.

5. Questionada por um aluno a respeito do número
de sua casa, a professora de matemática lançou

o enigma: O número da minha casa é formado
por quatro algarismos que são as raízes do po-
linômio

P(x) = x4 − 13x3 + 57x2 − 99x + 54.

Os dois primeiros algarismos são iguais, enquanto
os dois últimos formam um quadrado perfeito e
sua soma é 7.

Temos que x1 = x2 e x3 + x4 = 7, então:

x1 + x2 + x3 + x4 = 13 =⇒ 2x1 + 7 = 13 =⇒ x1 = 3

Logo, 3 é a raiz dupla, ou seja (x − 3)2 divide
P(x). Desenvolvendo o produto notável (x− 3)2 =
x2 − 6x + 9 e efetuando a divisão, temos:

x4 − 13x3 + 57x2 − 99x+ 54 = (x2 − 6x+ 9)(x2 − 7x+ 6).

Os quadrados perfeitos formados por dois alga-
rismos cuja soma dos algarismos é 7 são 16 e 25.
Substituindo 1 no polinômio:

P(1) = 1 − 13 + 57 − 99 + 54 = 0

Substituindo 2 no polinômio:

P(2) = 16 − 104 + 228 − 198 + 54 = −4

Logo, 1 é raiz do polinômio e o quadrado perfeito
procurado é 16. Daí temos que o número da casa
da professora é 3316.

Poderíamos também analisar o quociente da divi-
são q(x) = x2 − 7x + 6. De acordo com a regra
de fatoração do trinômio do 2o grau, devemos
ter duas raízes cuja soma seja 7 e o produto 6 e
chegamos aos números 1 e 6.

Outra solução: Analisando a decomposição em
fatores primos do número 54, temos seus divisores
naturais {1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54}, (já que o número
da casa da professora não deve ser um número
negativo). Como a soma dos quatro algarismos
deve ser 13, os números 18, 27 e 54 são descartados.

Pelas informações passadas no problema, temos
uma raiz dupla, que só pode ser 1, 2 ou 3 devido
à soma, e as outras duas formam um quadrado
perfeito, então:

Caso a raiz dupla seja 1, o único quadrado perfeito
que formamos com os divisores restantes é o 36
cuja soma é 9. Não serve.

Caso a raiz dupla seja 2, podemos formar dois
quadrados perfeitos com os divisores restantes: 16,
cuja soma é 7 mas a soma das quatro raízes seria
2 + 2 + 1 + 6 = 11; ou 36 que já vimos que não
pode ser.
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Caso a raiz dupla seja 3, podemos formar o qua-
drado perfeito 16 cuja soma é 7 e nos fornece a
soma das raízes 3 + 3 + 1 + 6 = 13

Assim, temos que o número da casa da professora
é 3316.

6. Determine o valor de n ∈ Z∗ de modo que o
polinômio

p(x) = x6 + nx4 + 2x3 + 2nx2 + nx + 1

seja quadrado de um polinômio mônico f (x) ∈
Z[x], sabendo que os coeficientes de p(x) perten-
cem a Z+.

Como gr(p(x)) = 6, ele será o quadrado de um
polinômio mônico de grau 3. Seja f (x) = x3 +
ax2 + bx + c, então

f (x)2 = x6 + a2x4 + b2x2 + c2 + 2ax5 + 2bx4+

+ 2cx3 + 2abx3 + 2acx2 + 2bcx.

Agrupando os termos semelhantes, temos:

f (x)2 = x6 + 2ax5 +(a2 + 2b)x4 +(2c+ 2ab)x3+

+ (b2 + 2ac)x2 + 2bcx + c2.

Comparando p(x) com o quadrado de f (x), temos

2a = 0 ⇒ a = 0

c2 = 1 ⇒ c = ±1

mas −1 /∈ Z+, logo c = 1,

a2 + 2b = n ⇒ 2b = n

b2 + 2ac = 2n ⇒ b2 = 2n ⇒ b2 = 2 · 2b.

Ou seja, b ∈ {0,4}. Para b = 0, temos n = 0, que
não serve pois n ∈ Z∗. Para b = 4 temos n = 8,
assim

p(x) = x6 + 8x4 + 2x3 + 16x2 + 8x + 1 =

(x3 + 4x + 1)2.

7. Obtenha a ∈ Z de modo que p(x) = x4 + ax3 +
7x2 − ax + 1 seja o quadrado de um polinômio
mônico de coeficientes inteiros.

Como gr(p(x)) = 4, p(x) será o quadrado de um
polinômio mônico de grau 2. Seja este polinômio
f (x) = x2 + bx + c. Então,

f (x)2 = x4 + ax3 + 7x2 − ax + 1

(x2 + bx+ c)2 = x4 + b2x2 + c2 + 2bx3 + 2cx2 + 2bcx

= x4 + 2bx3 + (2c + b2)x2 + 2bcx + c2

Comparando a última expressão com p(x), temos:

c2 = 1 ⇒ c = ±1.

Caso c = 1, temos 2c + b2 = 7 ⇒ b2 = 5 ⇒ b =
±
√

5 que não serve pois b ∈ Z.

Para c = −1 temos −2 + b2 = 7 ⇒ b2 = 9 ⇒ b =
±3, logo

b = 3 ⇒ 2b = a ⇒ a = 6

b = −3 ⇒ 2b = a ⇒ a = −6

Assim, temos que os valores possíveis de a são 6 e
-6.

8. O polinômio p(x) = x4 − 8x3 − 27x2 + 182x + 392
tem 4 raízes inteiras. Duas delas são positivas e
iguais a um número primo que divide 84. Encon-
tre as quatro raizes de p(x).

Decompondo 84 em fatores primos temos 84 =
22 · 3 · 7. Substituindo os 2, 3 e 7 no polinômio
observamos que:

p(2) = 24 − 8(2)3 − 27(2(2+182(2) + 392 = 600

p(3) = 34 − 8(3)3 − 27(3)2 + 182(3) + 392 = 560

p(7) = 74 − 8(7)3 − 27(7)2 + 182(7) + 392 = 0

Logo, 7 é a raiz dupla e (x − 7)2 divide p(x). De-
senvolvendo o produto notável e efetuando a divi-
são, encontramos:

p(x) = (x2 − 14x + 49)(x2 + 6x + 8).

Analisando a fatoração do polinômio q(x) = x2 +
6x + 8 temos que as duas raízes são números cuja
soma seja -6 e o produto 8, logo esses números são
-2 e -4. E a raízes do polinômio são {−4, − 2,3,3}.

Abaixo temos atividades direcionadas a todo o
Ensino Médio, onde as relações de Girard são bas-
tante exploradas. Além delas, trabalhamos tam-
bém divisores, sistema de equações, progressões
aritmética e geométrica.

9. Calcular as raízes do polinômio p(x) = x3 −
16x2 + 61x − 66 sabendo que todas são distintas
e naturais.

De acordo com as relações de Girard, temos:

x1x2x3 = −−66
1

= 66

x1 + x2 + x3 = −−16
1

= 16
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Podemos afirmar que as raízes são divisores de 66,
assim

x1,x2,x3 ∈ {1,2,3,6,11,22,33,66}.

Mas os valores, 22, 33 e 66 não servem pois são
maiores que 16. Além disso o 6 também não serve
pois a soma dele com outros dois valores quaisquer
não dá 16. A mesma observação pode ser feita para
o 1. Sendo assim, como 66 = 2 · 3 · 11 e 2+3+11=16,
temos que as raízes são 2, 3 e 11.

10. Encontre as raízes do polinômio p(x) = x3 −
11x2 + 39x − 45, sabendo que todas são inteiras
positivas e uma delas é dupla.

Pelas relações de Girard temos que:

x1 + x2 + x3 = −−11
1

= 11

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
39
1

= 39

x1x2x3 = −−45
1

= 45

Pela terceira relação temos que

x1,x2,x3 ∈ {1,3,5,9,15,45}.

Mas 15 e 45 estão descartados, visto que a soma
das três raízes deve ser igual a 11. Como uma raiz
é dupla, façamos x1 = x2 e podemos reescrever a
primeira relação da seguinte forma:

2x1 + x3 = 11 ⇒ x3 = 11 − 2x1 (4)

Reescrevendo a segunda relação,

x2
1 + 2x1x3 = 39. (5)

Substituindo a equação (4) na equação (5), temos:

x2
1 + 2x1(11 − 2x1)− 39 = 0

x2
1 + 22x1 − 4x2

1 − 39 = 0

3x2
1 − 22x1 + 39 = 0.

Resolvendo a equação, encontramos as raízes 13
3 e

3. Mas x1 não pode ser igual a 13
3 , pois este valor

não é divisor de 45. Então x1 = 3.

Como x1 = x2, a raiz dupla é 3, e substituindo em
x3 = 11 − 2x1 encontramos x3 = 5. Logo, as raízes
procuradas são {3,3,5}.

Outra resolução: Outra opção de resolução en-
volve analisar a decomposição do 45.

Como uma raiz é dupla teremos x2
1 · x2 = 45, mas

45 = 32 · 5, sendo assim, as raízes são 5 e 3 ou -3.

Para verificar se 3 ou -3 é a raiz dupla basta efetuar
a divisão de p(x) por x − 5, donde:

p(x) = (x − 5)(x2 − 6x + 9),

que nos leva a concluir que a raiz dupla é 3.

11. Qual deve ser o valor de k no polinômio p(x) =
x3 − 6x2 + 4x+ k para que suas raizes estejam em
P.A.?

Como o polinômio é de grau 3 e as raízes devem
estar em P.A., podemos escrever x1 = a − r, x2 = a
e x3 = a + r, e usando as relações entre os coefici-
entes e raízes, temos que:

x1 + x2 + x3 = a − r + a + a + r = 6 =⇒ a = 2

Como 2 é raiz, o teste da raiz nos garante que (x −
2) divide p(x) e, usando o algoritmo da divisão,
temos que

x3 − 6x2 + 4x + k = (x − 2)(x2 − 4x − 4) + (k − 8)

Como a divisão deve ser exata, devemos ter k −
8 = 0, donde k = 8.

12. Encontrar as raízes do polinômio p(x) = x3 −
9x2 + 23x − 15 sabendo que suas raízes estão em
P.A.

Como as raízes estão em P.A., podemos escrever
x1 = a − r, x2 = a e x3 = a + r. Então, pelas
relações de Girard, temos:

x1 + x2 + x3 = 9,

substituindo x1,x2 e x3,

a − r + a + a + r = 9 ⇒ 3a = 9 ⇒ a = 3.

Logo, x2 = 3 e pelo teste da raiz, (x − 3) divide
p(x). Assim, pelo algoritmo da divisão,

x3 − 9x2 + 23x − 15 = (x − 3)(x2 − 6x + 5)

O polinômio q(x) = x2 − 6x + 5 tem raízes 5 e 1
(pelas relações de Girard, a soma é 6 e o produto é
5). Assim, as raízes de p(x) são {1,3,5}.

13. Sabendo que o polinômio p(x) = x3 − 5x2 + 7x−
3 tem 3 raízes inteiras e uma raiz dupla, encontre
suas raizes.

Como a soma das três raízes deve ser 5 e o produto
deve ser 3, afirmamos que a raiz dupla deve ser 1
ou -1 e a outra raiz é 3. Fazendo a substituição de
1 e -1 no polinômio, temos:

p(1) = 13 − 5(1)2 + 7(1)− 3 = 0

p(−1) = (−1)3 − 5(−1)2 + 7(−1)− 3 = −16
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Logo, a raiz dupla é 1.

Outra resolução: Como uma raiz é dupla, pode-
mos considerar x1 = x2 e escrever as relações:

x1 + x2 + x3 = 5 =⇒ 2x1 + x3 = 5 =⇒ x3 = 5− 2x1
(6)

x1x2 + x1x3 + x2x3 = 7 =⇒ x2
1 + 2x1x3 = 7 (7)

x1x2x3 = 3 =⇒ x2
1x3 = 3 (8)

Substituindo (6) em (7), temos:

x2
1 + 2x1(5 − 2x1) = 7

3x2
1 + 10x1 − 7 = 0.

Resolvendo esta última equação, encontramos x1 =
7
3 e x1 = 1. Vamos verificar qual dos valores é raiz
da equação inicial. Para x1 = 7

3 , p
( 7

3
)
= − 32

27 ,
portanto 7

3 não é raiz do polinômio. Para x1 = 1,
p(1) = 0, logo 1 é a raiz dupla. Substituindo 1 em
(6), encontramos x3 = 3.

Assim, as raízes de p(x) são {1,1,3}.

14. Escreva a forma fatorada do polinômio P(x) =
x3 − 3x2 − 6x + 8 sabendo que as raízes são todas
inteiras e a soma de duas de suas raízes é igual
a 5.

Esta é a questão 3 que já foi resolvida. Queremos
aqui dar uma outra resolução com base nas rela-
ções entre os coeficientes e raízes do polinômio.
Suponhamos x1 + x2 = 5 e substituindo na relação
x1 + x2 + x3 = 3, temos:

5 + x3 = 3 =⇒ x3 = −2

Como o produto das raízes é -8, temos que x1 e x2
são divisores de -8, logo x1,x2 ∈ {±1,± 2,±4,± 8}
e x1 + x2 = 5, o que nos leva a concluir que x1 =
1 e x2 = 4. Assim, as raízes do polinômio são
{−2,1,4}.

15. As raízes do polinômio p(x) = x3 − 6x2 + kx + 64
estão em P.G. Nessas condições, calcule o coefici-
ente k.

Como as raízes estão em P.G., podemos escrever
x1 = a

q , x2 = a e x3 = aq.

Das relações de Girard, temos:

x1x2x3 = −64

a
q
· a · aq = −64

a3 = −64 =⇒ a = −4.

Substituindo -4 no polinômio, encontramos:

(−4)3 − 6(−4)2 + k(−4) + 64 = 0

−64 − 96 − 4k + 64 = 0

4k = −96 =⇒ k = −24

16. Dona Leide foi ao shopping comprar presente
do dia das crianças para seus netos menores. O
número de presentes que ela vai comprar equi-
vale ao número de raízes distintas do polinômio
p(x) = x4 − 9x3 + 30x2 − 44x + 24. Descubra o
número de netos pequenos que dona Leide tem,
sabendo que todas as raízes de p(x) são inteiras.

As possíveis raízes racionais do polinômio p(x)
pertencem ao conjunto dos divisores de 24:

D(24) = {±1, ± 2, ± 3, ± 4, ± 6, ± 8, ± 12, ± 24}.

Por substituição, p(1) = 2, p(−1) = 108, p(2) = 0.
Logo, 2 é raiz de p(x) e, pelo algoritmo da divisão,

p(x) = (x − 2)(x3 − 7x2 + 16x − 12).

Encontremos, agora, as raízes do polinômio q(x) =
x3 − 7x2 + 16x − 12. As possíveis raízes pertencem
ao conjuntos dos divisores de 12:

D(12) = {±1, ± 2 ± 3, ± 4, ± 6, ± 12}.

Novamente por substituição: q(1) = −2, q(−1) =
−36, q(2) = 0. Logo, 2 é raiz de x3 − 7x2 + 16x −
12 e, pelo algoritmo da divisão, temos:

x3 − 7x2 + 16x − 12 = (x − 2)(x2 − 5x + 6).

As raízes de x2 − 5x + 6 são {2,3}. Assim, as raízes
distintas de p(x) são 2 e 3. Logo, dona Leide tem
2 netos pequenos.

17. O polinômio p(x) = x4 + x3 − 7x2 − x + 6 tem
quatro raízes inteiras, sendo duas simétricas. Quais
são essas raízes?

Sabemos que

x1 + x2 + x3 + x4 = −1
1
= −1

Podemos escrever x2 = −x1. Substituindo na ex-
pressão acima,

x1 − x1 + x3 + x4 = −1 =⇒ x3 + x4 = −1

Como x1,x2,x3,x4 ∈ {−1,1, − 2,2, − 3,3, − 6,6}, te-
mos quatro opções: {−1,1,2, − 3}; {−3,3, − 2,1};
{−6,6, − 3,2} ou {−6,6, − 2,1}.

Porém, x1x2x3x4 = 6, logo apenas uma das opções
satisfaz esta condição: {−1,1,2, − 3}.
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18. Uma das raízes do polinômio p(x) = x3 + 11x2 −
160x + 400, que tem três raízes distintas, é -20.
Sem usar a divisão de polinômios, encontre as
outras duas raízes sabendo que estas são intei-
ras.

Decompondo 400 em fatores primos temos: 400 =
24 · 52. Se uma raiz é -20, por Girard as outras são
divisores de 20, pois o produto das 3 raízes é igual
a -400 então só podem ser (1,20), (-1,-20), (2, 10),
(-2, -10), (4, 5), (-4, -5). Dessa forma, é só testar se
1,-1, 2, -2, 4, -4 são raízes. Obtendo que, dessa lista,
apenas o par (4,5) contém raizes do polinômio.

19. A diferença entre duas das raízes do polinômio
P(x) = x3 − 4x2 − 17x + 60 é 2. Quais são as
raízes desse polinômio sabendo que todas são
inteiras?

Com a diferença entre duas das raízes é 2, pode-
mos escrever

x1 − x2 = 2 =⇒ x1 = 2 + x2. (9)

Pelas relações de Girard x1 + x2 + x3 = 4, então

2 + x2 + x2 + x3 = 4 =⇒ x3 = 2 − 2x2 (10)

Além disso, temos que

x1x2 + x1x3 + x2x3 = −17 (11)

Substituindo as equações (9) e (10) em (11), temos:

(2+ x2)x2 +(2+ x2)(2− 2x2)+ x2(2− 2x2) = −17

2x2 + x2
2 + 4 − 4x2 + 2x2 − 2x2

2 + 2x2 − 2x2
2 = −17

−3x2
2 + 2x2 + 21 = 0

Resolvendo a equação do segundo grau, encontra-
mos x2 = − 7

3 e x2 = 3. Mas − 7
3 não pode ser raiz,

logo, x2 = 3.

Substituindo o valor de x2 em (9) e(10), encontra-
mos x1 = 5 e x3 = −4.

Outra resolução: Analisando a decomposição em
fatores primos de 60, temos 60 = 22 · 3 · 5. Como
a soma das três raízes deve ser 4 e o produto -60,
devemos ter 1 ou 3 raízes negativas. Mas se as
três forem negativas, não poderemos ter soma 4,
portanto teremos apenas uma raiz negativa e duas
positivas.

Dentre os divisores de 60, tomando um divisor
negativo e fazendo a combinação com outros dois
positivos de forma que a soma dos três seja 4,
chegamos às raízes que só podem ser {−4,3,5}.

20. O polinômio p(x) = x5 − 7x4 + 103 + 18x2 − 27x−
27 tem raízes inteiras, sendo uma dupla e uma
tripla. Encontrar suas raízes.

Pelas relações de Girard temos que a soma das
raízes é 7 e o produto entre elas é 27. Observando
a decomposição em fatores primos de 27 = 33,
temos que as raízes só podem ser ±1 a dupla e ±3
a tripla.

Para avaliarmos o sinal da raiz vamos substituir 1
e -1 no polinômio.

p(1) = 1 − 7 + 10 + 18 − 27 − 27 = −32

p(−1) = −1 − 7 − 10 + 18 + 27 − 27 = 0

Logo, -1 é a raiz dupla de p(x) e como o produto é
positivo, -3 não pode ser a raiz tripla, assim temos
que a raiz tripla é 3.

21. As raízes do polinômio p(x) = x3 − 14x2 + 64x −
96 são inteiras e positivas. Sabendo que o polinô-
mio tem raiz dupla e que o mmc entre as raízes
é igual a 12 e o mdc é igual a 2, determine-as.

Observemos a decomposição em fatores primos do
número 96 = 25 · 3.

Como o mdc é 2, o número 3 não pode ser raiz,
e como o expoente do 3 na decomposição é 1, ele
não pode ser fator da raiz dupla, logo temos as
seguintes opções de raízes: (1,1,96); (2,2,24) ou
(4,4,6).

Como o mmc é 12, a opção que nos dá as raízes
do polinômio é (4,4,6).

22. O polinômio p(x) = x5 − 26x4 + 252x3 − 1114x2 +
2147x − 1260 tem cinco raízes inteiras positivas
distintas. Encontre estas raízes sabendo que são
duas a duas primas entre si.

Decompondo 1260 em fatores primos, encontra-
mos 1260 = 22 · 32 · 5 · 7.

Como as raízes são todas duas a duas primas entre
si, a raiz que tiver um fator primo p deve conter
todos os fatores de p. Também não podemos ter
números com mais de um fator primo como 6, 15,
20, 35 ou 45 como raiz. Sendo assim, as possíveis
raízes são 4,9,5,7 e 1. Como as raízes são todas po-
sitivas e a soma deve ser 26, temos 1+4+5+7+9=26.

Assim as raízes do polinômio são (1,4,5,7,9).

23. O polinômio p(x) = x4 + 15x3 + 80x2 + 180x +
144 tem quatro raízes inteiras negativas. Sabendo
que o mmc entre duas delas é 12 e que o mdc en-
tre as mesmas duas raízes é 2, encontre todas as
raízes deste polinômio.

Escrevamos a e b as duas raízes cujos valores do
mmc e mdc são dados. Como mmc(a,b) ·mdc(a,b) =
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a · b, então a · b = 24. Como o produto das quatro
raízes deve ser igual a 144, temos que o produto
das duas raízes restantes será 144:24=6, e assim
temos as seguintes opções: (−1, − 6) ou (−2, − 3),
já que são todas negativas. Testando -1 e -2 verifi-
camos que: p(−1) = 30 e p(−2) = 0. Logo, duas
raízes deste polinômio são -2 e -3.

Podemos, agora, efetuar a divisão de p(x) por
(x + 2)(x + 3) = x2 + 5x + 6 e encontrar as raízes
do quociente usando a fórmula de Bhaskara, ou
ainda analisar que, como o produto de a e b é
igual a 24, temos as opções (−2,− 12) ou (−4,− 6).
Como a soma das quatro raízes deve ser -15 e já
concluímos que -2 e -3 são raízes, temos que:−2 −
3 − 2 − 12 = −19 e −2 − 3 − 4 − 6 = −15.

Assim, as raízes de p(x) são (−2, − 3, − 4, − 6).

24. O polinômio p(x) = x4 − 28x3 + 260x2 − 89x +
960 tem quatro raízes inteiras positivas e distin-
tas. Sabendo que o mmc entre elas é 60 e o mdc
é 2, encontre as raízes.

Como o mdc entre as raízes é 2, temos que todas
são números pares. Pela decomposição do número
960 = 26 · 3 · 5 observamos que os 6 fatores 2 estão
assim distribuídos: três raízes com um fator 2 e
uma com três fatores 2 ou duas raízes com um
fator 2 e duas com dois fatores 2.

Resta-nos distribuir os fatores 3 e 5. Para a pri-
meira opção de distriuição do 26 só podemos ter as
raizes (2,6,8,10), já que todas devem ser distintas.
Para a segunda distribuição podemos ter (2,4,6,20)
ou (2,4,10,12).

Para decidirmos qual das três combinações forma
as raízes do polinômio, observemos que a soma
destas deve ser igual a 28, assim:

2 + 6 + 8 + 10 = 26

2 + 4 + 6 + 20 = 32

2 + 4 + 10 + 12 = 28

implica as raízes de p(x) serem (2,4,10,12).

Mostraremos agora alguns exemplos de ativida-
des envolvendo raízes racionais, onde, além das
relações de Girard, utilizamos também a seguinte
proposição:

Proposição 5.1. Sejam n > 1 inteiro, f (x) = anxn +
. . . + a1x + a0 um polinômio de coeficientes inteiros e
p e q inteiros não nulos primos entre si. Se f

(
p
q

)
= 0,

então:

(a) p|a0 e q|an.

(b) Se f for mônico, então as possíveis raízes racionais
de f são inteiras.

.

que geralmente é trabalhada no ensino médio logo
após o estudo de relações entre coeficientes e raí-
zes.

25. As dimensões a, b e c, em cm, de um parale-
lepípedo retângulo, são as raízes do polinômio
p(x) = 6x3 − 44x2 + 103x − 77.

(a) Calcule o volume do paralelepípedo.

(b) Calcule a soma das áreas das faces desse pa-
ralelepípedo.

Pelas relações de Girard,

a + b + c = −−44
6

=
22
3

ab + ac + bc =
103

6

abc = −−77
6

=
77
6

a) V = abc = 77
6 cm3

b) Atotal = 2(ab + ac + bc) = 2 · 103
6 = 103

3 cm2

26. Pesquisar as raízes dos polinômios, sabendo que
são todas distintas e racionais.

(a) p(x) = 2x3 − x2 − 2x + 1.
De acordo com a proposição 5.1, temos que as
raízes pertencem ao conjunto {−1,1, − 1

2 , 1
2}.

Pelas relações de Girard,

x1 + x2 + x3 = −1
2

x1x2x3 =
1
2

Como temos 3 raízes distintas cuja soma é
− 1

2 e o produto é 1
2 , a única solução possível

é S = {−1,1, − 1
2}.

(b) g(x) = 2x3 − 7x2 + 7x − 2
O conjunto solução S pertence ao conjunto
{− 1

2 , 1
2 − 1,1, − 2,2} de acordo com a proposi-

ção 5.1, e, segundo as relações de Girard,

x1 + x2 + x3 =
7
2

x1x2x3 =
2
2
= 1.

Como o produto das três raízes deve ser 1,
temos as opções: {−1, − 1

2 ,2}; {−1, 1
2 , − 2};
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{1, 1
2 ,2} ou {− 1

2 ,1,− 2}. Como a soma das raí-
zes deve ser 7

2 , calculemos a soma das opções
apresentadas:

−1 − 1
2
+ 2 =

1
2

−1 +
1
2
− 2 = −5

2

1 +
1
2
+ 2 =

7
2

1 − 1
2
− 2 = −3

2
Observando as somas, concluímos que as raí-
zes de g(x) são { 1

2 , 1,2}.
c) h(x) = 2x3 + 3x2 − 8x + 3

Sabemos que a solução pertence ao conjunto
{
−1

3
,
1
3

, − 1
2

,
1
2

, − 1,1, − 3,3
}

.

Além disso, temos as relações:

x1 + x2 + x3 = −3
2

x1x2x3 = −3
2

Assim, temos as seguintes possibilidades:

{−3,
1
2

,1} {−1
2

,1,3} ou {−1,
1
2

,3}.

Analisemos as somas:

−3 +
1
2
+ 1 = −3

2

−1
2
+ 1 + 3 =

7
2

Pela soma, as raízes do polinômio h(x) são
{−3, 1

2 ,1}. Verifiquemos o produto:

−3 · 1
2
· 1 = −3

2
.

Obs.: É possível criar inúmeros problemas para ex-
plorar e estimular a habilidade dos alunos a partir dos
modelos expostos no trabalho. Para tanto, basta um
pouco de imaginação por parte do professor.

6 Conclusões

A partir dessa investigação, concluímos que há uma
imensa variedade de atividades que podem ser criadas
com o intuito de integrar conteúdos de polinômios e
aritmética. Isso possibilita aos alunos deixarem de ver
os diferentes conteúdos como tópicos isolados. Além
disso, vimos que, nesse tipo de exercícios, há várias pos-
sibilidades de resolução e acreditamos que isso pode
incentivar os alunos a buscarem soluções mais rápidas
ou menos trabalhosas, estimulando a criatividade e raci-
ocínio lógico.
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