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О движении полуограниченной струны с упругим контактом
(точечной массой) на конце

Рассмотрены две краевые задачи для полуограниченной струны с неоднородными гра-
ничными условиями типа упругого контакта и точечной массы, что моделирует неидеаль-
ные контакты протяжённых объектов с внешней средой. Уравнение и начальные условия
однородны. Решения рассмотренных задач получены в явном виде. Приведены конкретные
примеры, для которых решения задач получены в конечном виде.
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В реальных условиях не существует абсолютно покоящихся объектов. Все «неподвиж-
ные» объекты под воздействием внешних факторов в той или иной мере совершают малые
колебания. В технике часто концы колеблющихся предметов предохраняют от разрушения
амортизирующими прокладками типа упругих контактов. Также границы колеблющихся
предметов утяжеляют, что препятствует их движению. Отсюда имеет большой практиче-
ский интерес решение задач о колебании протяжённых объектов с упругим контактом и с
точечной массой на конце.

1. Движение струны с упругим контактом. Рассмотрим задачу о движении полу-
ограниченной струны (или стержня) без начального возмущения и без начальной скорости
с упругим контактом типа пружинки на конце струны

utt − a2uxx = 0, 0 < x <∞, 0 < t <∞, (1)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ≥ 0, (2)

u+Bux|x=0 = f(t), (3)
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где t – время, B > 0 – постоянная, буквенные индексы означают частные производные.
В данном случае к концу струны x = 0 прикреплена пружинка, свободный (левый) конец
которой двигается по заданному закону f(t). Отсюда на конце струны проекция силы натя-
жения на ось u (т. е. Tux) пропорциональна растяжению пружинки: Tux = k[f(t)− u] при
x = 0, где T – модуль силы натяжения, k – жёсткость пружинки, B = T/k (3). Отметим, что
в статье [1] рассмотрена аналогичная задача, когда левый конец пружинки не двигается.

Из первого условия (2) следует

u(0, 0) = 0. (4)

Поскольку в задаче (1)–(3) источник движения находится на левом конце струны, то
решение этой задачи будем искать в виде прямой волны (т. к. для обратной волны нет
источника движения справа от точки x = 0)

u(x, t) = P (x− at), (5)

где a > 0. Отсюда функция u(x, t) для любой дважды кусочно-дифференцируемой функции
P (z) удовлетворяет уравнению (1) (на соответствующих отрезках). Из начальных условий
(2) находим

P (x) ≡ 0, x > 0. (6)

Граничное условие (3) для функции (5) примет вид обыкновенного дифференциального
уравнения P (−at) +BP ′(−at) = f(t) или

P (z) +BP ′(z) = f(−z/a), z = −at < 0

при начальном условии P (0) = 0, которое следует из условия (4). Отсюда функцию P (z)
при z < 0 найдём в виде

P (z) = βe−βz
∫ z

0
eβyf(−y/a)dy, z < 0,

где β = 1/B. Тогда с учётом (5), (6) решение исходной задачи (1)–(3) получим в виде

u(x, t) =

{
βe−β(x−at) ∫ x−at

0 eβyf(−y/a)dy, 0 < x < at,

0 x ≥ at.
(7)

Отметим, что полученное решение непрерывно при 0 < x <∞, включая «бегущую» точку
x = at (в точке x = at производная ux имеет разрыв). Справа от «бегущей» точки (при
x ≥ at) струна находится в покое, т. к. до этой точки волна, индуцированная на левом конце
струны, еще не дошла для момента времени t.

Рассмотрим конкретные примеры. Пусть левый конец пружинки двигается по перио-
дическому закону f(t) = sin pt. Тогда решение (7) задачи (1)–(3) найдём в конечном виде в
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элементарных функциях

u(x, t) =

{
q[cos p(t−x/a)+q sin p(t−x/a)−eβ(at−x)]

1+q2
, 0 < x < at,

0 x ≥ at,

где q = a/(pB), β = 1/B.
Аналогично решается задача для начальной функции f(t) = cos pt, при этом решение

задачи (1)–(3) имеет вид

u(x, t) =

{
q[q cos p(t−x/a)−qeβ(at−x)−sin p(t−x/a)]

1+q2
, 0 < x < at,

0 x ≥ at.

Последнее позволяет находить решения задач в конечном виде для широкого класса функ-
ций f(t) вида частичных сумм рядов Фурье.

2. Движение струны с точечной массой. Рассмотрим задачу о движении полу-
ограниченной струны (стержня) с точечной массой на конце x = 0

utt − a2uxx = 0, 0 < x <∞, 0 < t <∞, (8)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ≥ 0, (9)

ux +Auxx|x=0 = f(t), (10)

где постоянная A > 0. В данном случае на конце струны x = 0 находится точечная масса
m, на которую действует сила с заданным законом изменения проекции этой силы на ось
u вида ϕ(t). При этом на конце струны сила инерции mutt пропорциональна приращению
проекции сил натяжения на ось u: mutt = ϕ(t)− Tux при x = 0 [2, с. 147]. Отсюда с учётом
уравнения (8) (utt = a2uxx) следует граничное условие (10), где A = ma2/T, f(t) = ϕ(t)/T .

Из первого условия (9) вида u(x, 0) ≡ 0 следует

u(0, 0) = 0, ux(0, 0) = 0, (11)

где x = +0.
Как и выше, представим решение задачи (8)–(10) в виде прямой волны (5), т. е. функция

u(x, t) (5) удовлетворяет уравнению (8). Из начальных условий (9) находим

P (x) ≡ 0, x > 0. (12)

Граничное условие (10) для функции (5) примет вид обыкновенного дифференциального
уравнения

P ′(z) +AP ′′(z) = f(−z/a), z = −at < 0
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при начальных условиях P (0) = 0, P ′(0) = 0, которые следуют из условий (11). Отсюда
функцию P (z) при z < 0 найдём в виде

P (z) =

∫ z

0
f(−y/a)dy − e−γz

∫ z

0
eγyf(−y/a)dy, z < 0,

где γ = 1/A. Тогда с учётом (5), (12) решение задачи (8)–(10) получим в виде

u(x, t) =

{∫ x−at
0 f(−y/a)dy − eγ(at−x)

∫ x−at
0 eγyf(−y/a)dy, 0 < x < at,

0 x ≥ at.
(13)

При этом функция (13) непрерывна при 0 < x <∞.
В качестве примера рассмотрим функцию f(t) = sin pt. Тогда решение (13) задачи (8)–

(10) найдём в конечном виде

u(x, t) =

{
a[q2 cos p(t−x/a)−q sin p(t−x/a)+eγ(at−x)]

p(1+q2)
, 0 < x < at,

0 x ≥ at,

где q = a/(pA), γ = 1/A.
В случае f(t) = cos pt решение задачи (8)–(10) имеет вид

u(x, t) =

{
a[qeγ(at−x)−q cos p(t−x/a)−q2 sin p(t−x/a)]

p(1+q2)
, 0 < x < at,

0 x ≥ at.

Для линейной комбинации рассмотренных в данных примерах функций f(t) с различ-
ными значениями p решение задачи (8)–(10) также строится в конечном виде.
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On the Motion of Semi Bounded String with Elastic Contact (Mass Point)
at the End

We consider two boundary value problems for semi bounded string with non-uniform
boundary conditions of type elastic contact and a point mass, which simulates non-ideal contacts
of extended objects with the external environment. The equation and the initial conditions are
homogeneous. Solving the considered task is given explicitly. Specific examples for which the
solution of tasks is received in final form are given.
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