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Abstract 
The cones of the tangent directions of the second-орdеr for sets defined with constraints of 

equality type are constructed. They may not be twice differentiable.  
There are obtained the second-order conditions. 
Keywords: tangent vector, cone, strict differentiability. 
 
1. Введение 
В статье (Левитин и др., 1978) введено понятие касательного вектора второго порядка к 

множествам. Затем В.В. Гороховиком в статьях (Гороховик, 1990; Гороховик, 2006a; 
Гороховик, 2006b) введено понятие касательного конуса второго порядка и примененo для 
вывода условий оптимальности второго порядка в задачах оптимизации. В этих работах 
обобщены известные классические условия оптимальности (см. Левитин и др., 1978; Сухарев 
и др., 1986). А в работе (Bonans, Shapiro, 2000) описаны эти конусы для множества вида 

}0)({  xgxМ , где g  выпуклая функция и рассмотрены условия оптимальности в общей 

задаче математического программирования с ограничениями типа равенств и неравенств. 
Во всех этих условиях предполагаются, что функции, участвующие в задачах оптимизации 
строго дифференцируемы. 

В этой статье построены векторы касательных направлений второго порядка к 
множествам, задаваемых (вообще говоря) не строго дифференцируемыми функциями. Они 
могут и не быть дважды дифференцируемым. Получено необходимое условие экстремума 
второго порядка для таких функций.  

 
2. Метод исследования 
В статье применены методы выпуклого и негладкого анализа при построении 

касательных векторов. Ключевую роль здесь играет теорема Брауера о неподвижной точке. 

В дальнейшем  yx,  скалярное произведение векторов ., nRyx   

*A  транспанированная матрица к матрицу  .А  

Пусть для функций  1: RRf n
i  , ki ,...,2,1  имеют место представление 

)(,)(21),()()( 0000 hrhhxAhxfxfhxf iiiii  , 

где  )||(||)( 2hhri  , ))(( 0 nnxAi  -симметричные матрицы. 
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Положим 

))(),...,(()( 1 xfxfxF k , ),)(,...,,)((],)[( 0010  hhxAhhxAhhx kA , 

}0)({  xFxМ , 
}0],)[()({),( 000  hhxAzxFzhxKM . 

Вектор ),( 0 hxKz M  называется касательным вектором второго порядка к множеству 

М  в точке 0x  по направлению )( 0xFKerh  .  

 
3. Результаты 
Основным результатом статьи является следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть 

a)  градиенты
)( 0xf i


, ki ,...,2,1  линейно независимы в точке 

Mx 0 , 

b)  отображение 
))(),...,(()( 1 hrhrhr k

 непрерывно в окрестности 

нуля, 

c) )( 0xFKerh  , ),( 0 hxKz M . 

Тогда существует отображение )( 2  такое, что 

0)(
2

2
2

0 







 


 zhxF . 

 
Доказательство. Рассмотрим уравнение: 

0))((
2

),( *
0

2

0 







 hxFzhxFhQ


  

Покажем, что это уравнение имеет решение: )()( 2 h .  Имеем 









 hxFzhxFhQ *

0

2

0 ))((
2

),(


  

 zxFhxFxFhxFxF ))((
2

))()(()()( 0

2
*

0000




 

 )||||(],)[( 24
0 hrhhx A

 

)||||())()(( 24*
00 hrhxFxF  

. 
Положим 

*
00 ))()(( xFxFB  . 

Из условий теоремы следует, что матрица В имеет обратную. Покажем, что отобра-
жение 

),(),( 1 hQBhh    
имеет неподвижную точку. Имеем 

)||||(||),(||||),(|| 241 hrChQBh   
, 

где  
}||||||,)(sup{||)(   zzrr . 

Конечно функция )(r  неубывающая и )()(  r . Положим 

})(:0inf{)( 24   r . 

Отсюда следует, что для достаточно малых   имеет место неравенство: 
2)(   . 
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По определению )(  существует )(*   такое, что 

)())(((,)()()( *2*44*   r
. 

Покажем, что 

0
)(

2

*






  при  0 . 

Так как )(tr  не убывает, то из неравенства 
  22

, 0 , 0  получаем  

)3(|))(|())(((()( 2422444  rrr  . 

Поэтому 

0
)(

2

*






  при  0 . 

Следовательно, если )(|||| * h , то 

)(||),(|| *  h . 

Таким образом, непрерывное отображение ),( x  отображает шар )(|||| * h  в себя. 

Используя теорему Брауера, получаем, что отображение ),(   имеет неподвижную точку в 

этом шаре, т.е. существует отображение )(h  такое, что 

)())(,( *  h   и   )(||)(|| *  h . 
Следовательно, h(a) 

0
)(

2




h

  при  0 . 
Таким образом, 

0))(,(  hQ . ■ 

Следствие. При условиях теоремы 1 функции if , ki ,...,2,1 ,  вообще говоря, не 

являются дважды дифференцируемыми. 
Пусть 

.0),0(,
1

sin),( 2

2

2

2

12

1

3

121  hfhh
h

hhhf

,  
Эта функция дважды не дифференцируема в нуле, но имеет место представление  

)||(||,21),0()0,0(),( 2

21 hhAhhffhhf  ,  
где 







20
02

А
. 

Рассмотрим задачу минимизации 

min)(0 xf , 0)( xfi , ki ,...,2,1 , nRx  

Теорема 2. (Необходмое условие второго порядка).  

Пусть относительно функций if , ki ,...,1,0  выполнены все предположения 

теоремы 1, причем 0x
-решение вышеуказанной задачи. Тогда существуют числа 1*

0 y , 

**
1 ,..., kyy   такие, что 





k

i

ii hhxAy
0

0

* 0,)(

,  
)( 0xFKerh 

 
Доказательство. Положим 
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)(
2

)( 2
2

0 


  zhxx . 

Имеем 

)(,)(),(
2

),()())(( 2

0000

2

00000 


  hhxAzxfhxfxfxf . 

Поскольку точка 0x
 − локального минимума функции 0f  на множестве М,  то отсюда 

следует, что 

0),( 00  hxf , 0),)(()),(( 0000  hhxAzxf , 

)( 0xFKerh 
,  0],)[()( 00  hhxzxF A . 

Отсюда, (0,0) -точка минимума функции 

 hhxAzxfhzg ,)(),(),( 0000  

при ограничениях 

)( 0xFKerh 
,  0],)[()( 00  hhxzxF A . 

 
Отсюда u из классической теоремы 2.7 (Сухарев и др., 1986: 143), получим утверждение 

нашей теоремы.  
 
4. Обсуждение результатов 
Итак, основным результатом статьи является теорема 1, где построены касательные 

векторы второго порядка, при ослабленных условиях гладкости. 
 
5. Заключение 
Результаты этой статьи могут быть применены в необходимых условиях экстремума в 

негладких задачах математического программирования. 
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Аннотация. В этой статье построены векторы касательных направлений второго 
порядка к множествам, задаваемых (вообще говоря) не строго дифференцируемыми 
функциями. Они могут и не быть дважды дифференцируемым. Получено необходимое 
условие экстремума второго порядка для таких функций.  

Ключевые слова: касательный вектор, конус, строгая дифференцируемость. 
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