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CRITERII DE CONTINUITATE SI CALCULAREA NORMELOR
OPERATORILOR INTEGRALI SINGULARI

Vasile NEAGU

Universitatea de Stat din Moldova

In prezenta lucrare sunt stabilite criterii de continuitate pentru operatorii integrali singulari in diferite spatii cu
ponderi, fiind sistematizate si generalizate anumite rezultate in cazul in care conturul de integrare I este nemarginit si
cu puncte unghiulare. Se aratd ca normele esentiale ale operatorilor singulari depind nu doar de spatiu, ci si de marimile
unghiurilor formate de conturul de integrare in punctele sale unghiulare.

Cuvinte-cheie: operator integral singular, operator noetherian, simbol.

CRITERIA OF CONTINUITY AND CALCULATION OF NORMS FOR SINGULAR INTEGRAL

OPERATORS

In this paper criteria of continuity for singular integral operators in different spaces with weights are established,
some results when the contour of integration is unbounded and has angular points are systematized and generalized. It is
shown that essential norms of singular operators depend not only on the space but also on the measures of the angles,
formed by the contour of integration in its angular points.

Keywords: singular integral operator, noetherian operator, symbol.

Fie I' un contur orientat in planul complex € si S operatorul integral singular cu nucleu Cauchy

T
(S0 =— o "dr (er). (0
Notdm prin L (T, p) multimea tuturor func‘;nlor @ definite si masurabile pe I care satisfac conditia
[lect)" p(t)ldl| <o, (1< p <), 2
r

unde p(t) este o functic masurabild si nenegativa. Dacd in aceastd multime se defineste norma asa cum
urmeaza,

Vb
o= (oo or0pa) "

atunci L,(T, p) devine un spatiu liniar normat si complet.

In teoria ecuatiilor integrale singulare este bine cunoscutd urmatoarea teorema.
Teorema 1. Fiel" un contur simplu de tip Leapunov pe portiuni §i

n P
p(t)=£[l|t—tk| . el ty#t daci k#j, —1< B <p-1, 3)

atunci operatorul Sy este marginit in spatiul L,(T,p).

Pentru I'de tip Leapunov aceastd teorema a fost demonstratd de citre B.Hvedelidze, pentru I de tip
Leapunov pe portiuni — de catre E.Gordadze, iar pentru I'=(—00,00) si p(t)= |t|ﬁ — de catre M.Riesz,
G.P}ardy, J.Littwoold si K.Babenko.

In prezenta lucrare sunt demonstrate necesitdtile conditiilor (3). Rezultatele obtinute au permis sa stabilim
criterii de continuitate pentru operatorii de forma H =[] (¢t—1¢, )* S[1(t—t, )" I, care apar in studiul

ecuatiilor integrale singulare cu translatii pe axa reald. S-a demonstrat ca acesti operatori prezinta perturbatii
admisibile pentru ecuatiile integrale singulare cu coeficienti continui pe portiuni. Aceastd concluzie a fost
facutd in rezultatul determinarii, studiului si compardrii simbolurilor operatorilor singulari cu ale celor
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perturbati. Tot cu ajutorul simbolului s-a reusit si calculul normelor esentiale ale operatorilor Sy

S, P.=12(I+S8 i = [ — P.. Se arata ca aceste marimi depind nu doar de spatiu, ci si de marimile
rofr r/ St &r r P pal $

unghiurilor formate de conturul de integrare in punctele sale unghiulare.

I. Criterii de continuitate a operatorului S|
Vom demonstra necesitatea conditiilor din teorema 1 despre continuitatea operatorului S in spatiul
Lp( T,p). In plus, vom studia §i cazul in care conturul de integrare I este o curbd nemdrginitd, in

particular I este axa reala R = (-00,+ ).
1.1. Cazul conturului de tip Leapunov
Teorema 1.1. Fie I" un contur simplu de tip Leapunov si

n ﬁk
pt) =][lt-4] .tel.B,eR (1.1)
k=1
Operatorul S, este marginit in spatiul L (T, p) daca si numai dacd sunt indeplinite condiiile
1< p <p-1(k=12,.n). (1.2)

Demonstratie. Suficienta conditiilor (1.2) este demonstratd in lucrarea lui B.Hvedelidze [9]. Vom demon-
stra necesitatea acestor conditii. In primul rand s observam ca un operator A4 este marginit in Lp (T',p)
o1
- . . - P P - e, A . -3 .
daca si numai daca operatorul p” Ap ”I este marginit in spatiul Lp (T"). In plus, are loc egalitatea
o
_l AP P
41, =e"4p *1) .
p

unde prin || ||p’p si || ||p este notata norma in spatiul L, (T") si, respectiv, in L,(T’, p). Intr-adevir,

4l = sw l46l, = sup [acp™" 00" ) =

H(pprp—l H(p.pl/pH -1
P
sup le/pA(p—l/p '¢.pl/p)H =Hp1/pAp-1/p1H ‘
loo!'7] = ’ !
'z
Fie operatorul S} marginit in spatiul L,(T,p) cu ponderea de forma (1.1). Vom demonstra ca
numerele S, (k=1,2,..,n) verifica conditiile (1.2). Notam cu R operatorul (R@)(t)=1t@p(t) care,

evident, este marginit In spatiul Lp (', p). Atunci, in baza observatiei de mai sus, operatorul
1 L
K=rip”(S.R-RS;)p "1
este marginitin L,(T"). Insa,
1 1

(Ko)(t)=p" ()] p " (T)op(7)dr.

1

Din ultima egalitate rezultd ca p” € L » (T" ). Din aceasta egalitate si din teorema lui Riesz despre forma
1

generald a functionalei in spatiul L ,(T") rezulta ca p_; e L,(T). Adica,
_Bra

n B n T
”pl/p(t)‘p |dt|=j[[l|t—tk| |dt|<oo si ”p'l/”(t)‘q |a’t|=jl_[1|t—tk| g |dt|<oo. (1.3)
r I k= r A=
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Din prima inegalitate din (1.3) obtinem cd S, > —1, iar din a doua rezulta ca

_Ba__ P

=——"=>-1.
p p-1
Asadar, —1< 8, < p—-1 (k=1,2,.,n) siteorema este demonstrata.
1.2. Cazul axei reale
Vom considera cazul in care conturul I' este nemarginit. Vom incepe cu cazul particular, insd foarte
important, in care T" este axa reald R. In calitate de pondere vom considera functia

PR Br
po(x)=|x—i TIx—x] (1.4)
k=1
unde x,, x,, ..., x, suntpuncte diferite din R ,iar £, S, f,, ..., §, sunt niste numere reale.
Teorema 1.2. Operatorul

1 = o(y)

(Sp)(x)=— [ =dy,
Tl e y—X

este marginit in spatiul L (R,0,) (1<p<o) daca si numai daca numerele B,p,, B, ..., [, satisfac

conditiile
—-l< g, <p-1 (k=1,2,...,n),—1<ﬂ+2n:ﬂk<p—1. (1.5)
k=1

Demonstratie. Fie T, cercul unitate,

tk=(x,{+i)(xk—i)_1 (k=1,2,..,n), t0=1,ﬁ0=p—2—ﬁ—1§ﬁk si

(1.6)

Vom arata ca operatorul B, definit de egalitatea
t+1

(B(/’)(f)‘—(ﬂ( 1
este liniar §i marginit din L (R, py) in L,(15,p). Intr-adevir, fie @ € L,(R,p,), atunci

1Bl ) = 1

1L -
¢ﬁ§}y‘axwk—4”wﬂ=

Bi—p dx )
— =0 I lo(x ) po(x)dx=colel; . (D)

=i

X+i xk+l| |x+l

G I o x)l"l'[‘ -1

o [l o

unde ¢, si ¢, sunt niste constante. Operatorul B este inversabil Se verifica usor ca

(B ()= () (18)
Fie ¢ :R — R orice functie finita i derivabila. Atun01
T+1
-1 2 ( ) ¢(y)
(B~ S,Bp)(x)= —| I dy =(Spp)(x). (1.9)

ﬂ(x_l)l"o(z._l)(z__x_i) 7Z'l_wy—

. T+1 . . . -
Remarcam ca functia ¢(’i 1 ) se anuleaza intr-o vecinatate a punctului 7 =1. Asadar, S = B 1SOB

pe multimea functiilor finite si derivabile. Asa cum aceastd multime este densa 1n Lp (R, p,), rezulta ca
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egalitatea S = B ~'S,B are loc pe tot spatiul L (R,p,) si din ea rezultd ca operatorul S este marginit in

spatiul L (R, py) dac si numai dacd operatorul S, este marginit in L, (T}, 0 ).1n baza teoremei 1.1 aceasta

se Intdmpld daca si numai dacd sunt verificate conditiile
-1<p,<p-1 (k=0,1,2,..,n). (1.10)
Relatiile (1.5) sunt echivalente cu (1.10). Teorema este demonstrata.
Din teorema demonstratd mai rezulta ca operatorul § este marginit in spatiul Lp (I, p, ), unde T este o

parte (un interval) a axei reale.
1.3. Cazul conturului compus

Definitie. Un contur T, format dintr-un numdar finit de arce orientate 1 ,T,,..., I, ,care au un numar

finit de puncte de intersectie, se numeste compus [1]. Punctele de intersectie se numesc puncte singulare.
Dacid arcele T, si I}, au un punct comun, vom presupune ca curba I', U T, este de tip Leapunov sau cd

in acest punct tangentele la arce nu coincid. Ultima conditie Inseamna ca conturul I" are puncte unghiulare,
insa fara puncte de intoarcere.
Fie I' un contur compus. Conturul I" poate fi reprezentat sub forma de reuniune a unui numar finit de

arce I},I,,...,I', care satisfac urmétoarele conditii. Orice pereche de arce Fj si I, au nu mai mult de un
singur punct comun §i acest punct nu este interior nici pentru I'; si nici pentru I}, . Daca FjUFk nu este de
tip Leapunov, atunci vom presupune cé tangentele in punctul comun 7, = FjUFk la T’ si I', nu coincid.

Ultima conditie exclude conturul cu arce I'; si I} indicate in Figura 1 (cu puncte de infoarcere).

Fig.1.

De exemplu, pentru a reprezenta conturul I" din Figura 2
t B ty

f;
ts

£

ta

R
Fig.2.

N oy . . - .. . r . o A "
in modul stabilit mai sus consideram pe linia I} un punct arbitrar ¢* i o reprezentam in forma I, = ITJT,,

unde I este arcul care uneste 7, cu ¢',iar I, arcul care uneste ¢’ cu 7,. Atunci,

r=ryyr,yr,ur,yr,ur;.
Punctele singulare ¢',#, ,Z, le vom numi si puncte unghiulare, t,— nod, iar t, , t, — capetele conturului I".

Conturul compus poate avea mai multe noduri si capete.
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Teorema 1.3. Fie I" compus si

n P
p(t)= H|t_tk|
k=0
Operatorul Sy este marginit in spatiul Lp (T, p) daca si numai daci numerele B, verifica conditiile
-l<p.<p-1 (k=12,.,n).

In prealabil vom demonstra urmitoarele leme.
Lema 1.1. Fie T o linie frdnta, formata din douda segmente T, si I, care au un punct comun z,. Atunci

operatorul

(Sero)(x)=—] %dr (teT,)

lrl

ZT_Zo|ﬂ)f”l spatiul Lp(r2,|f—zo|ﬂ) daca si numai daca

este liniar §i marginit din spatiul L (T},

—-l1<p<p-1.
Demonstratie.  Fie —1< < p—1. Consideram  doua  functi @€l (I},i— zo|ﬂ ) si
Ve Lq(T2,|t— 0|ﬂ(1_p)), unde p~' + ¢~ =1.Vom nota prin @ si W prelungirea prin zero a acestor

functii pe razele ce ies din punctul z, si contin segmentele I', si I',. Fard a diminua generalitatea, putem

consideraca z,=0 si [} < [O,oo] (Fig.3).

rn

Fig.3.

Alegem un numar complex o, astfel incét raza {O' y} (0< y <o) si contind segmentul I,. In cazul
Figurii 3 avem o= we'® (@ > 0). Atunci
(700t 2 ) < off ay PPN 4 ol g FRCT2 N0 4
r, nr—t 0 0 |X—O'J’| 0 0 |S—O'|
© d © © d © B B
= Twcovllotsy Jay ol 2 Twcov b Hotsy I 77 ay
0|S—J|() 0|S—J|0

Aplicam inegalitatea lui Holder si obtinem:

WMWW“)<M” (Wwﬂuwéw/qumﬂ@ﬁ—

1+4 _
|O'| AJ—Hﬂ/ (“l//(l‘)|q|l‘|/j(1 q)|dt|)A ) (J'|§0(t)|p|t|ﬂ|dt|)4 =c ”‘//”Lq(rz,\z\ﬁ“““)”(o”Ll,(rl,M/’)’
oW s n

O'| b

unde
(l+ﬂ) °° ds

(14f
||4ﬁﬂ

¢ =lol
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Din conditiille —1< < p—1 rezultd ca ¢ < .
Prin urmare,

[P (S| el ) Il -

Suficienta este demonstratd. Necesitatea se demonstreaza ca si necesitatea teoremei 1.1. Lema este
demonstrata.

Lema 1.2. Fie I s5il’, au un singur punct comun zZ, (care nu este punct interior nici pentru I

| nici

pentru 1)) si tangentele la 1, 5i1’, in z, nu coincid. Operatorul
1 co(7)
(Srlrzw)(t) = ,[ dr  (tel})
Tip T—1

t—z|") in L(T,,

Demonstratie. Fie y, si y, doua segmente ale tangentelor la I} si I', in punctul z, (Fig.4).

)

B .. .. . »
t— Zo| ) este marginit daca si numai daca —1< < p—1.

ce actioneaza din L, (T,

.fyz
Z0 "

Fig.4.

Notim cu ¢ = (z) functia bijectivi a frantei ¥ =,(Jy, pe conturul T =T,JT,. Asa cum I si T,
sunt de tip Leapunov, atunci functia /3 poate fi aleasd astfel incat derivata ei /3’ si satisfaci conditiile lui
Holder pe y. Fie B, :L, (T, t—zo|ﬁ)—) L,(7,
(B,¢)(z)=o(P.(z)). Nucleul operatorului integral K = BZSF1F2B1_1 - S, are forma

72

t— Zo|ﬁ ), (k=1,2),operatorul definit de relatia

k(é,z)=i( pee) | j(zen,éem

i\ f(5)=p(z) &-z
si are singularitate slaba. Prin urmare, operatorul K este compact din Lp (7.t — Zo|ﬂ )in L » (7.t = Zo|ﬁ )[1].
Atunci, aplicand lema 1.1, continuitatea operatorului S rezultd din egalitatea
-1
Sir, =B, (K+S7172)Bl’ (1.11)

Lema este demonstrata.
Demonstratia teoremei. Descompunem conturul compus I'in reuniune de arce simple I,I,,..., I, care

satisfac conditiile enumerate mai sus. Vom demonstra ca operatorul
1 ro(t)
(Srkrjgo)(t)=_.j—d7 (tely)
i, T— t
este marginit din L,(T;,p) in L (T,,p).
Daca j =k, atunci continuitatea operatorului Srkrj rezultd din teorema lui B.Hvedelidze. Dacd I'; si I,

au un punct comun si arcul I';, =T';,UI}; nu este de tip Leapunov, adica tangentele la I'; si I, in punctul

lor comun nu coincid, atunci in baza lemei 1.2 operatorul Srkr_ este marginit. Fie ij de tip Leapunov,
J
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atunci continuitatea lui Srkr_ in spatiul Lp ( Fj ., ) de asemenea rezultd din teorema lui B.Hvedelidze. Fie
J

peL,(T;,p) Notamprin ¢ € L, (T, p) functia

~ p(t), tel;
P(t)= ’
0, tel,

Evident ||5||Lp(r’p) = "(ZHLP(F/,/J)' Atunci

~

Srjrk(ﬁ <

< <
Ly(Tjg.p)

Lp(rk'p)

Srjrk

Il v, .-

Srjrk(/)
Asadar, si in acest caz Sr_,-rk este marginit din L,(T',,p) in spatiulL, (1}, p). In sfarsit, daca
r,ﬂrk =), atunci nucleul operatorului Sr,-rk este o functie continud si, prin urmare, el este marginit.

Fie y; functia caracteristica a arcului I, , atunci din cele demonstrate mai sus avem:

SFij ||¢||Lp(l",p) :

H;c,SrzkcoH <

Ly(Tp)

Deci, operatorii xSy x, 1 (j,k=1,2,...,n) sunt marginiti in L (T', p). Asa cum

Sy = > Z_erZkI ,

Jk=1

atunci S este marginit in spatiul L,(T’, p). Teorema este demonstrata.

1.4. Cazul conturului admisibil
Consideram cazul mai general, in care I" este un contur format dintr-un numdr finit de linii T, ,T,,..., T,

marginite si nemarginite. Aplicatia t=(z—2z,)" (z, ¢ ') transforma fiecare linie I, (j=L2,..,n)
n

intr-o linie marginitd ;. Notam y = U1 7 ;- Vom numi conturul I" admisibil dacd y este un contur compus.
j=

Fara a restrange generalitatea, presupunemca 0 g I" si z, = 0.

Teorema 1.4. Fie I' un contur admisibil, z, ,z, ..., z, puncte diferite pe I" si
Bre
ﬂ n
po(z)=|4"TI|z -z,
k=1
Operatorul Sy este marginit in spatiul Lp (1, p,) daca si numai daca numerele f3, verifica conditiile

U< B <p=1 (k=12,on), —1<f+3 B <p-1. (1.11)
k=1

1

Demonstratie. Fie y imaginea lui I' in rezultatul aplicatiei # = z= . Notam cu

n n Br
t, = z7' (k=1,2,...,n),t0=0,ﬂ0=p—2—ﬂ—kz_:lﬁk, p(t)=g|t—tk| :
Se arata fara dificultati ca operatorul
I 1
(Bo)(t)=—p(7) (t€y)

este liniar, marginit si inversabil din L,(T',p,) in L,(y,p). Calcule simple aratd ca S = B 'S , B, apoi

rationamentele continud ca In teorema 1.2. Teorema este demonstrata.
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I1. Continuitatea si simbolul operatorilor de forma (t—1t, )% S.(t—1t, )% I

Fie t,, t,, ...,t, puncte fixe si distincte pe conturul inchis I" si Lp (T, p ) spatiul cu ponderea (1.1) si cu
conditiile (1.2). Notam cu € multimea functiilor de forma /(¢)=]][(t—t, )%, unde &, sunt numere
k=1

reale, iar cu CP(T") — multimea tuturor functiilor definite pe I si continue pe portiuni.
Teorema 2.1. Operatorul h(t)S.h™'(t)I este marginit in Lp (T, p)daca si numai daca numerele &,
verifica conditiile

—M<5k<l—M (k=12,.,n). 2.1
p p

Demonstratie. Din observatia la teorema 1.1 rezulti ca operatorul A(t )S.h~'(t)I este marginit in spatiul
L,(T, p) daca si numai daca este marginit operatorul S;. in spatiul L,,(T', p, ), unde
» n ﬂk+p§k

pt)=h) - p(t) =TIl -1,
=1

Astfel, conditiile (2.1) decurg din conditiile (1.2). Teorema este demonstrata.

Vom presupune in continuare ca numerele §, din definitia functiilor din multimea £ verifica conditiile
(2.1). Prin urmare, operatorul H = h(t)S.h™'(t)I este liniar si marginit in spatiul L,(T,p).Asociem
operatorului /1 matricea de functii H(t,1t) (t€l',0< u<1) (ase vedea[2]), definitd dupd cum urmeaz:

1 u(t, u1)
0 -1
unde
Wty p)eos(RO)eP(TO) s y=s (k=12,.m)
u(t,u)=<2l(t,, 1)cos(mo, )exp(mo, )+1 ,
0, daca teT'\t, (k=12,.,n)
o) =21+ p, )/ p, daca t=t, (k=12,.,n)
\z-27/p, daci teT\t, (k=12,..n)
S”’f‘g“'exP(fe”), daci %0,
I(t,u)= Sm@-exp(t@)
y73 daca 0=0
siv(t, )= I(t,u)(1=1(1,1)).
Teorema 2.2. Fie
A=ao(t)+Z‘iaj(z)hj(t)Srh;l(z)bj(t)l, (2.3)
=

unde a;,b, € CP(T") , h; € Q. Atunci, operatorul A apartine algebrei 3,(T', p) generate de operatorii

integrali singulari cu coeficienti din CP(T") si simbolul sau are forma
At i) =ay(t,p)+ 2 a;(t, ;)H ;(t, 1)b,(t, 1), (2.4)
=l
unde a(t,41) si b,(t,p) sunt simbolurile operatorilora;(t)I si b;(t)I,iar H(t,pu) sunt matrice de

functii de forma (2.2), care corespund operatorilor H , = h,(t )Srh;l( t)l.
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Amintim ci simbolul A,(¢, ) al operatorului 4, =aP+bQ, unde a,be CP(T'), P=1/2(1+S) si
QO =1- P, se defineste (a se vedea [2]) in felul urmator:
Aot ) = I(t, 1)a(t+0)+(1=1(t, u))a(t) v(t,u)(b(t+0)=b(t)) o 2s)
v(t,u)(a(t+0)=a(t)) I(t, 1)b(t)+(1=1(t,10))b(t+0)

Demonstratia teoremei 2.2. Este evident cd teorema va fi demonstratd dacd o vom demonstra pentru

operatorul H = h(t)S.h™'(t)I, unde h(t)e Q.Fie h(t)= ﬁ(t—tk )% unde numerele &, verifica
k=1

conditiile (2.1). Notam prin f,(¢) functia f,(t)= 7% continui (se presupune ci0 € F*) in orice punct

de pe conturul I' cu exceptia, posibil, in punctul ¢z, iar prin f(¢) notam functia f(¢)= ﬁ fi(t). Prin
calcule directe se verificd urmatoarea egalitate: .
lecoopcncr s i+ 0P rp+0io=cprp+o)lncpc s 1+ 0lp =0
valabild pentru orice functie @, care verifica conditiile lui Holder pe conturul I'. Asa cum operatorul
h(t)Ph™"'(t)I este marginit in spatiul L,(T,p), atunci hP(hf)"'I+Q=(PfP+Q)". Deaici rezulti
cd PhPh™'I=P(PfP+Q)"' fI. Este adevaratd si egalitatea PhPh™'I = hPh™'I i, prin urmare,
hPh™'I=P(PfP+Q)" fI. Astfel,
H=2P(PfP+Q)" fI-1. (2.6)
Din aceasta egalitate rezultd ca operatorul H = h(t)S.h™'(t)I apartine algebrei Y. (T, p). Din (2.6),

prin calcule directe (la detalii nu ne oprim), ne convingem ca simbolul operatorului /' reprezintd matricea
de functii

(t,1)(f(1+0)=f(1)) |
H(t,p)= It u)(f(t+0)=f(1))+1
0 -1
Tinand cont de faptul ca ( f(¢, +0)/( f(t, )=exp(27id, ),usor se aratd cd simbolul operatorului

coincide cu relatia (2.2). Teorema este demonstrata.
Din teorema demonstrata (2.2) rezultd mai multe concluzii, in particular din ea urmeaza

Teorema 2.3. Operatorul A,definit de egalitatea (2.3), este noetherian in spatiul Lp (T, p) daca si

numai daca simbolul sau A('t, i), definit de egalitatea (2.4), indeplineste conditia
det A(t,u)#0 (tel',05u<l). (2.6)

2
Daca conditia (2.6) este verificata si A(t, 1) = H@.j(t,,u)H _,» awnci
i,j=

1ndA=—L{arg det A(t, 1) } |
27 (t,1)eTx[0,1]

6,,(1,0) 6 (11)

IIIL Inversarea operatorului S*

In spatiul L (R, ff ), (-1< < p—1), consideram operatorul integral singular A =cl +dS, unde

1 * c pentru —o <t <0,
(sp)(x)=— | ¥, c(r)={ !
Tl Y—X ¢, pentru 0<t<oo,
d,  pentru —o<t<0,
d(t)= (c,,c,,d,d,eC).

d, pentru 0 <t <o,
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arcul (sau segmentul)
I((cy+dy)(c,—d,) . (¢c,—d,))(c;+d,);2xn(1+ )/ p)

nu trece prin punctul z = 0. In acest paragraf se expune o metoda [1] de determinare a inversului operatoru-

lui 4 si, implicit, a operatorului S*,

(s*p)(x)=— T2y (y R,
Lo yYy—X

bazatd pe un sir de transformari functionale.
NLOES L, (R*,t") aplicatia definitd de egalitatea (v )(t)=(p(t), p(—t)) (t>0).

Operatorul v Av ™", care actioneaza in spatiul sz (R*)tﬁ), poate fi exprimat sub forma de matrice de

ordinul doi:
Al 1 Al 2

A2 1 A22 ,

vAv =

unde 4, € L(L, (R*,1")).

poate fi scrisa sub forma

cap(t)+ 22 | X 04r S X —y1) (1>0).

_wrt

(—1)+ 2 j("(” A2 e —y(=1) (1>0),

Tl
sau

{02(01+d25+¢)1—d2N(02=l//1 (t>0),
01N¢1+d1§92_d1S+(02=l//2 (t>0),
unde ¢, =9(1) ,0,=¢(—t) (1>0),

(S+f)(t)=L'j'de(OStSoo),(Nf)(t)=L.J'de(O<t<oo).
TLy x—t Ly X+t
Astfel,
g c,] +d,S —dzN' 3.0
d, N cl—dS*

- . . o - . . . + ﬁ A . + -1 . .
Notam prin W, operatorul ce actioneaza izometric din spatiul L (R",t") inspatiul L (R",t") si definit

prin egalitatea

(W,h)(t)=t"h(t) (y=(1+p)/p).

Atunci
- TNy LT (05 d
(WSWp)(t)=— g(_w —m.jco()l PRI (3:2)
si
) " d.
(WNW‘(/))(U——I ()(1::) = (33)

Semiaxa pozitivd R* o vom considera ca un grup abehan (In raport cu inmultirea) cu masura lui Haar
dx / x. Atunci integralele din partea dreapta a egalitatilor (3.2) si (3.3) reprezinta convolutii:

W,SWp)(t)= L o)

_ 1
——*(t), (W,NW p)(t)=—
wil—t Til+
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Fie I transformata lui Fourier pe grupul R",

(Fp)(&)= Tco(r)t"f? (~0<E<m).

t’ 1 7
Notim cu s*(&) si n(&) transformatele Fourier ale functiillor ——— i, respectiv, — , iar
mil—t mil+t
M =FW,v. Atunci operatorul MAM ' reprezintd un operator de multiplicare la matricea de functii
¢, +d,s"(§) —d,n(g)
dn(s) ¢, —ds*(&)
Determinam functiile n(&) si s*(&):
1 = t}/—i-f—l 2eﬂ(-f+i7)
n =— dt= A ,
ot a2
Un calcul direct ne da
2 (E+iy)
RPN - +1
s°(E)= i (3.4)
Aceasta formula poate fi obtinuta si in felul urmator. Deoarece S T=] si
5" -n
wsy P (8) () H
n(g) —=s($)
atunci
2 2
- 0 1 .
s =  prin urmare s (§)=1+n"(§). (3.5)
0 st —n’ 0

In plus, cunoastem ci spectrul operatorului S* in spatiul LP(R+,t’B ) (a se vedea [1]) coincide cu arcul

I(=1,1;27y ). Asa cum multimea valorilor functiei " (& ) se contine in spectrul operatorului S*, urmeazi
Ims*(&£)>0 pentruy >1/2; Ims™ (&)< 0 pentruy <1/2. (3.6)

Conditiile (3.5) si (3.6) determind in mod univoc functia S*(£). Notam s*(&) prin ¢, atunci

n(é)=+/c>—1, unde prin /c* —1 este notatd ramura univocd, care capiti valoarea 1/isinzy in

punctul ¢ =—ictg(zy/2). Astfel, operatorul MAM ! reprezintd un operator de multiplicare la matricea
de functii

Ae)= ¢, +d,s —d, ¢’ -1
dyg*~1 ¢ —dg
unde variabila § = S+( § ) parcurge arcul I(—1,1;27y ).

Vom analiza urmitorul exemplu. In [1] a fost aritat ci operatorul S* este inversabil in spatiul
L (R")(I<p<o)daca si numai dacd p#2. Si determindm inversul operatorului S™. Fie

My=FW, , unde F si W,  sunt operatorii definiti mai sus, 9L (R"), y=S"0¢ si p=M,p.

Atunci M ,S*M ;'@ =y si, in baza celor demonstrate mai sus, avem s* (&)p(E)=w(&). Asadar,
2x(&+iy) +1

Wf)=ew+—w_1¢(§),

e
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unde y =1/p. Egalitatea (2.4) a fost obtinutd pentru 0<y <1. Tinidnd cont de aceastd conditie,
transcriem functia /(£ ) in felul urmitor:

) e27r(§+iy—i/2) +1.
w(s)= ] P(E), pentru p>?2

si
) eZn(§+iy+i/2) +1 .
W(§)=W(/’(§), pentru p < 2.
Efectudm transformarea inversd a lui Fourier, tindnd cont de faptul ca (W, f)(t)= f(t )7 . Fie
2< p <o, atunci
1/ _1
o () dr

l—-tz7' ¢

1//(t)==°j§\/%%dr .

De aici rezulta ca pentru p > 2 avem

()= [ p(c)r

prin urmare,

ch L% 7 (T
(" o)) =—[\7 S=rdr (3.7)
Pentru 1< p < 2,1n mod similar, obtinem:
+ -1 _ 1S/ e(r)
(ST o)=—1\ ) T rdr (3.8)

Observatie. Operatorul definit de partea dreaptd a egalitatii (3.7) este inversul operatorului S* si in
spatiul L (R" ,t7) pentru 2(1+ )< p, iar operatorul definit de partea dreapti a relatiei (3.8) este inversul

lui §* pentru 2(1+ f)> p. Pentru 2(1+ )= p operatorul S* nu este inversabil. Aceasta rezulta din
teorema 1.4, deoarece pentru 2(1+ )= p, ﬂ=§—l, operatorii ¢*'/?St™/*I nu sunt marginiti in

+ 4B
Lp(R 7).
IV. Calcularea normelor operatorilor singulari P, O si S in cazul conturului
de tip Leapunov

In [1] a fost demonstrat ci norma ||S || a operatorului integral singular
1 co(7)
(Sp)(t)=— [P 2z (T, ={t =1}, 1eT,)
mir, T—t

este egald cuv( p ), unde
ctgr/2p, pentru p=2",
v(p)= 2"
tgr/2p, pentrup=2n .

Dupa publicarea acestor rezultate au aparut un gir de lucrari (a se vedea bibliografia din [1]), In care
au fost evaluate si calculate normele operatorilor singulari in diferite spatii. In [4] a fost calculatid norma
operatorului

(C¢)(t)=izf¢(y)ctgy7_tdy-
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S-a ardtat cd si norma (in spatiul L, (0,27 )acestui operator verifici egalitatea ||C|| =v(p). Acest

rezultat, la rndul sau, a permis sa fie demonstrat ca egalitatea ||S || =v( p) are loc pentru orice p € (1,00).
Cazul in care conturul de integrare are puncte unghiulare a fost considerat in [6], iar cazul conturului cu

puncte de autointersectie — in [7]. S-a stabilit cd in aceste cazuri are loc inegalitatea ||S|| >v(p) sica

norma ||S || mai depinde si de marimea unghiurilor formate de contur in punctele sale unghiulare.
. 1
In acest paragraf sunt calculate normele operatorilor de proiectic P = 5([ +S ) si O =1—P in spatiile

L(T,) (1 <p< oo) , precum si normele esentiale ale acestor operatori pentru orice contur de tip Leapunov.

Mentionam ca evaludrile inferioare pentru aceste norme au fost stabilite in [1,2] si tot acolo a fost formulata
ipoteza cd aceste evaludri sunt exacte.
Pentru Inceput vom demonstra urmatoarea teorema.

n
Teorema 4.1. Fie f(t)= Y. f,.t" un polinom trigonometric cu coeficientii f, € € care verifica conditiile
k=—n

fx = [ - Atunci norma functiei

Wt)=23 fit" - f, @.1)

k=—n
in spatiul L, (Fo) (l <p< 2) admite evaluarea

— 1]
sinz/p

Pentru a demonstra aceastd teorema vom avea nevoie de urmatoarele doua leme:

UE

T
Lema 4.1. Pentru| X | < 5 0<y<mil <p<2areloc relatia

2P P
_— cos x—a(p)sinpy—ﬁ(p)cosple, (4.2)
sin” 7/ p
1 1
lln(ie a = —'1 i = .
(r) sin 7 /2 p i Ap) sin ?' 7 /2pcos /2 p

. T
Demonstratie. In dreptunghiul D = {( xX,y): | X | < E,O <y< 72'} vom cerceta la extremum

functia
27 cos” x .
F(x,y)=—————a(p)sinpy—pB(p)cospx .0< y<n,
sin” 7/ p
Obtinem ca in punctul x = y =lfunc‘giaF (x,y)are un minim. Asa cum F' L,l =1, rezultd ca
2p 2p 2p

F(x,y)>1 pentru orice x si y din dreptunghiul D. Astfel, inegalitatea (4.2) este demonstrata.
Amintim ca o functie reald u continua intr-un domeniu G se numeste subarmonica (a se vedea [8]) daca
pentru orice cerc inchis C < G cu centrul in punctul z, sicuraza r are loc relatia

2
u(zo)s 1 ju(zo +re’ )do . (4.3)
27 0

Se stie (a se vedea [8]) ca u este functie subarmonicd dacd si numai daca pentru orice punct z € G
relatia (4.3) este indeplinitd pentru » destul de mici.
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Lema 4.2. Functiile g,,g,:C >R, definite de relatiile g,(z)= |Z|p cos(pa,(z)),

8,(z)= |Z|p sin(pa,(z)), unde

al(x+iy)=arctgy/|x ,pE(12),

L0, (x+iy)= arctgx/|y
sunt functii subarmonice in C.

Demonstratie. Proprietatea cd functia g, este subarmonicd poate fi obtinuta din [4]. Vom demonstra
ca functia g, este subarmonica in ¢; vom verifica cd in orice punct z € ¢ functia g, indeplineste

conditia (4.3). Observam cd functia g, coincide in semiplanul de sus Imz >0 cu functia armonica

p

Imz” (O <argz< 72'), iar in semiplanul de jos cu functia armonica Im(— z) (— m<argz< 0). Prin

urmare, pentru orice z, Imz # 0, si pentru » destul de mici relatia (4.3) este verificatad. Fie z =0, atunci
pentru orice numar pozitiv » vom avea
7,.17

2z 2
0=3 [e:be bip="[r" sinlppkip=""{1-cos pr)>0=g.(0)

Deci, relatia (4.3) este verificata si pentru z =0.
A mai ramas sa consideram punctele z=x, unde x este orice numar real diferit de zero. Fie

hz(z)= Imz” (z #£0,0<argz<r,—-r<argz<-r/2,-rm/2<argz< 0) . Functiile 4, si g, coincid
in semiplanul de sus. Vom arata ca in punctele semiplanului de jos, pentru care Imz <0, diferenta g, — 4,
este nenegativa. Fie z=re'’ (r>0-7<60<- 7/2 ), atunci
2,(z)=h,(z)=r"(sin p( + ) sin p)=2r" sin p(@ + 7/2)cos /2> 0.
Dacainsa z=re' (r>0-7/2<6<0 ), atunci
g, (z) —h, (z) =r’ (Sin(— p6 ) —sin p@) =-2r"sinpf > 0.
Prin urmare, g, —/, 2 0. Asa cum, in plus, functiaZ, este armonica in planul complex cu taietura de-a

lungul dreptei Im z =0, atunci pentru orice numarr (0<r < |x| ) obtinem urmaétoarea relatie:

1 2 ; 1 2 ;
g(x)=h(x)=——[h(x+re”)dp<— [g,(x+re” )dp.
27 o 27 o

Asadar, relatia (4.3) este verificatd. Lema este demonstrata.
Demonstratia teoremei. Punem

g(z)=i( 1 =S fii").

Usor se observad ca pe cercul Iy avem f = Reh si g =1Imh, adica f +ig=h. Notam cu f, si f,
functiile f,(z)=g,(h(z)) , respectiv, f,(z)=g,(h(z)), undeg, si g, sunt functiile subarmonice din
lema 4.2. Asa cum functia A este olomorfa in (', iar g, si g, sunt subarmonice, rezultd ca f, si f, sunt, de
asemenea, subarmonice. Fie y,(z)=a,(h(z)) si v,(z)=a,(h(z)), unde

a,(x+iy)=arctg y/|x , O,(x+1iy)=arctg |y|/x.

Functiile y, si y,sunt definite in punctele z, in care A(z)# 0. Prelungim aceste functii in mod

arbitrar in punctele z , in care h(z) =0 ; atunci, functiile £, si f, pot fi reprezentate sub forma

fi= 10" cos(py (2)), 1o =|H" sin( py,(z)).

Se verifica ca pentm|z| =1 au loc egalitatile

[f(z)|=|h(z)|cosp(z),

g(z)|=|h(z)|siny,(z). (4.4)
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Din lema 4.1 rezulta ca

27

———[|h(z)" cos wl(z)ldzlm(p)f (2| sin py,(z)de| -
sin” 7/ p i,

B(p) rj|h(z )" cos py,(2|dz| . (4.5)

Vom arata ca ultimele doua integrale din partea dreapta a relatiei (4.5) sunt nenegative. Asa cum f este

iz |

functie reald, atunci Imh(0)=0, adica g(0)=0. De aici rezultd ca in cazul in care 4(0)# 0, avem

¥,(0)=0 si, prin urmare, f1(0)=|h(0)p

, iar f,(0)=0. Din faptul ¢ f, si f, sunt functii subarmonice

deducem ca
1 2z ; 1 p
0< f,(0)S— [ fi(e” Jdp=——[|h(z) cos(py,
27 o 271,
| | , (4.6)
0< £5(0)S— [ fo(e” Jdp=—[|h(z)| sin(py,(z))dz.
27 0 27 Iy
Din (4.4 —4.6) rezulta ca

[lnce ) lar] < - / [lfc0) .
p

Teorema este demonstrata.

Teorema 4.1 are o semnificatie importanta. Fie LI; (I, ) spatiul real L , be conturul I'osi A operatorul

A(énf,}") = 2:§Ofkf" -, (=)

definit pe multimea polinoamelor trigonometrice reale. Observam cad operatorul A difera de operatorul
2P =1 — § numai cu un termen compact.
Teorema 4.2. Pentru norma esentiald a operatorului P are loc egalitatea

|P|=inf|P+T|=— (I<p<m),
ret sinz/p

A o . . . A . R
unde T inseamnd multimea tuturor operatorilor compacti in spatiul Lp ( I, ).
Demonstratie. Relatia

1

sinz/p
pentru 1 <p< 2 rezulta din teorema 1, iar pentru2 < p < oo poate fi obtinutd trecand la operatorul adjunct.

|P|<

Semnul egalititii se realizeaza in baza rezultatelor din [1]. Teorema este demonstrata.

K K
Consecinta 4.1. Din relatia ||P — > =0 + > unde Q =1 - P si (Kf)(t)=f,, obtinem
o=
sinz/p
Consecinta 4.2. Fie I' orice contur inchis de tip Leapunov, S, P. si Qp operatorii respectivi in
1
spatiul L, (F) Atunci |P |—|Qr| = / si ||S || =v(p).
sinw
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V. Calcularea normelor esentiale ale operatorilor singulari P, Q si S in cazul
conturului cu puncte unghiulare
In acest paragraf este abordati problema determindrii normelor esentiale ale operatorilor integrali singulari
in cazul conturului Leapunov pe portiuni, folosind simbolul acestor operatori, precum si unele rezultate
clasice din analiza functionala referitoare la norma operatorului in spatii Hilbert. Formulele obtinute pentru
normele esentiale demonstreaza ca ele depind de prezenta punctelor unghiulare pe conturul de integrare.

Fie I'un contur inchis Leapunov pe portiuni. Notdm prin 7,7, ,...,7, toate punctele unghiulare pe I'cu
unghiurile 7, (0<a, <1) (k=12,..., n)si

p(t)=kﬁ=l|t—tk|ﬂk, (<1<B <p=1, m=n),
unde ¢, =7, (k=1,2,...,n). Fie CP(I') multimea functiilor definite pe I" si continue pe portiuni, iar
2(T,p)(cL(L,(T,p)) — algebra generatd de operatorii (H¢)(t)=h(t)p(t) (he CP(T)) si
operatorul S.. Mentionim ca T < Z(F,p). Amintim definitia simbolului operatorilor din X (T, p) (a se

vedea [3,5]). Pentru aceasta este suficientd cunoasterea simbolurilor operatorilor H si S} .Simbolul
H(t,& ) al operatorului H este definit in felul urmator:

h(t+0) 0
H(t,¢&¢)= 0 hi—0) (tel). (5.1
Simbolul S(¢,&) (tel',& € R) al operatorului S} este definit de egalitatea
" . _exp(a(l‘)—l)ﬂ(f"'i]/(f))”
S(t,¢&)= e sha(s+iy(t)) (5.2)
ep=al)n(E+ir(t)

I sha(E+iy(t))

unde a(t)=a, (t) pentru t =1, (k=1,2,,...,n), a(t)=1 pentru ter\{rl,rz,....,rn}, ;/(t):M

2 %m

pentru t=t,(k=1,2,,...,m) si 7/(t)=l pentru teF\{tl,tz,... t }
p

Teorema 5.1. Fie A€ .(I',p) si A(t,&) simbolul lui. Operatorul A este noetherian in spatiul
L,(T,p) dacad si numai daca

det A(t,E)#0 (tel,éeR). (5.3)
Fie A€ L(B) si T(B) idealul bilateral, format de operatorii compacti in B. Amintim ¢d norma esentiala

a operatorului 4 este definita de relatia

| Al= inf )||A +TJ. (5.4)

TeT(B
Acest paragraf este consacrat calculului normelor esentiale ale operatorilor S,P, Q.

Vom incepe cu cazuri particulare. Fie I, (0 < a <1) un contur format din doud semidrepte ce pornesc
tf?)), 1< f< 1) algebra
generata de operatorii S, (=S, )si S’ iar prin |Sa| p notam norma esentiala a operatorului .S, in spatiul

Ly(T,.|t)

din punctul z=0. Presupunem ci R" < I},. Notam prin K, (c L(L,(T,,

). Daca =0, atunci punem |Sa|0 = |Sa|.
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Este cunoscut faptul (a se vedea [2]) cd in cazul in care conturul I' satisface conditiile lui Leapunov
(a=1) |SF| , depinde de numarul B si nu depinde de conturul I'. In particular, pentru =0 avem

|Sr| =1 pentru orice contur inchis de tip Leapunov. Vom vedea ca aceastd proprietate devine falsa in cazul

in care conturul I" are puncte unghiulare.
Amintim ca pentru orice operator 4 dintr-o algebra X cu simbol simetric are loc egalitatea

inf ”A +T|| max 5,(A(x)), (5.5)

TeT
unde A(x) este simbolul operatorului 4, iar s, ( A(x)) inseamni cea mai mare valoare proprie a matricei
A(x)(A(x))". Notam prin &( AA* ) spectrul clasei adiacente {AA* +T } in algebra cat Z/T (). Atunci
relatia (5.5) poate fi scrisd sub forma

inf ||A+T|| = max A.

TeT(z 1eG(AA™)

Remarcim ci multimea 6( A4™ ) coincide cu multimea valorilor A pentru care operatorul 44" — Al nu
este noetherian. Notam cu M('A,t,&) simbolul operatorului M = AA" — Al . Atunci, spectrul esential 6( 44" )
al operatorului 4A" coincide cu valorile A e€C, pentru care det M(A,t,&) se anuleazi intr-un punct
(t,£)eT'x R. Prin urmare, ? coincide cu valoarea maximali a radacinilor ecuatiei det M(A,t,£)=0.

in formula (5.2), pentru simbolul operatorului S|, definit de formula (5.2), inlocuim & prin &/ 27,

Atunci, aplicand cele mentionate anterior pentru operatorul .S, , obtinem:
2 — 2
Sl —_Zgggw(faﬁ(fﬁ\/fa,ﬂ(f)—I) : (5.6)

Io(E)= 1—cos f3-e° +e* + 26179 4 2%
@b 1+2cos f3-e° +e™ .
In particular, daca « = 7, adica I, =R, atunci din egalitatea (5.6) obtinem:

unde

N Rty = ctg%lﬁb. (5.7)
Fie f=0 sinotam prin z=(1—e° ) /(1+e° ). Atunci
5, |= g™, (5.8)
unde
ctg@(a)—lanczle 1+Z)/ (5.9)

In particular,

1+\/_

|-

In mod similar pentru operatorii P, = 5( I1+S,)siQ,=1-P,, seobtine

. -1
|Pa|=|Qa|=(Sln9(a))
Aceste relatii sunt in concordanta cu rezultatele din [2].
Teorema 5.2. Norma esentiald a operatorului S, in L,(T,)este o functie continuda si monoton

descrescatoare pe intervalul (O,l] Si

1<|s,|, . <1442,

L(Ty)
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Afirmatia teoremei rezulta fara dificultate din relatia (5.8), de aceea demonstratia va fi neglijata.

In cele ce urmeaza considerim cazul general. Fie T'un contur inchis Leapunov pe portiuni. Notim prin
7,,7,,...,T, toate punctele unghiulare cu unghiurile «,(k =1,..,n). In spatiul L,(T,p) considerim
operatorul

A=S.-S —Al
Simbolul operatorului 4 are forma

A(,E)=S(L.E)(S(1.E)) — AE,,
unde E, este matricea unitate de ordinul doi. In punctele z €T\ {rl,..., z’n} avem A(,¢)=(1-A)E,.
Conform teoremei 5.1, operatorul A4 este noetherian daca si numai daca detA(t,&) #0.
Teorema 5.3. Pentru normele esentiale ale operatorilor Sy, P.si QO sunt adevarate urmatoarele relatii
| Sy |L2(F,p): max | .S

I<k<n @ %k |

. 5.10
Lo (T 1Pk ) ( )
Fie min(a,,...a,)=qa, (1<ky<n). Daca o, =1 (conturul este de tip Leapunov), atunci

7(1-15)
| St Iy p)= maxcth.

(5.11)
1<k<n
Daca p(t)=1, atunci

ey, )

| Sy |L2(F): cig > —, (5.12)

unde O( ) este definita de (5.9). Pentru operatorii F- si O} are loc egalitatea
| Sr |L2 (r.0) +1

IRHQFE—LL—. (5.13)

| Sr |L2(F,p)
Demonstratie. Intr-adevir,

| St Iry(r )= max det(S(t,&)(S(t.8)" = AE,) = 0.
Pentru t € F\{z‘l,...,rn} avem

det(S(1,9)(S(1,8)" = AE,)=(1- 1)
Pentru ¢ = 7, din teorema 5.1 rezulta

* 2
maxdet(S(t.E)(S(LE)) - AEy) = max| S, [,

Prin urmare, Sr| = max(1, max Sak
X

= max,
B ) k

S
o

p si (5.10) este demonstrata.
k
Relatiile (5.11), (5.12) si (5.13) rezulta din (5.7), respectiv, din (5.8), daca se repetd rationamentele facute
la demonstrarea relatiei (5.11).
Teorema este demonstrata.

Corolarul 5.1. | Sy |=1 daca si numai daca conturul T este de tip Leapunov.

n *
Teorema 5.4. Daca ), o, # n, atunci operatorul S nu apartine algebrei X, generate de operatorul
=1

S} si de operatorii de multiplicare la toate functiile din C(T").

. u - - . e - . - *
Demonstrafie. Asa cum X o, # n, rezultd ca existd un ¢, #1. Sd admitem cd S| € X,,. Deoarece
k=1

algebra cat io =%,/T(Z,) este comutativa, atunci din teorema lui I.Ghelfand rezultd ci pe algebra X,
existd un simbol scalar {7M } Notdm prin R, operatorul

R,=A—(S.S; =SS, ).
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Din relatia y,,(R, )= A, valabild pentru orice ideal maximal M , rezultd ca operatorul R, este
noetherian pentru orice A € C\ {0} Prin urmare, din teorema 5.1 deducem ca
det|iE,- St.O(S1.9) +(S0O) Std|=0
pentru orice A € C\ {0} si orice (¢,&) e I'x R. Insi, aceasta este cu neputinti, deoarece
det|AE, = S(7,,,.£)(S(7,, &) +(S(7,,.£))' S(7,,.6)]
se anuleaza pentru o multime de valori A = A(£ ) de puterea continuumului.

Teorema este demonstrata.
Corolarul 5.2. Operatorul S, — S, este compact daca si numai daca conturul I este de tip Leapunov.

Intr-adevir, suficienta a fost demonstrati in [1]. Reciproc, fie S;. — S} compact in spatiul L,(T ). Atunci

SS"=1+T, unde Teste compact. Asadar, S|=1 si din (5.10) deducem ca

SS*‘= 1; prin urmare,
conturul I'nu are puncte unghiulare, adica este de tip Leapunov.
Fie F ( F;O ) domeniul marginit de conturul I' (I} ), unde I, este cercul unitate. Notdim prin
o: F —> Fr: functia lui Riemann care transforma conform domeniul £} in Fr: .
Teorema 5.5. Operatorul
1 (lot)|”  o(r 1
(To)t)=11 Ia)((r))I a)(r)i a))(t) T

este compact daca si numai daca conturul T este de tip Leapunov.
Operatorul A=al +bS.+bT (a,be L (1)) estenoetherianin L,(T ) daca si numai dacd operatorul

. o(t)dt

A, = al +bS;. este noetherian. In plus,
Ind(al +bS; +bT,)) = Ind(al +bS;).
Demonstratie. Operatorul
1/2
(Bo)(t)=|o' (1) * ol (1))
aplica izometric spatiul L,(I,, ) pe L,(I"). Prin verificare directa se obtine ca
BS. B"op—S.p=T,p (5.14)
pentru orice functie ¢ holderiana pe I'. Asa cum operatorii BSFOB_1 —Spsi T, sunt marginiti in spatiul
L,(T"), din (5.14) deducem ca
-1
BS. B™ =S =T,. (5.15)
Fie I" de tip Leapunov, atunci functia @'(%) verifici conditiile Holder si in orice punct ¢ € I" operatorul
T este echivalent cu operatorul integral K cu nucleul
@'(7)
o(t)—o(t) t-—t

care are singularitate slaba pe I'xXI" si, prin urmare, este compact. Din faptul ca 7, este echivalent cu

k(f,t)=L

1
], (Ko)(t)=—[k(z.t)p(r)dz,
i it
operatorul K si in baza principiului local al lui I.Simonenko rezultd cd operatorul 7, de asemenea este
compact in L,(T" ). Reciproc. Fie T compact si presupunem, prin reducere la absurd, ca conturul I nu este

de tip Leapunov. Atunci din relatia (5.10) rezulta ca

Sr| > 1. Pe de alta parte, din (5.15) obtinem
S, =|BS,, B~ +T,|=|BS, B7| <|s, | =1.

Contrazicerea obtinutd demonstreaza ca conturul I"este de tip Leapunov.
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Demonstram partea a doua a teoremei. Consideram operatorul A4 =al +bSr0, unde

7(Z)=f(a)_1(z)) (f(t)e L (T )). Atunci are loc egalitatea
A=BAB™ = al +bS,. +bT,. (5.16)

Multimea valorilor functiilor @ si b coincide respectiv cu valorile functiilor a si b ; prin urmare,

~

operatorul A4 este noetherian in L, (I')) dacd si numai daca operatorul 4, = al +bS|. este noetherian in

L,(T). Pe de alta parte, din (5.15) rezultd ca operatorul A este noetherian in L,(T,) daca si numai daca

A= A, +bT, este noetherianin L,(T ). Mai avem Ind A = Ind A= Ind A, . Teorema este demonstrati.
Corolarul 5.3. T este operator cu singularitate punctuald si reprezinta perturbatie admisibila pentru

operatorii de forma al + bS|..

Teorema 5.6. Fie I'un contur Leapunov pe portiuni. Norma esentiald a operatorului Sy in spatiul
L (1) verifica relatiile

O(a
Ctg M, pentru p= 211,
|Sr|S e(p ) o .
@ o
z‘gt 2nk° .ctgl—t 2nfl°), pentru 2" < p < 2n+1,

unde functiaO( a, ) este definita de (5.9) si t = (2™ -=p)/p.
Demonstratie. Fie ¢ orice functie rationald definita si continud pe I'. Notdm prin ¢ = B¢ si ¢_ = O¢.
Atnci 9= (B +0r )p =0, +¢_.5:¢ = Bo-0p= 0, —¢_si

P+ (Scp) =20, —¢2)=28(9p5:0).
Din aceasta relatie se deduce cu usurinta inegalitatea

IelL, <[Se], +1+1s: ;. (5.18)

Prima relatie din (5.17) rezulta din (5.12) si (5.18), iar a doua relatie din (5.17) se obtine cu ajutorul
teoremei de interpolare a lui M.Riesz. Teorema este demonstrata.
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