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In lucrare este examinat rolul unor exercitii si probleme, special alese, care indeosebi pot contribui la formarea si
dezvoltarea intuitiei §i gandirii probabiliste. Sunt prezentate numeroase exemple clasice si paradoxuri cunoscute, dar si
probleme originale. Este analizatd si partea metodica a rezolvarii problemelor propuse.
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ABOUT DEVELOPING THE PROBABILISTIC INTUITION

The paper examines the role of specially chosen, exercises and problems, which may contribute especially to the
formation and development of probabilistic intuition and thinking. There are presented many classical examples, known
paradoxes and original problems. It is examined the methodological part of solving proposed problems.
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definition of probability, classical probability scheme, Monty Hall problem.

Introducere

Teoria probabilitatilor se distinge dintre celelalte matematici prin numeroase concluzii si solutii neastep-
tate din punct de vedere intuitiv. Avem parte de surprize chiar de la primii pasi in aceasta stiinta.

Unul dintre scopurile studierii teoriei probabilitétilor este formarea si dezvoltarea la studenti (elevi etc.) a
intuitiei si gandirii probabiliste. Existd numeroase probleme care indeosebi pot contribui la atingerea acestui
scop. Se cere doar sa selectam cu atentie aceste probleme si s le folosim 1n cadrul lectiilor practice (semina-
relor). Rezolvand o astfel de problema si stabilind raspunsul printr-o metoda analitica, in continuare va trebui
sd le propunem studentilor sd incerce sa-1 argumenteze doar cu ajutorul unor rationamente intuitive.

1. Despre intuitie

Capacitatea de a utiliza solutii, sugerate de intuitie, este una din componentele principale ale succesului
unui individ si un indice al masurii in care acesta si-a dezvoltat individualitatea intrinseca.

Intuitia poate fi privita ca o forma de cunoastere imediatd a adevarului pe baza experientei si a cunostinte-
lor achizitionate anterior, fara rationamente logice preliminare.

De intelegerea notiunii ,,intuitie” au fost preocupati mari ganditori ai omenirii.

Descartes: ,,Intuitia este cunoasterea bruscad, directda a adevarului, opusd cunoasterii rationale, analitice.
Cunostintele obtinute in mod intuitiv se infatiseaza ca simple, clare, evidente”.

Bergson: ,,Intuitia este o formd de cunoastere de naturd, in esentd, irationald, opusd si superioard cunoa-
sterii discursive §i analitice, care face o sesizare nemijlocitd fara o elaborare logica prealabila a esentei”.

Robert Graves: ,,Intuitia este supralogica ce elimina toate procesele de rutina ale gandirii si sare direct
de la problema la raspuns”.

Intuitia este numita al saselea simt. Toata lumea stie ca intuitia exista. Intuitia are diferite aspecte. O per-
soana are intuitie in medicind 1n diagnosticul de boala, altul in finante, al treilea in artd etc. Intuitia poate si
trebuie promovata. Aceasta ar facilita viata noastra si ne-ar ajuta sa gasim solutii potrivite in multe situatii [3].

2. Probleme de probabilitate pentru dezvoltarea intuitiei probabiliste

Initial putem propune exercitii simple:

e De cate ori in medie trebuie sa aruncam o moneda simetricd pentru a obtine fata cu stema? (de 2 ori).

¢ De céate ori in medie trebuie sa aruncadm zarul pentru a obtine fata cu 6 puncte? (de 6 ori). Care este
explicatia? (Probabilitatea aparitiei acestei fete este 1/6).

e De céte ori in medie trebuie sa tragem intr-o tintd pentru a o atinge daca, spre exemplu, de fiecare data
probabilitatea de atingere este p? (raspunsul este 1/p).

e Aruncam moneda de 10 ori, ce este mai probabil — sa cada de 5 ori stema sau de 5 ori banul? (proba-
bilititile sunt egale).

Dupa exercitii simple putem trece la examinarea unor probleme mai complicate [1,2,4].
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Problema 1. intr-o urni se contin # bile. Toate ipotezele privind numarul de bile albe din urna se consider
echiprobabile. Din urna se extrage la intamplare o bild. Sa se determine probabilitatea ca bila extrasa sa fie
alba (evenimentul A4).

Problema data poate fi solutionata aplicand formula probabilitatii totale:

P(A) = ZP(Hi)P(A/Hi), unde H; = {in urna se afla i bile albe}, P(H,) :%, P(A/H,) :L,
i=0 n n
i=0,1,2,..,n
Astfel, P(A):L(9+l+3+...+ﬁj= L 20D 1 peei, pay=1,
n+l\n n n n) (n+hn 2 2 2

Pornind de la acest raspuns, le vom cere studentilor sd-1 argumenteze sau sa-1 deduca cu rationamente
intuitive.

De exemplu, putem rationa astfel: daca toate ipotezele despre numarul bilelor albe din urna sunt echipro-
babile, atunci ipotezele despre numarul bilelor de altd culoare decét cea albd de asemenea sunt echiprobabile.
Prin urmare, problema noastra este ,,simetrica” 1n raport cu culoarea alba si cealaltd culoare (,,non-albd”).
Deci, este firesc ca probabilitatea sa fie aceeasi pentru extragerea unei bile de culoare alba si pentru extrage-

rea unei bile ,,non-alba”.

Problema 2. Intr-o urni se contin « bile albe si b bile negre. Se extrag  bile conform schemei fara intoar-
cere (k < a + b). Sa se determine probabilitatea ca bila de la ultima extragere sa fie de culoare alba.

Raspunsul poate fi argumentat cu rationamente intuitive: la ultima extragere poate fi scoasa oricare

a+b

dintre cele a + b bile; cum a dintre acestea sunt albe, probabilitatea cerutad este P
a—+

Fireste, cu aceleasi rationamente argumentam ca bila alba este scoasa la fiecare extragere de asemenea cu

probabilitatea a_
a+b
Problema 3. intr-o urni se contin a bile albe, b bile negre si ¢ bile rosii. Una cate una se scot toate bilele.
Sa se determine probabilitatea de a scoate o bild alba Tnainte de a scoate o bild neagra (evenimentul aleator A).

n
Aplicam formula probabilitatii totale P(A) = z P(H,)P(A/ H,), unde H; = {inainte de a extrage o bild
i=0
alba sau neagra, sunt scoase i bile rosii}, i =0, 1, 2, ..., c.
a
a+b’
Cum putem explica acest rezultat prin rationamente de ordin intuitiv? Intai de toate, vom observa ci pro-
babilitatea evenimentului 4 nu depinde de numarul bilelor rosii din urna. Dacd am adauga 1n urna si bile de
alte culori, s zicem, s bile verzi si k bile de culoare albastra, aceasta nu ar modifica probabilitatea evenimen-

Cu ajutorul unor calcule netriviale obtinem raspunsul: P(A) =

tului 4: am putea considera ca urna contine « bile albe, b bile negre si ¢’ = ¢ + s + k bile de alta culoare.

in al doilea rand, daca schimbam a si b cu rolurile, considerand ca in urna avem b bile albe si a bile negre,
obtinem probabilitatea P(B) de a scoate o bila neagra Tnainte de a scoate o bila alba. Este evident cd P(A4) :
a

a+b

P(B)=a: bsi,cum P(4) + P(B) =1, deducem ca P(A4)=

3. Unele ,,capcane” ale intuitiei
Definitia clasicd a probabilitatii poate fi aplicatd doar in cazul cand rezultatele ,,elementare” ale experi-
mentului sunt echiprobabile (amintim aici greseala ,,celebra” a lui Lagrange: el considera ca probabilitatea de

) 5 5 .1
a obtine o stema la aruncarea a doua monede este egald cu — |.

In continuare sunt prezentate unele exemple cand intuitia ne poate juca festa.
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Problema 4. Cati elevi trebuie sa fie Intr-o clasa, astfel incat probabilitatea ca in aceasta clasd sa existe

) ) A . .. . .1 g . )
cel putin doi elevi nascuti in aceeasi zi a anului sa fie egala cu cel putin —; considerdm anul de 365 de zile.
2

Solutia acestei probleme, formulate in 1930 de Richard von Mises, este contraintuitiva pentru multi dintre
noi: este nevoie doar de 23 de elevi.

O varianta a acestei probleme este problema aniversarilor pentru bdieti si fete. Daca intr-o clasd numarul
fetelor este egal cu numdrul baietilor, care este numarul minim de elevi 1n clasa, astfel incat probabilitatea de

. - A .. . . .1 <
a avea un bdiat si o fatd nascuti in aceeasi zi a anului sa fie egala cu cel putin — ? Réspunsul este, de aseme-
2

nea, surprinzator de neasteptat: clasa trebuie sa aiba un efectiv de 32 de elevi (16 fete si 16 baieti).

Problema 5. Sa consideram un sat cu 5x365 =1825 de locuitori. Care-i probabilitatea ca fiecare zi a anu-
lui este ziua de nastere a cel putin unui locuitor din sat? Este greu sa avem un raspuns intuitiv asupra acestei
probabilitati. Dar, se pare cd putem avea o incredere intuitiva ca probabilitatea datd nu trebuie sa se modifice
mult daca satul are 6x365 = 2190 de locuitori. $i totusi, aceasta impresie este total gresita: in cazul cand satul
are 5x365 =1825 de locuitori probabilitatea mentionata este 0,08, iar pentru 6x365 = 2190 de locuitori pro-
babilitatea devine 0,41. Calculele acestor probabilitati nu sunt simple.

Multi considerd, pe drept, ca la aruncarea de mai multe ori a unei monede simetrice frecventa relativa a

: < N 1 L . ey < .
stemei este un numadr aproximativ egal cu — . De aici unii trag concluzia ,,logica” ca dupa aparitia a 10 steme
2

succesive aparitia fetei cu banul devine mai probabila. Aceastd parere are la bazd o confuzie cauzata de ne-
priceperea de a aplica ,,legea mediilor”. Moneda nu este inzestratd cu memorie, este lipsita de memorie §i nu
poate si-si influenteze comportamentul. Este indoielnic ca ea Insadsi sd poata modifica probabilitatea stemei
sau a banului. Renumitul specialist in teoria probabilitatilor W.Feller [5] da urmatoarea explicatie pentru
aplicarea legii mentionate. El afirma ca in cazul nostru legea mediilor se manifesta prin absorbire §i nu prin
compensare. Deci, daca o serie de arunciri a Inceput cu 10 steme, aceste 10 steme vor fi absorbite de frec-
venta relativd a stemei intr-o serie de o mie de aruncari ale monedei, iar dupad un milion de aruncari efectul
lor va fi imperceptibil.

Una din cauzele fenomenului de incredere in cresterea probabilitatilor este faptul cd in unele probleme
aceasta crestere intr-adevar are loc. De exemplu, fie cd dintr-o urna ce contine 20 de bile albe si una neagra
se extrage cate o bila conform schemei fara intoarcere pana este extrasa bila neagra. Probabilitatea ca bila

o < . o . < I . .
neagra sd apara la prima extragere, conform definitiei clasice, este egalda cu —. Sa admitem cé primele 10
21

bile extrase sunt albe. Atunci, la urmatoarea extragere (a 11-a) bila neagra apare cu probabilitatea L Daca

albe sunt toate bilele din primele 20 de extrageri, atunci aceasta probabilitate devine egala cu 1.

Problema 6. Problema lui Monty Hall, cunoscuti ca ,,Paradoxul lui Monty Hall”, isi trage denumirea de
la pseudonimul actorului american Monty Hall (pe numele lui adevarat Maurice Halprin), care timp de
treisprezece ani a prezentat o emisiune de jocuri televizate cu castiguri substantiale.

Problema este simpla. Presupunem ca participati la un joc si va aflati in fata a trei usi. In spatele uneia
dintre usi se afld o masind, iar in spatele celorlalte doua cate o capra. Sunteti rugati sa alegeti una dintre usi si
cAstigati ceea ce este ascuns dupi ea. Fie ci ati ales o usa. Inainte de a o deschide prezentatorul deschide una
dintre celelalte doud usi si demonstreaza ca dincolo de ea se afla o capra. Dupé aceasta prezentatorul jocului
va intreaba dacd nu cumva doriti sd schimbati decizia initiala si s alegeti o alta usa. Ce veti face?

Daca veti proceda conform intuitiei, atunci veti considera ca sansele sunt 50:50, adica orice alegere
(a unei usi) ofera aceleasi sanse. In realitate aveti de doud ori mai multe sanse de castig daca schimbati
optiunea initiald si alegeti alta usa.

Acest raspuns corect poate fi obtinut astfel. Notam usile cu 1, 2, 3 si introducem evenimentele aleatoare
A; = {masina se afla in spatele usii i}, B; = {prezentatorul deschide usa i},i=1, 2, 3.
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Presupunem ca initial ati ales usa 1 si consideram evenimentele aleatoare M, = {magina este castigata
mentindnd alegerea initiald}, M; = {masina este castigatd schimband alegerea initiala}.
Evident, M, = B,nA3 U By A, si, deci,

P(M)) = P(Bx"As) + P(BsAs) = P(A3)P(By/A3) + P(A2)P(B/As) = % 14 % = %

1
3

Problema 7. Consideram 3 fise. Pe ambele parti ale unei fise scriem litera 4, pe ambele parti ale alteia
scriem litera B. Pe a treia fisa scriem A pe o parte si B pe alta parte. Introducem fisele intr-o urna, dupa care
extragem la intdmplare o fisa si 0 asezdm pe masa. Presupunem ca pe partea vizibila (cea de deasupra)
este scrisa litera 4. Care este probabilitatea ca pe partea cealaltd a fisei de asemenea este scrisa litera 4?
,»O doime” — In mod gresit ne sugereaza intuitia. ,,Logica” este simpla. Daca deasupra se afla A, atunci rezulta
cd noi am extras una din fisele 44 sau AB si ambele au aceeasi probabilitate de a fi extrase.

Cauza de a fi indusi in eroare nici pe departe nu este evidentd. Noi nu doar ca am extras figa la intamplare,
noi i pe masa am agezat-o (pe una din fetele ei) de asemenea la intamplare. Raspunsul corect poate fi obtinut
in felul urmator.

Multimea de evenimente elementare ale experimentului (extragerea unei fige) este:

Q= {(41, 42), (42, A1), (B, B2), (B, B1), (43, B3), (B3, 43)};
aici pe primul loc al fiecarei perechi se afla litera de pe partea vazuta a fisei, iar pe locul al doilea se afla
litera de pe fata nevazuta; indicii sunt introdusi pentru a simplifica explicatiile. Introducem evenimentele
aleatoare:

E, = {pe partea nevazuta se afla litera 4 (cu indice)},

E, = {pe partea vizibila se afla litera 4 (cu indice)}

Probabilitatea care ne intereseaza este P(E}/E,) si ea se calculeaza cu usurinta:

2

Astfel, P(M,) = % si P(M,)=1-P(M,)=

PE,NE) _ 6
PE) 3
6

P(E, | E,) = T

Concluzii

Fireste, nu pentru orice problema raspunsul obtinut pe cai analitice poate fi stabilit prin rationamente
intuitive. Si totusi, in legédturd cu orice problema de probabilitate este loc de discutii la nivel intuitiv despre
experimentul aleator corespunzitor, evenimentele legate de acesta si relatiile posibile dintre evenimente.
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