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ALGORITMUL DE OBTINERE A DEPLASARILOR SIMETRIZATE
iN SISTEMELE SIMETRICE COMPLEXE PRIN REDUCEREA
LA PROBLEMA VECTORILOR PROPRII

Igor BOGUS, Victor CIOBU, Florentin PALADI
Universitatea de Stat din Moldova

in articol este propus un algoritm modificat de obtinere a oscilatiilor simetrizate in sistemele simetrice complexe. in
teoria grupurilor anterior au fost dezvoltate metode de determinare a unor astfel de oscilatii. Insd, aceste metode sunt
dificil de algoritmizat pentru sistemele simetrice complexe care detin multe grade de libertate. Algoritmul modificat
propus este elaborat pentru a fi capabil sd gaseasca deplasarile simetrizate in astfel de sisteme i, prin urmare, de a obtine
si clasifica oscilatiile normale si frecventele acestora. Metoda respectiva reduce aceasta problema la problema determinarii
vectorilor proprii, pentru care deja existd metode numerice raspandite pe larg.
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ALGORITHM OF SYMMETRIZED SHIFTS DETERMINATION IN COMPLEX SYMMETRIC SYSTEMS

VIA REDUCING TO THE EIGENVECTORS PROBLEM

A modified algorithm of symmetrised oscillations determination of complex symmetric systems is developed in the
article. Methods of determination of such oscillations in the group theory were developed earlier. These methods are
difficult to be algorithmised for complex symmetric systems with a big amount of degrees of freedom. The modified
algorithm was developed to be able to find symmetrised shifts of such systems and, consequently, to obtain and classify
normal oscillations and their frequencies. This method reduces the problem to the problem of eigenvectors determination,
to which it is applicable common numerical methods.
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Introducere

In procesul de cercetare a oscilatiilor si spectrelor moleculelor rolul principal il au asa caracteristici ca
frecventa oscilatiilor si degenerarea acestei frecvente. Fiecarei frecvente ii corespunde oscilatia sa normala in
mecanica clasicd sau functia proprie a fononului in mecanica cuantici. In cazul in care este important de a
cerceta nu doar caracteristicile fenomenologice, dar si Insusi procesul de oscilare, este util a revizui corespun-
derea oscilatiei normale cu oscilatiile normale ale unei anumite reprezentari ireductibile a grupului punctiform
de simetrie. Aceasta, la randul sdu, permite a revizui simetria oscilatiei sau paritatea oscilatiei la actionarea
cu operatorul de reflectie vis-a-vis de o anumita suprafatd. Pentru sistemele cu un grad nalt de libertate acea-
std problema devine anevoioasd. La abordarea clasica a problemei, descrise in [2,3], algoritmul se supune
greu automatizarii pentru realizarea la calculator, deoarece calculele intermediare nu lucreaza cu un vector
concret, ci cu spatii sau cu un sir de subspatii, adica cu combinatii liniare ale vectorilor. Dacad matricele ope-
ratorilor in spatiul unei anumite reprezentéri ireductibile nu sunt cunoscute, trebuie de solutionat problema
privind determinarea bazei reprezentarii ireductibile. Aceastd problema poate fi ocolitd prin metoda propusa.

Algoritmul determindrii coordonatelor normale cu ajutorul aparatului teoriei grupurilor a fost revizuit
pe baza moleculei de fulleren, ca o molecula cu un numar mare de grade de libertate si cu o simetrie inalta,
atipica pentru fizica corpului solid.

Modelul teoretic
Sa cercetam molecula din N atomi. Vom plasa centrul sistemului cartezian de coordonate in centrul de

masa al moleculei. Pozitia atomului 7 se descrie prin raza-vectoare:
A= r 4408 (=12 .8 (1)

unde 7 — pozitia atomului i in molecula neexcitatd, 5, — vectorul deplasarii atomului £ de la pozitia initiald.

Atunci energia sistemului este egald cu:
HCE-:_,E-E,_. : rg'ﬁr}:.r}:r jﬁ} = TE}:.-}F ---rj'ﬁ} + U(F 3y By (2)
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Energia cinetica depinde de patratul vitezelor, iar functia energiei potentiale este forma patratica de la Ee’

deoarece oscilatiile normale ale moleculei sunt armonice. Fiecare atom va fi dotat cu o baza locala ortonormata

J i‘:-' 3+, in care va fi descompus vectorul deplasarii:
[y 8 83 ]

3
3= s PWE @
®=1
Amplitudinea oscilatiilor o vom nota astfel:

2
5= ZX}_*}E;,_*} (4)
E=1

Starea sistemului se descrie totalmente prin Z¥ coordonate .fc;trg in spatiul euclidian E = E3*¥, Vectorul

in acest spatiu este egal cu urméatoarea expresie:
(18 (1 "'.“il "'Il E".“‘.l ﬁ-’.fl ¥} 'i.'-’.fl
= I:xl S Sl 5 pXg sepXy oXg pXg (5)

Aceasta reprezentare se numeste reprezentare mecanicd.
In total existd = = 3N — =' oscilati normale, unde &' = & pentru moleculele liniare si #° = & pentru

restul moleculelor. Daca este excitatd doar o oscilatie normala j, atunci multimea de functii _c:;:;:ﬂl () poate fi
reprezentatd sub forma:

2@ = X7 qup lat) (6]

3
0= x8 emliag)  (7)
=1

x_ = {x 1:.:' ﬁ X [ Fm:"-X-.i.- -.'i::'r ...,Xﬁ} }rﬂ‘i‘-:' ;F}} . Eﬁpfﬁfﬁ‘l}-t} - Xd . El?ip&-:?)-t},
unde ;= frecventa ciclica a oscilatiei normale j = 1, Z, ..., &, iar totalitatea amplitudinilor X' E:j este deter-

minata cu precizia pana la un coeficient pentru oscilatia normalad j. Modulul coeficientului determina ampli-

tudinea oscilatiei moleculei, iar partea complexd determind deplasarea de faza a oscilatiei in raport cu timpul

momentului de referintd. Acesti vectori X, care corespund oscilatiilor normale, vor fi notati prin Q_:r' Multimea
tuturor vectorilor formeaza o baza in subspatiul M = L, M = & Daca frecventele & & @y, L = [, atunci
vectorii sunt ortogonali: QE L Q}_ Daci frecventele coincid pentru diferiti I §1 j, este imposibil a determina

vectorii din baza concreta, deoarece coordonatele normale cu aceleasi frecvente sunt determinate cu exactita-
tea combinatiei liniare. De aceea, intotdeauna putem cere indeplinirea conditiei de ortonormare a vectorilor

ﬁf. Totalitatea vectorilor @ formeaza baza de reprezentare oscilatorie a sistemului.

In acest articol este studiati problema stabilirii si clasificarii dupa simetrie a vectorilor € cu ajutorul
aparatului teoriei grupurilor. Fie este dat grupul punctiform de simetrie a moleculei &, g€ &, |G| =m
Prin I'; vom nota reprezentarea oscilatorie a grupului, prin ', — reprezentarea mecanica a grupului, care este

descompusa n reprezentari ireductibile, dupa cum urmeaza:

L=>al ®

i
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Asadar, reprezentarea ireductibila T se contine de &, ori in cea mecanica. Pentru molecule neliniare in

spatiu tridimensional, reprezentarea ireductibila, a carei baza este translarea dupa axe, este reprezentarea tri-
dimensionald asimetricd T, iar reprezentarea ireductibild cu bazd de rotatie este reprezentarea tridimensionald

simetrica T, Vom introduce conceptele de baza pentru elementul grupului g in reprezentarea ireductibila i:

. - . i . A
(g — operatorul elementului in reprezentarea mecanici; B 1 &1 — matricea elementului in reprezentarea
. P P e P

ireductibila; Tt E‘ (5{] Eﬂ,_ (g} = x(g) — caracterul elementului; [, — ordinea de reprezentare.

Proiectorii de prezentare sunt determinati dupé urmaitoarea formula:

£Y ‘LZEE PG, (1)

P

unde D2 g (g) — element complex conjugat elementului JEIE )

[

Algoritmul clasic

Vom cerceta algoritmul clasic de determinare a coordonatelor normale descris in [2].

1. Se efectueaza reprezentarea mecanica ireductibila.

2. Se compun deplasarile simetrice si asimetrice.

3. Actionand cu operatorii reprezentarii mecanice asupra vectorilor deplasarilor se obtine lantul vectorilor.

4. Se alcatuiesc operatorii proiectorilor reprezentarilor ireductibile cu ajutorul elementelor matricei ope-
ratorilor in aceasta reprezentare.

. Actionand cu proiectorii asupra unuia dintre vectorii fiecarui lant, se obtine setul de vectori de baza.

6. Se gaseste combinatia liniard de vectori de baza, obtinuti pentru proiectori de o anumita reprezentare

ireductibild, care va fi vectorul oscilatiei normale.

Cunoagterea numarului de intrari ale reprezentdrii ireductibile in cea mecanica permite excluderea din
calcule a acelor actiuni ale operatorilor pe diferite deplasari care nu aduc informatie noua despre subspatiul
invariant. Fiecare vector alcatuit al deplasarii simetrice si asimetrice este un vector, in raport cu care se abat
concomitent doi atomi opoziti in raport cu centrul moleculei, in directii opuse (simetrice) sau in aceeasi
directie (asimetrice). Compunerea deplasarilor simetrice si asimetrice la fel nu este necesara, dar permite ca
in locul intregului grup de simetrie sa fie vizat doar grupul de rotatii fara inversii (imaginea in oglinda).
Lanturile de vectori de deplasare reprezintd urmatoarea totalitate de vectori 4, care este bazd a subspatiului
L, adica L este Inveligul liniar al vectorilor din 4. Vom lua orice vector & € A din lant, orice operator g € &

9]

trece vectorul @ in vectorul P(g )@ = E & £, iar actionand cu toate elementele grupului asupra unuia dintre
vectori putem construi intreaga baza a subspatiului £, care nu neaparat sa coincida cu 4. Deoarece operatorul
oricirui proiector B e format din suma operatorilor tuturor elementelor grupului, actiunea proiectorului asupra

oricirui vector din lant furnizeaza unul si acelasi rezultat: 3% & £, ¥ = 4, P& = & [2]. De aceea, stabi-

lirea lanturilor nu este obligatorie, dar permite sa nu fie efectuate calcule in plus. In continuare se stabilesc
proiectorii in baza formulei (10) si se actioneaza asupra oricarui vector al fiecarui lant. Aflarea tuturor proiec-
torilor nu este necesard, deoarece numarul total de vectori independenti este egal cu produsul dintre dimen-
siunea reprezentarii ireductibile si numarul de aparitii ale lor in reprezentarea mecanica. Actionand cu setul
de operatori pentru tipul concret de reprezentare ireductibild se obtine baza invarianta a spatiului ansamblului
tuturor reprezentarilor ireductibile ale acestui tip. In continuare se giseste o altd bazi a acestui subspatiu, in
asa fel incat fiecare vector din aceastd baza sa corespunda oscilatiei normale a sistemului de atomi. Acest pas
este efectuat fie intuitiv pentru cazuri triviale de dimensiuni mici, fie aducind energia potentiald la suma
patratelor coordonatelor spatiului. Metoda prin care sunt exclusi unii din pasii indicati este descrisa in [3].
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Aceastd metodd a fost elaborata pentru reducerea numarului de calcule anevoioase pentru om. Odata cu
dezvoltarea tehnicii de calcul a devenit nerentabila crearea vectorilor simetrici si asimetrici de deplasare cu
scopul de a micgora numarul de elemente din grup, utilizate in calcule, la jumatate. Pentru crearea proiecto-
rului se utilizeaza caractere in loc de matrice in reprezentari ireductibile, ceea ce permite utilizarea metodei
in cazul lipsei matricelor de reprezentari.

Metoda modificata

Algoritmul metodei modificate arata in felul urmator:

1. Se construieste cate un proiector pentru fiecare tip de reprezentare ireductibila dupa formula (11).

2. Se gasesc vectorii proprii cu valori proprii nenule, care vor fi baza a subspatiului invariant al proiecto-
rului.

3. Se géseste combinatia liniara a vectorilor din baza obtinuti pentru proiectorul unei reprezentari ireduc-
tibile concrete, care va fi vectorul oscilatiei normale.

Sa construim proiectorul sumand proiectorii E;;} [1, p.79]:

M M "
w50 N LS - Ik By 1EF 5
B® Zﬁm quggﬁmw wlmgf’igﬁgﬁzﬁ&?—wl%z_mm}?[gl (11

Alegem baza spatiului L astfel incat o parte din vectorii din baza sa fie vectori de baza ai subspatiului

proiectorului B, Atunci orice vector al spatiului poate fi descompus ca suma vectoriala:

= Z X8 (=) g Z ¥ Wl 12)
i ¥

unde g, (37 este vectorul din bazi a subspatiului, iar g, () — vector de bazi a complementirii ortogonale. Vom

actiona asupra vectorului cu proiectorul, luand in considerare ca imaginea trebuie sd apartina subspatiului
invariant:

Blle= foﬁké}a}:-‘:r} + Z Ffﬁ-\é}%gr} = foﬁlﬁ a-}_-\r} = ZF} %-\}'} (153
F ] F f
Vom inlocui & cu orice vector propriu al proiectorului cu valorile proprii A; si-l vom compara cu (13):

POF= 7= Zy;ifn:pﬁ: (14]
7

Daca vectorul propriu se afla in afara subspatiului, este imposibila prezentarea lui sub forma de combinatie
liniard a vectorilor din baza subspatiului, de aceea valoarea sa proprie este egala cu zero. Deoarece vectorii
proprii trebuie sa formeze o baza a spatiului, numarul de vectori proprii aflati in subspatiu trebuie sa coincida

cu dimensiunea subspatiului. Din proprietatile proiectorului B2 = & pentru orice % din subspatiu rezulta ci

valorile proprii ale vectorilor proprii, ce se afld in subspatiu, trebuie sa fie egale cu 1. De aceea, pentru a obtine
o baza cu reprezentare invarianta a tipului dat, este suficient a gasi vectorii proprii ai proiectorului, corespun-
zator tipului de reprezentare. Aducand energia potentiala la suma patratelor coordonatelor vectorului subspa-
tiului invariant, vom obtine oscilatiile normale ale sistemului ce apartine reprezentarii date invariante. Osci-
latiile cu o singura frecventa apartin nu doar unui tip de reprezentare invarianta, dar si aceleiasi reprezentari.

Rezultate
Molecula de fulleren €., poseda simetria icosaedrului, iar insusi fullerenul reprezintd un icosaedru cu

varfurile trunchiate (Fig.1). Exista 60 de operatori diferiti de rotatie, a caror actiune transforma icosaedrul in
sine. Fiecarui operator de rotatie i se poate pune in corespondentd operator de reflexie, care pastreaza simetria
icosaedrului. Asadar, grupa de simetrie contine in total 120 de elemente.

6
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Fig.1. Molecula de fulleren are forma unui icosaedru trunchiat.

Cu ajutorul coordonatelor varfurilor poate fi construita reprezentarea tridimensionala a grupului de rotatie,
baza cdruia coincide cu baza sistemului cartezian de coordonate (x,¥,z]. Pentru stabilirea reprezentarii

mecanice a grupului, fiecarui atom de fulleren (adica varful icosaedrului tesit) trebuie de oferit o baza locala,
pe vectorii careia va fi descompus vectorul de deplasare. Se poate alege orice baza ortonormata (de exemplu,
care ar coincide cu axele x, ¥, ).

Pentru a obtine reprezentarea mecanica a grupului, operatorul elementului g, este reprezentat ca o matrice

A" din 80 % 60 = 3600 de blocuri B';:;}, unde fiecare bloc este o matrice 3 x 3. Adica, dimensiunea

matricei coincide cu numarul de grade de libertate ale moleculei de fulleren — 180 si contine 32400 de ele-

< . < N . . (¥ . o= <
mente. Dacé operatorul i transforma atomul 7 1n I, atunci matricea E‘ﬁ este matrice unitara care transforma
L)

baza atomului 1 in baza atomului I. Reprezentarea mecanicd a moleculei de fulleren poate fi descompusa

dupa reprezentari ireductibile:
Tiop =24, + 4T, + 4T, +6G, +8H,  + 14, + 5T, + 5T, + 66, + 7TH, (15)
Cunoscand reprezentarea mecanica, nu este complicat a crea proiectorii dupa formula (11) si a gasi vectorii
lor proprii, care reprezintd o baza a subspatiului sau invariant. Forméand functia energiei potentiale de la coor-
donate in aceasta baza a subspatiului, nu este greu de stabilit asemenea combinatii liniare ale acestor vectori,
care ar fi coordonate normale. Dacéd energia potentiala are forma I = Ew. @y % % atunci, diagonalizand

, vom obtine vectorii proprii care coincid cu vectorii oscilatiilor normale, fapt ce reiese din

matricea | @y

sensul procedurii de diagonalizare a matricei, deoarece matricea obtinutad va avea valori nenule doar pe diago-
nald, care corespund @,%; . Substituind vectorii obtinuti ai oscilatiilor normale in functia energiei potentiale

si in ecuatia Lagrange, in forma adimensionald vom avea:
 +wln,=0, (16)

unde @+ — patratul frecventei circulare a oscilatiilor normale. Fiecare frecventd nenuld este degeneratd de m
ori, unde 1n — dimensiunea reprezentarii.

In Figura 2 sunt prezentate deformari obtinute ale moleculei de fulleren la oscilatii normale: (a) — oscilatii
ale reprezentarii unidimensionale asimetrice 4,. Se poate observa cé aceasta oscilatie este rotatia pentagoa-
nelor, pentru care legaturile din pentagoane nu se modifica, iar migcarea atomilor in hexagoane este perpen-
diculara legaturilor; (b) — exemplu de oscilatie a reprezentérii asimetrice cuadridimensionale.
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() (b)

Fig.2. Exemple ale modurilor de oscilatii pentru reprezentarile: A, (a), G, (b)

Concluzii

1. Algoritmul dezvoltat permite reducerea problemei de obtinere a deplasarilor simetrizate la problema
gasirii vectorilor proprii ai subspatiilor invariante ale proiectorilor. Problema calcularii vectorilor proprii
este bine studiata §i existd numeroase metode de rezolvare a ei. Aceastd abordare permite construirea
unui proiector folosind tabele de caractere, fara a cunoaste toatd matricea de elemente.

2. Metoda modificata permite automatizarea procesului de Tmpartire a reprezentarii mecanice a sistemului
in reprezentari ireductibile, ceea ce permite cercetarea sistemelor simetrice cu ajutorul teoriei grupurilor.

3. Aplicarea metodei prezentate pentru sistem cu potential cunoscut permite cercetarea sistemului dintr-un
numar mare de particule (sau puncte materiale/corpuri).
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