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Matematik Ogretmeni Adaylarimin Ardisik Tek Sayilarin Toplaminin
Ispatina Yonelik Model Olusturma Becerilerinin Incelenmesi'

Giirsel Giiler’ ve Ahmet Temizyiirek®

Oz: Bu calismada, orta 6gretim matematik 6gretmeni adaylarinin ardisik tek sayilarin toplamini veren kuralin
ispatina yonelik model olusturma becerilerinin arastirilmasi amaglanmigtir. Nitel aragtirma yaklagimlarindan
mevcut durumu yansitmayr amaglayan durum caligmasi yonteminin esas alindigi ¢aligmanin verileri sinif
ortaminda gergeklestirilen odak grup goriismesi yardimiyla toplanmistir. Calisma pedagojik formasyon egitimi
programina devam eden yirmi matematik 6gretmeni adayz ile yiiriitiilmiistiir. Goniilliik esasina gore segilen yirmi
ogretmen adayi ile yapilan odak grup goriismesi kaydedilmis ve daha sonra yaziya dokiilerek betimsel olarak
analiz edilmistir. Arastirmada elde edilen sonuglara gére 6gretmen adaylarmin ardisik tek sayilarin toplamini
veren kuralin ispatinda sozel, cebirsel ve sekilsel olmak tizere ti¢ farkli model tiirii kullandiklar1 ve bu modeller
dogrultusunda alt1 farkli ispat olusturduklar gériilmistiir.
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Abstract: This study aims to look into secondary education prospective mathematics teachers’ model creation
skills regarding proof of the rule providing the sum of successive odd numbers. The study takes case study
method, a qualitative research approach, as the basis to reflect the current situation, and focus group discussions
were held in classroom environment to collect data. The study was conducted on twenty prospective math
teachers studying pedagogical formation. Focus group discussions held with twenty prospective teachers
selected on voluntary basis voluntarily were recorded, put on paper and analyzed descriptively. According to the
results derived from the study, it is observed that the prospective teachers used verbal, algebraic and formal
models as three model types during the proof of the rule providing the sum of successive odd numbers and
created six different proofs along with these models.
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1. Giris

Matematik egitiminin en Onemli hedeflerinden birisi &grencilerin dgrenecekleri
kavramlarla ilgili neden, ni¢in sorularina karsilik olarak mantikli cevaplar elde etmelerini
saglayabilmektir. Ogrencilerin kavram olusturma siireglerindeki bu sorgulamalar ise
matematiksel ispat ve muhakeme yeteneklerinin gelisimine baglidir. Ciinkii matematiksel
ispat, matematik egitiminin merkezinde olup (Almeida, 2003) iletisim kurma, iliskileri
aciga ¢ikarma, tahminler yapma, kavramlar: iliskilendirme, ifadeleri dogrulama ve yeni
bilgileri genellemeyi igerir (Harel & Sowder, 1998; Schabel, 2005). Bu o6zelliklerinden
dolay1 birgok c¢alismada matematik Ogretimi i¢in matematiksel ispatin kullanilmasi
gerektigi (Knuth, 2002) ve ispat kullanimmin giderek artan bir éneme sahip oldugu
(Reiss, Heinze & Klieme, 2002) vurgulanmistir. Ayrica aragtirmacilar tarafindan ispatin
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matematik Ogretimi acisindan anlami ve fonksiyonlar: belirlenmistir. Stylianides ve
Stylianides (2009) ispati matematik topluluklari tarafindan kabul edilebilir, genel, gegerli
ve dogru bir ifade elde etmek olarak nitelendirmektedirler. Weber (2005) ise ispati, ispati
yapan kisi tarafindan sunulan bazi varsayimlar, aksiyomlar, tanimlar gibi 6nemli bilgilerin
kullanildigr matematiksel bir ¢alisma ve dnceki teoremler, kabul edilen gergekler yoluyla
olusturulan ¢ikarimsal kurallarin uygulanmasi ile arzu edilen sonuglarin g¢ikarimidir
seklinde tanimlamusgtir.

Matematiksel ispat, matematigin vazgegilmez bir pargasi olarak nitelendirilmesine
ragmen Ogretim programlarinda ispatin rolii ve Onemi iizerinde durulmamis (Reiss,
Heinze & Klieme, 2002) ve matematikgiler agisindan genellikle matematiksel ifadelerin
dogrulanmasi i¢in yeterli kanitin gésterilmesi olarak algilanmustir. (Mudaly & De Villiers,
2004). Bu yiizden 6zellikle ileri seviyedeki matematik derslerinde matematiksel kavramlar
tanitilmaktadir ve bu kavramlara ait matematiksel Onermelerin ispatlart {izerine
odaklanilmaktadir (Weber, 2001). Dolayisiyla yapilan arastirmalarda, farkli sinif
seviyelerinde Ogrenim gdren Ogrencilerin neden ispat yaptiklarini anlamadiklart ve
derslerden geg¢mek igin ezberlenmesi gerektigi algisina sahip olduklari sonuglari ortaya
cikmaktadir (Giiler ve Dikici, 2012; Iskenderoglu, 2010; Morali, Ugurel, Tiirniikli ve
Yesildere, 2006). Ancak 2000°li yillardan itibaren 6zellikle Amerika Ulusal Matematik
Ogretmenleri Konseyi’nin (NCTM) standartlarina bakildiginda, 6grencilerin zihinsel
gelisimleri i¢in “muhakeme ve ispat” iizerinde Onemle durulmasi gerektigine vurgu
yapilmaktadir (NCTM, 2000). Bununla birlikte {ilkemizde de Ogretim programlarinin
yeniden yapilandirilmast ile birlikte ispatin egitim-6gretimdeki Onemi giderek
artmaktadir. Ciinki {ilkemizde 6gretim programlarint yeniden yapilandirma ¢aligmalarinin
sonucunda olusturulan Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programinda, Matematiksel
Siire¢ Becerileri icerisinde matematiksel akil yiiriitme ve ispat yapabilme becerilerinin yer
aldig1 goriilmektedir (MEB, 2013).

Yenilenen Ortadgretim Matematik Dersi Programi, dgrencilerin matematik dgrenme
sireclerinde temel matematiksel kavramlart kazanmalarindan ¢ok daha fazlasini
icermektedir. Bu yilizden matematiksel diigsiinme, problem ¢dzme, matematiksel akil
yiiriitme ve ispat yapma, iligkilendirme, matematigi bir iletisim dili olarak kullanabilme ve
modelleme becerileri matematik 6grenme ve yapma siireglerinin temel elemanlaridir
(MEB, 2013). Bunun yani sira ispatin matematik 6gretim siirecinin her diizeyine
yayilmasi gerektigi ve okullardaki matematik etkinliklerinin bir pargasi olarak problem
¢dzme ve ispat uygulamalarina yer verilmesine vurgu yapilmaktadir (NCTM, 2000).
Ogrencilerin problem ¢dzme yeteneklerinin gelismesi igin ise dgretim programlarinda
matematiksel ispatin bir ara¢ olarak kullanmilmasi gerektigi vurgulanmaktadir (Knuth,
2002). Ciinkii ispat 6grencilerin matematiksel kavramlart nedenleri ile 6grenmelerine
yardimct olacak st bilis faaliyetleri icermektedir. Bu baglamda &gretim programlari
icerisinde yer alan beceriler ve standartlar arasindaki iligkileri olusturmak Onem
kazanmaktadir.

Ogrencilerin matematiksel problem ¢ézme ve ispat yapma yaklasimlar1 arasindaki
iligki yapilan caligmalarla ortaya konulmus (Tall, 1991; Weber, 2005) ve matematiksel
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ispat ile problem ¢ozme arasinda yakin bir iliski oldugu goriilmistiir (Weber, 2004).
Matematik arastirmacilart i¢in ispat yapma hipotezlerin formiile edildigi, test edildigi
karmagik ve sistemli bir problem ¢dzme aktivitesidir (Shipley, 1999). Rutin olmayan
problemlerin ¢6ziimleri bir iligki, diizen veya Oriintiiniin agiklanmasini gerektirdiginden
ogrencilerde olaylar inceleme, iliski, diizen veya Oriintli arama egilimini arttirir, ispat
fikrini gelistirir (Altun, 2005). Ancak matematiksel modelleme ile matematiksel ispat
arasinda smurlt bir iligki kurulabilmektedir. Ciinkii ger¢ek yasam problemlerinin
matematiksel modellenmesi ile ispat yapma arasinda sinirlt bir iliski vardir (Mudaly & De
Villiers, 2004). Bununla birlikte matematik 6grenme ve dgretmede modelleme yaklasimi,
bir probleme ¢oziim bulunmasindan c¢ok, genellenebilir ve yeniden kullanilabilir bir
iligkiler sistemi olusturmaktadir (Doerr & English, 2003). Bu yaklasimda daha ¢ok oriintii
ve iligkileri kesfedecek modellerin gelistirilmesi ve bunlarin baska problemlerin
¢oziimiinde de kullanilabilmesi amaglanmaktadir (Olkun, Sahin, Akkurt, Dikkartin ve
Giilbagci, 2009). Dolayisiyla ger¢ek yasam problemlerinin ¢ozliimii ile ispat arasindaki
iligkiyi kurmak zor goriinmesine ragmen ispat yapma siireci igerisinde gercek yasam
problemlerinin ¢oziimiiniin degeri hafife alinmayacak kadar agiktir (Hodgson & Riley,
2001). Bu yiizden matematiksel ispat ile modelleme arasinda da bir iliski kurulabilir
(Mudaly & De Villiers, 2004). Aslinda hem modelleme hem de ispat yapma siiregleri
arasinda birbirini tamamlayici bir iliski vardir (Hanna & Jahnke, 2004; Hodgson & Riley,
2001; Mudaly & De Villiers, 2004). Ciinkii 6grenciler ispat ve modelleme siireglerinde
benzer dongiisel aktiviteler gerceklestirmektedirler (Hanna & Jahnke, 2004). Dolayisiyla
modelleme siireci sonunda olusturulan gorsel temsil ve modellerin ispatlarda yol gdsterici
oldugu ve d6grencilerin ispat yeteneklerini gelistirdigi goriilmektedir (Gabriel Stylianides,
2007). Bununla birlikte matematik 6gretiminde kullanilan gorsel temsil ve modellerin
ispat olusturmaya potansiyel katkilar1 yapilan ¢aligmalarla (Davis, 1993; Hanna & Sidoli,
2007) ortaya ¢ikarilmasina ragmen Ozellikle basarili gorsel temsil ve modellerle
olusturulabilen ispatlar sinirlidir. Bu yiizden arastirmacilarin bir kismi bu tip ispatlarin
yapilan ispatlar1 daha ileri seviyelere tasiyabilecegini, diger bir kismi ise formel bir ispatin
yerini tutamayacagini savunmaktadir (Hanna & Sidoli, 2007).

Matematik derslerinde bir kavramin, bir teoremin veya bir ifadenin &grencilere
dogrudan verilmesi bu kavramlarin, teoremlerin veya ifadelerin Ogrenilmesini ve
icsellestirilmesini zorlastirmaktadir (Ciltas ve Yilmaz, 2013). Bu yiizden &grencilerin
ispatlart anlamli  bir sekilde ogrenebilmeleri icin matematiksel —modellerden
yararlanmalarinin faydali olacagi diisiiniilmektedir. Bu konuda Ortadgretim Matematik
Dersi Programinda tiimevarim ile ilgili olarak ardigik sayilarin dgretiminde kullanilmasi
onerilen etkinlik 6rnekleri bulunmaktadir. Bu etkinliklerde ardisik sayilarin toplamini
veren kurallarin modeller yardimiyla dgretilmesi iizerinde durulmakta ve 6rnek modeller
tanitilmaktadir (MEB, 2011). Bu baglamda yakin gelecekte siif igi etkinliklere yon
verecek 6gretmen adaylarinin dgretim programinin isaret ettigi 6rnek modelleri ve farkl
modelleri Kkullanarak ispat yapabilme becerilerinin belirlenmesinin 6nemli oldugu
diigiiniilmektedir. Ciinkii yapilan arastirmalar, 6gretmenlerin 6grencilerine ispat becerisi




Matematik Ogretmeni Adaylarimin Ardisik Tek Sayilarin Toplaminin Ispatina Yonelik Model Olug... 449

kazandirma siireclerinde, ispata iliskin algt ve deneyimlerinin etkili oldugunu
gostermektedir (Almeida, 2000; Furinghetti & Morselli, 2009). Bu yiizden g¢aligsmada,
ortadgretim matematik 6gretmeni adaylarina ardisik sayilarin toplamini veren kuralin
modellerle ispatlar1 tanmitilmis ve adaylarin ardisik tek sayilarin toplamini veren kuralin
ispatina yonelik model olusturma becerilerinin arastirilmasi amaglanmaistir.

2. Yontem

Bu arastirma orta 6gretim matematik 6gretmeni adaylarinin ardisik tek sayilarin toplamini
veren kuralin ispatina yonelik model olusturma becerilerinin incelenmesi ve eger varsa bu
stirecte ortaya c¢ikan giicliiklerin belirlenerek nedenlerinin ortaya konulmasi amaciyla
yapilan nitel bir arastirmadir. Arastirmada desen olarak bir grup veya olay1 derinlemesine
inceleme imkani sunan biitiinciil tek durum c¢alismasi kullanilmigtir. Cilinkii durum
calismalarinda, arastirilan durum hakkinda zengin bir sekilde agiklayici bilgiler sunmak
icin derin ve g¢esitli bilgi kaynaklarindan beslenerek katilimcilarin agiklamalari,
goriismeler ve diger veri kaynaklarindan elde edilen bilgiler birlestirilip ¢aligilan durum
hakkinda karar verilir (Kaleli-Yilmaz, 2014).

2.1. Katihhmeilar

Aragtirma Karadeniz bolgesinde bulunan bir iniversitenin pedagojik formasyon
egitimi sertifika programma devam eden Ogretmen adaylarindan, 2013-2014 egitim-
ogretim yili giiz doneminde Ozel Ogretim Yontemleri dersini alan 52 6grenciyi
kapsamaktadir. Bu ders kapsaminda Ogretmen adaylart matematik ozel o6gretim
yontemleri, bu yontemlere yonelik etkinlik ornekleri, Ortadgretim Matematik Dersi
Program1 ve programda yer alan bes temel becerinin incelenmesi ve gelistirilmesi
iizerinde bireysel ve grup c¢alismalart yapmislardir. Bu siirecte 6zellikle modelleme ve
ispat becerileri iizerine odaklanilarak bu becerilerin gelistirilmesi ve aralarinda bir iliski
kurulabilmesi i¢in etkinlikler yapilmistir. Bu etkinlikler igerisinde ardisik sayilarin
toplamini veren kuralin ispati i¢in modeller olusturulmasi da yer almaktadir. Bunun igin
ardisik sayilarin toplamini ve giinliik yasam durumlarmi igeren “Abakiis Problemi”
aragtirmacilar tarafindan olusturularak ispatinda kullanilabilecek modeller 6gretmen
adaylarina tanitilmistir. Asagida “Abakiis Problemi” i¢in dgretmen adaylarina gosterilen
sekilsel ve cebirsel modellerden drnekler sunulmustur.

Model 1 (Gauss Yontemi): Cebirsel olarak sunulan model drnegi;

1+2+3+4++n
n+(n-1)+--+1)

n+1)++1)+-+(n+1)

= n.(n + 1) olur. Burada elde edilen sonug ayni toplamin iki

n.(n+1) olur

defa yazilmasi sonucu elde edildigine gére; 1 +2+3+4+ -+ n =

Model 2: Ardisik sayilarin toplami igin sekilsel olarak sunulan bu modelde dikddrtgen
ve alan modellerinden yararlanilmistir.
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Sekil 1. Abakiis probleminin ¢6ziimiine yonelik sekilsel model 6rnegi (Nelsen, 1993)

Aragtirmanin  verileri, 52 0&gretmen adayi igerisinden goniilliliik esasina gore
belirlenen 20 adayin katildigi odak grup goriismesi ile elde edilmistir. Odak grup
goriismesine katilan 6gretmen adaylarmin 12’si kadin, 8’1 ise erkektir. Ayrica arastirmaya
katilan 6gretmen adaylarina yapilan ¢aligma hakkinda bilgi verilerek gergek isimlerinin
gizli tutulacag: belirtilmigtir. Arastirmaya katilan adaylara, 6gretmen adayini simgeleyen
OALl, OA2,..., OA20 seklinde kodlar verilmistir.

2.2. Veri Toplama ve Analizi

Aragtirmanin verileri Ozel Ogretim Yontemleri dersinin son haftas sinif ortaminda
gerceklestirilen odak grup goériismesi sonucunda elde edilmistir. Odak grup gériismesinde
O0gretmen adaylarina ardigik sayilar i¢in olusturulan “Abakiis Problemi” nin ardisik tek
sayilar i¢in revize edilen sekli sunulmustur. Adaylardan bu problemde yer alan ardisik tek
sayilarin toplaminit veren kuralin modeller yardimiyla ispatlarini olusturmalari ve
paylasmalar1 istenmistir. Ogretmen adaylarinin problemi net bir sekilde gorebilmeleri i¢in
odak grup goriismesi siiresince “Abakiis Problemi” projeksiyon cihazi ile yansitilmigtir.
Problemin ¢6ziimiine yonelik adaylar tarafindan bireysel olarak olusturulan model ve
ispatlar tahtaya yazilarak aragtirmaya katilan her bir adayin fikirleri alinmaya galigilmstir.
Bu sayede adaylarin olusturduklart her model ve ispatin tartisilarak dogruluklarina diger
adaylarin ikna edilmesi i¢in argiimanlar iiretilmesi saglanmistir. Bununla birlikte her aday
problem icin kendilerine dagitilan kagitlar tlizerinde de c¢alismislardir. Veri toplama
amactyla kullanilan problem asagida sunulmustur.

Asagida, yeterince uzun bes ¢ubuktan olusan bir abakiis 6rnegi verilmistir. Abakiiste;
swrasiyla I ¢ubukta 1 adet, II. ¢ubukta 2 adet ve benzer bigimde diger ¢ubuklara da
numarast kadar boncuk takiliyyor. Buna gore 50. ¢ubuga gelindiginde toplam kag¢ tane
boncuk kullanilmas: gerekir?
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I. Il. h. 1. W
Sekil 2. Abakiis problemi

Odak grup caligmasindaki amag, bireysel goriismelerde akla gelmeyecek bazi
konularin grup goriigmelerinde diger bireylerin agiklamalar1 ¢ergevesinde akla gelebilmesi
ve ek yorumlarin olusturulabilmesidir (Eraslan, 2012). Ogretmen adaylari ile
gerceklestirilen odak grup goriismesi 50 dakika stirmiistiir. Gérlismenin tamami kamera
ile kayit altina alinmigtir. Daha sonra elde edilen veriler ¢oziimlenmis ve adaylar
tarafindan olusturulan yazili dokiimanlarla birlikte nitel betimsel analiz teknigi
kullanilarak analiz edilmistir. Analiz siirecinde iki farkli arastirmaci es zamanli ve
birbirinden bagimsiz olarak dgretmen adaylarmin yanitlarini incelemislerdir. Ogretmen
adaylarinin olusturduklart 6 modelin gegerliligi iizerinde arastirmacilar fikir birligine
varmiglardir. Verilerin tutarliligini artirmak igin ise analiz siirecinde adaylar tarafindan
olusturulan modeller ve ortaya ¢ikan sOylemler dogrudan alintilar kullanilarak
sunulmustur.

3. Bulgular

Calismanin bu kisminda odak grup goriismesi sonucunda 6gretmen adaylar: tarafindan
olusturulan sozel, cebirsel ve sekilsel model tiirleri igerisinde yer alan 6 farkli durum ve
bu siirecte ortaya ¢ikan sdylemler meydana geldigi sirada sunulmustur.

3.1. Model Olusturma Siirecleri

Ogretmen adaylar1 ardisik tek sayilarin toplamini veren kuralin ispatinda ilk olarak
kare ve alan modellerinden yararlanarak sekilsel bir model olusturmuslardir. OA1 ardisik
tek sayilar i¢in I. adumda bir, ikinci adimda ti¢ ve daha sonrada bes kareyi birbiri etrafinda
¢gizerek yine bir kare elde edilebilecegini ve bu son elde edilen karenin alaninin ardisik tek
sayilarin toplamina esit olacagini belirtmistir. Asagida OA1 tarafindan olusturulan model
ve diger 6gretmen adaylarinin bu siirecteki sdylemleri sunulmustur.

OAl: Su sekilde olabilir... Bir tane kare ¢izebiliriz, onun etrafina 3 tane kare ¢izebiliriz, daha
sonra onunda etrafina 5 tane kare ¢izebiliriz... Bu sekilde devam edildiginde n® gelmez mi
acaba...

Miilakat¢i: Arkadasinizin fikri icin ne diyorsunuz? Bu fikir gecerli bir model olusturabilir mi?
Tartisalim...

OA3: Ben tam olarak anlayamadim arkadasimizin fikrini...

OA4: Soylediklerinizi gizebilir misiniz? O sekilde ne soyledigini daha net gérebiliriz...
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OAl: Evet ¢izebilivim... [OAl arkadaslarina ifade ettigi geometrik modeli ¢iziyor]

Sekil 3. OA1 tarafindan olusturulan model

0A4: I¢ten diga dogru 1, 2, 3, ..., diye siralandigi igin bir kare oluyor evet...
OA3: Evet demek ki bu yol dogru olur... Her biri icin dogru oluyor...
OA2: Bence tahta da gostermek daha mantikly olabilir... Bu sekilde daha net govebiliriz...

Miilakat¢i: Tamam o sekilde yapalim... Fikri olan arkadasimiz tahtada izah etsin, iizerine
tartisalim...

OAl: n =1 icin I tane, n = 2 i¢in 3 tane, n = 3 icin 5 tane ve n = 4 icin 7 kare birbiri
etrafina ¢izilerek biiyiik bir kare elde edilebilir. Buradan da n =4 oldugu icin kenar
uzunlugu 4 olur. Buradan da kiigiik karelerin sayisi n®> = 42 = 16 elde edilir ...

OA4: Evet bu sekilde ¢ok giizel goriiliiyor ispat...

Ogretmen adaylarmin olusturduklari ikinci ispat modeli ise; 6zel dgretim yontemleri
dersinde birinci yazar tarafindan ardisik sayilarin toplami igin gosterilen ve Gauss
Yontemi olarak isimlendirilen ispatin ardisik tek sayilarin toplami i¢in uygulanmisg
seklidir. Bu modelde adaylar hem s6zel hem de cebirsel modeller kullanmislardir. Bu
model OAS tarafindan olusturulmustur ve diger gretmen adaylarinin tamami ispatin
dogrulugu noktasinda birlesmislerdir.

OAS5: Toplami tersten yazabiliriz, yani Gauss yontemi olabilir...
Miilakat¢i: Bakalim... Séylediklerinizi tahtada yazabilir misiniz?
1+3+5+-+(2n-1)

OA5: Sovle... (2n-1)+@2n-3)+@2n-5)+--+1

2n+2n+2n+--+2n=n.2n

olur. Bu ifade elde etmek istedigimiz toplamn iki
kati oldugu icin 1+ 3+ 5+ -+ (2n—-1) = % = n? olur.
Miilakat¢i: Evet arkadaslar yapilan ispatta bir hata var mi?

Adaylarin tamami: Yok... Dogru...
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Uciincii model érnegi OA6 tarafindan ortaya atilmistir. OA6 ardisik tek sayilar dizisi
igerisinde yer alan terimlerin karsiliklarini kareler yardimiyla modellemistir. Ogretmen
aday1 bu modelde ilk olarak sézel devaminda ise sekilsel bir model olusturmustur. Fakat
olusturdugu modelin sadece terimlerin karsilig1 i¢in gegerli oldugu ve terimlerin toplamini
vermedigi diger adaylar tarafindan fark edilmistir. Ogretmen adaylarinin katkilarryla
birinci modelin bir benzeri olusturulmustur. Sonugta ulasilan model ilk modelle benzerlik
gostermesine ragmen modellerin olusturulma siireclerinin  oldukca farkli oldugu
gOriilmiistiir.

OA6: Bence burada alt alta 1, 3, 5... seklinde kareler cizilerek yapilabilir... [Tahtada

ciziyor] ... Bu sekilde kareleri ¢izdigimizde toplam n? tane karemiz olur. Burada n tane satir
elde ettigimizde toplami elde ederiz.

OA3: Bir dakika nasil n tane olursa n? oluyor...
OA1: Burada bir kare elde edemedik ki neden toplam n? olsun...

OAG6: Ardisik tek sayilarin toplami... Birinci satirda 1 tane, ikinci satirda 3 tane, iigiincii
satirda 5 tane... Bu sekilde devam eder ve sonucta da toplam n? olur ...

0A45: Burada n? nereden geldi, onu anlayamadim...

OA7: Evet arkadasimizin yaptigindan goviiliiyor... Birinci adimda 1, ikinci adimda 4,
tictincii adimda 9... Bu sekilde terim sayisinin karesi oldugu goriiliiyor... Yani karelerin
sayilarini topladigimizda terim sayisinin karesiyle ayni oluyor.

0A4: Ama bence arkadasimizin yaptigi ¢cok net bir model degil... Bence bu gosterim ardistk
tek sayilarin toplaminin n? oldugunu bildigimiz icin dogru gibi gériiniiyor. Bu sekilde net
degil...

OAl: Soyle bir sey yapilabilir... Arkadasimizin yaptigi modeli tam ortadan dikey olarak
ikiye bélsek ve bunu tam simetrik olarak katladigimizda n? yi elde edebiliriz. Bu sekilde de
ilk yaptigimiz ispata benzeyecegi icin toplamin n? oldugu goriiliir.

Miilakat¢i: Bu séylediklerimizi gosterebilir miyiz?

OAl: [Soyledigi ifadeleri tahtada cizerek gosteriyor]... Bu sekilde ikiye boldiigiimiizde ve
uygun sekilde katladigimizda bir kare elde edecegimiz icin yine toplam formiiliinii elde
ederiz...

~

Sekil 4. OA6 tarafindan olusturulan modelin son sekli




454

G. Giiler, A. Temizyiirek

OA4: Katladigimizda bir kare olmaz... Ama o par¢ay: ¢ikarip eksik kisma uygun bir bigimde
yerlestirirsek kare olur ...

OAI: Evet parcalart uygun bir sekilde birbiri iizerine yerlestirdigimizde ilk olusturdugumuz
sekil olusuyor.

OAS5: Bana gore cok net degil ama zorladigimizda bir model ¢ikiyor ...

Aragtirmada ortaya ¢ikan dordiincii ispat modeli OAS tarafindan cebirsel olarak

olusturulmustur. Ogretmen adaymim bu modelde énceki bilgilerinden hareketle farkli iki
ardisik say1 dizisi kullanarak ardisik tek sayilarin toplamma ulastig1 goriilmektedir. OAS
olusturdugu modelin gecerliligine diger adaylar1 ikna etmekte zorlanmasina ragmen
yaptigt aciklamalar sonucunda ispatinin kabul edildigi goriilmiistiir.

OAS8: Ben ardisik tek sayilart parcalayip sonra da ardisik sayilarin toplam kuralini
14243 +4+4+n
0+1+2+3..+(n—1)

... Simdi
143+5+7++(2n—1)

ilk iki satir1 ayri ayri ispat edip topladigimda 1+ 3 +5+7 + -+ (2n — 1) = n? olmas:
n.(n+1)

kullanarak ispati olusturdum. [Tahtaya ifadelerini yaziyor] ...

gerekiyor. Ardisik sayilarin toplaminin kuralint zaten biliyoruz... Yani birinci ifade
dir ve ikinci ifade de yine @ olur. Bu iki ifadeyi topladigimizda...

n.(n+1) + n.(n-1) — E(n +14n— 1) —
2 2 2

n.2n
2

= n? olur.

0A6: Onceki ispatlart iceriyor ama bana gore dogru...
OAS5: Neden 0’dan basladigimizi anlamadim ben...

OAS: Ben burada ardisik sayilardan yararlandim ve iki ardisik sayi toplamnin ardisik tek
sayilart vermesi igin de bir basamak kaydirmam gerekiyordu. Ashinda ben orada 0
kullanmadim sadece alt alta bir siitun kaydirarak topladim. Net olarak gosterebilmek iginde
0 ile basladim... Yazmasak da olur aslinda...

OA3: Dogru evet olabilir ...

(n—-1).(n-2)

OAS: Benim surada kafam karisti... Ilk toplanmun formiilii tamam ama ikinci >

olmasi gerekmez mi?
Diger Adaylar: Yok hayir...
0A8: Son terim (n — 1) ve kuralda 1 fazlast alindiginda... @ olur...

OA5: Tamam simdi... O zaman dogrudur... Toplam yine degismez... Satir kaydirsak da
sonug degismez...

Ogretmen adaylarinin olusturduklar1 besinci ispat modeli toplam notasyonu ve ardisik

sayilarm toplami iizerine cebirsel olarak kurulmustur. OA7 tarafindan olusturulan
modelde toplam semboliiniin 6zellikleri ve 6n bilgiler kullanilmigtir. Bu ylizden diger

adaylar1 ikna etmekte zorlanmadig: sylenebilir.
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OA7: Toplam semboliinii kullanarak bir ispat yapilabilir... ¥X_(2n—1)=1+3 +5+
-+ (2k — 1) seklinde modelini yazabiliriz. Simdi ben bu toplami ayrt ayrt yazarsam...

Yk_2n—Yk_. 1 seklinde yazabilirim... Buradan 2¥¥_;n—Yk_ 1 olur. Buradaki ilk

toplam 1 den n ye kadar olan sayilarin toplanudwr. Yani, ardisik sayilarin toplamini veren

kurala gore ilk ifade, 2.k'(k2+1) =k.(k + 1) olur. Ikinci ifade de degiskenim n olduguna

gore k ya kadar deger alabilecegine gore, Y.X_1 1 = k.1 = k olur. Dolayisiyla toplam,
k(k+1)—k=k*+k—k=k?olur.
OAl: Mantikly, olabilir...

OA3: Ama tabi burada ardisik sayilarin toplamin: biliyor olmamiz gerekir ...
OA7: Evet onu da biliyor olmamiz gerekli...
OA2: Tiimevarim mantigiyla dogru orantili, elbette dogru...

Ogretmen adaylarinin gelistirdikleri son ispat modeli ise yine OA1 tarafindan sekilsel
olarak olusturulmustur. OA1 bu modelde ardisik tek sayilar igin iicgen ve toplam icin ise
alan modellerinden yararlanmistir. Ogretmen adaylarinin bu modelin olusumu siirecindeki
sOylemleri ve ortaya ¢ikan model agagida sunulmustur.

OAI: Ben bir de iicgenler yardimiyla bir geometrik model olusturdum...
Miilakat¢i: Hep beraber bakalim liitfen...

OAl: Alani 1 birim kare olan bir ikizkenar dik iicgen alahm... Daha sonra ikizkenarlar
kenar kabul eden bir kare ve yine ayni ikizkenar ticgeni bu ticgenin altina ¢izelim... Yani 3
tane ayni tiggenden elde ederiz... Daha sonra iki kare ve yine ayni ticgeni alta ¢izdigimizde
bes tane aymi ii¢genden elde edilir... Bu sekilde devam edilirse, 1, 3, 5,..., seklinde tek
sayilar elde edilir. Simdi bunlarin toplamini bulmak igin alanlari toplamamiz yeterli
olacaktir. Yani,
143+ 5+ -+ (2n — 1) ifadesinde n terim olacagi i¢cin 1 + 3 + 5+ -+ 2n — 1) = n?
oldugu goriiliir...

Sekil 5. OA1 tarafindan olusturulan model

OA2: Mantikly gériiniiyor...

OA7: Bir birim kabul etmeseydik olmayacakti ama...
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0OAl: Burada 1 br? almamizin sebebi 1+3+5... seklindeki toplami bulmak icin farkly kabul
etsek ornegin 2 olsa 2 kati olan toplam elde edilir... Dolayisiyla toplamdaki sayilar
degisir...
OA3: Evet farkl: bir toplam olur...
OA7: Tamam simdi oldu, anladim...
OA6: Mantikls evet dogru, kullamilabilir ...
OA4: Cok farkl: ve ilging gériiniiyor ...
4. Sonug ve Oneriler

Aragtirma, matematiksel ispat ve model olusturma becerisi arasinda bir iligki
kurulabilmesi amaciyla gergeklestirilmistir ve sonugta adaylarin ardisik tek sayilarin
toplamint veren kuralin ispatinda soézel, cebirsel ve sekilsel modeller Tirettikleri
gbzlenmigtir. Arastirma bulgularina gore, 6gretmen adaylarinin ardisik tek sayilarin
toplamina yonelik 6 farkli model olusturduklart goriilmiistiir. Adaylarin bu siiregte daha
cok cebirsel ve sekilsel modeller olusturduklar1 gozlenmistir. Olusturulan sdzel modellerin
ise hem cebirsel hem de sekilsel modellere ulagmakta yol gdsterici oldugu soylenebilir.
Ciinkii adaylar cebirsel ve sekilsel modelleri sd6zel modeller iizerine kurgulamiglardir.
Adaylarin model olusturma siireglerinde 6n bilgilerinin (ardisik sayilarin toplamini veren
kural) etkili oldugu ve 6zellikle geometrik modellerin kullanildig: ispatlarda diger adaylari
ikna etmekte cebirsel ispatlara oranla daha fazla zorlandiklar1 gézlenmistir. Dolayistyla bu
sonu¢ adaylarin modellerini kuracaklari varsayimi belirleme ve aktarma noktasinda
giiclik yagamaktadir (Blum & Leib, 2007) sonuglarini desteklemektedir. Bununla birlikte
geometrik model kullanilarak yapilan ispatlarda adaylarin kullandiklari modellerin
gegerlilikleri noktasinda daha fazla argiiman kullanmalari muhakeme yeteneginin gelisimi
acisindan 6nemlidir. Clinkii teoremler ispatlanirken kisilerin informal bilgilerinden yola
cikilarak formal bilgilere ulagmalarinin saglanmasi daha anlamli, kalict ve etkili
Ogrenmeyi saglamaktadir (Raman, 2003). Ayrica ispatlarda degisik materyal ve
modellerin kullanilmasinin 6grencilerin ispat kapasitelerini arttirmakta etkili oldugu
belirlenmistir (Andreas Stylianides, 2007).

Ogretmen adaylarinin arastirmada kullanilan abakiis probleminin ispat1 icin birgok
fikir ortaya attiklari ve g¢esitli varsayimlar tiizerinden ispatlarini test etme firsati
yakalayabildikleri goriilmektedir. Dolayisiyla arastirma sonuglari, uygun etkinlikler
kullanildiginda &gretmen adaylarinin modeller yardimiyla ispat yapmakta basarili
olabileceklerini ve bu sayede matematiksel muhakeme yeteneklerine katki
saglanabilecegini ortaya koymaktadir. Arastirmada elde edilen bu sonug alan yazinda yer
alan ve ispat yapma becerisinin gelisimi i¢in model kullanimini 6neren (Ciltas ve Yilmaz,
2013) ¢aligmanin sonuglariyla tutarlidir. Bununla birlikte matematiksel ispatlarda model
kullaniminin ispata yonelik tutumu olumlu yonde etkiledigi yapilan arastirmalarla
(Unveren, 2010) ortaya konulmustur. Bu yiizden &gretmen adaylarinin matematiksel
ispata yonelik olumsuz tutumlarinin (Almeida, 2000; Moral, Ugurel, Tirnikli ve
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Yesildere, 2006) degistirilebilmesi i¢in ispatlarda model kullaniminin desteklenmesi
onerilebilir. Ciinkii 6gretmen adaylarinin matematiksel ispata yonelik algilarinin ispati
ileriki donemlerde derslerinde kullanim sikligini etkiledigi yapilan arastirmalarla
(Almeida, 2000; Furinghetti & Morselli, 2009) gosterilmistir. Benzer sekilde
matematiksel ispatta kullanilan modellerin verilen bir ifadenin i¢sellestirilmesinde dnemli

yapmaya olan tutumu degistirmege olanak saglayabilir (Ciltas ve Yilmaz, 2013).

Bu arastirmanin bulgular1 ardisik tek sayilarin toplamini veren kuralin ispatinin
modeller yardimiyla yapilmasiyla sinirlidir. Dolayisiyla Hanna ve Sidoli’ nin (2007) de
belirttigi gibi matematik ve matematik egitimi gorsel temsillerin potansiyel rollerinden ve
ozellikle de ispata yonelik rollerinden hala olduk¢a uzakta bulunmaktadir. Bu yiizden
O0gretmen adaylarmin farkli ispat yontemlerine yonelik model olusturma siireglerinin
incelenmesi Onerilebilir. Ayrica benzer etkinliklerle 6gretmen adaylarmin farkli bakis
acilar1 geligtirmeleri ve bunlari ileride dgrencilerine yansitabilmeleri saglanabilir.
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An Investigation of Model Creation Skills to Proof of Prospective
Mathematics Teachers about the Sum of Successive Odd Numbers

Extended Abstract

One of the most important objectives of mathematics education is enabling students to
provide rational answers to “why* questions about concepts they will learn. These inquiries
of students in the conceptualization process depends on their mathematical proof and
reasoning abilities. Because, mathematical proof lies at the heart of mathematical education
(Almeida, 2003), and covers communication, exposing relations, making predictions,
connecting concepts, affirming expressions and generalizing new knowledge (Harel &
Sowder, 1998; Schabel, 2005). Due to these qualities, many studies emphasize that
mathematical proof is required in mathematical education (Knuth, 2002) and there is an
increasing need for mathematical proof (Reiss, Heinze & Kleieme, 2002). Moreover, the
renewed secondary education mathematics curriculum covers more than providing students
with basic mathematical concepts in their mathematical education process. For this reason,
mathematical thinking, problem solving, mathematical reasoning and proof, connection,
using mathematics as a communicative language and modelling skills are the basic
components of mathematics learning and teaching (MEB, 2013). Various studies revealed
the relation between mathematical problem solving and proof approaches of students (Tall,
1991; Weber, 2005) and a close relation was found between mathematical proof and
problem solving (Weber, 2004). However, there is only limited relation between
mathematical modeling and mathematical proof. Because, there is a limited relation
between mathematical modeling of real-life problems and proof (Mudaly & De Villiers,
2004). Modeling approach in mathematics learning and teaching creates a generalizable and
re-usable system of relations rather than finding a solution to a problem (Doerr & English,
2003) and this approach aims to develop models to discover patterns and relations and use
these models in solving other problems (Olkun et al., 2009). Therefore, though it is
seemingly hard to establish relationship between solution of real-world problems and proof,
the value of solving real-life problems in proof process cannot be underestimated (Hodgson
& Riley, 2001). Hence, we can establish a relationship between mathematical proof and
modeling (Mudaly & De Villiers, 2004). For this purpose, secondary education prospective
math teachers were introduced the rule providing the sum of successive odd numbers with
model proofs, and the study aims to look into model creation skills regarding proof the rule
providing the sum of successive odd numbers.

Case study, which allows us make an in-depth analysis of a group or an event, is
employed as the research design. The research was carried out with focus group discussion
method on 20 out of 52 prospective teachers selected on voluntary basis, and taking Special
Teaching Methods course in the fall term as students of pedagogical formation programme
in a university in the Black Sea Region during the 2013-2014 academic years. 12 female
and 8 male prospective teachers participated in the focus group discussion.
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Research data was collected by a focus group discussion performed in classroom
environment at the last week of the Special Teaching Methods course. “Abacus Problem”,
which includes the sum of successive odd numbers, was used in the focus group discussion.
Descriptive analysis method was used in analysis of the gathered data.

According to research results, prospective teachers created six different proof models
consisting of verbal, algebraic and formal models to prove the rule providing the sum of
successive odd numbers. It was observed that prior knowledge of prospective teachers was
effective in their model creation process (the rule providing the sum of successive odd
numbers), and they had much more difficulties in proofs with geometrical models compared
to algebraic proofs while persuading other prospective teachers. Moreover, regarding the
validity of models used by prospective teachers in proofs with geometric models, usage of
more arguments is significant in terms of improving their reasoning skills. Because, helping
people use their informal knowledge to reach formal knowledge enables meaningful,
permanent, and effective learning with regards to theorem proofs (Raman, 2003). Besides,
use of different materials and models is effective in increasing the proof capabilities of
students (Andreas Stylianides, 2007).

It is observed that prospective teachers came up with various ideas to prove the abacus
problem in the research, and tested their proofs using different hypotheses. Therefore,
research results show that prospective teachers can be successful in proof by models with
the employment of suitable activities, and this, in turn, can contribute to their mathematical
reasoning skills. This result shows parallelism with results of study in the literature (Ciltas
& Yilmaz, 2013). Moreover, the positive impact of using models in mathematical proofs is
revealed by various studies (Unveren, 2010). For this reason, use of models in proofs can be
suggested to change the negative attitude of prospective teachers about mathematical proof
(Almeida, 2000; Morali, Ugurel, Tirniikli & Yesildere, 2006). Because, various studies
(Almeida, 2000; Furinghetti & Morselli, 2009) have shown that prospective teachers’
perception about mathematical proof influences their frequency of using proof in their
future courses. Similarly, models used in mathematical proofs play a significant role in
internalization of a given statement, and a cognitive model pictured in the minds of
prospective teachers can help change this attitude towards proof (Ciltas & Yilmaz, 2013).
Findings of this research are limited to proving the rule providing the sum of successive odd
numbers with models. Therefore, analysis of prospective teachers’ model creation processes
of different proof methods can be suggested. Prospective teachers can develop different
points of view with similar activities, and reflect these on their students in the future.
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