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Abstract: The paper analyses the bending vibrations of a 
plow blade, modeled as a variable cross-section beam, 
clamped at one end and free at the other. The study is 
performed by using the discretization method, while the 
differential equations of the free vibrations are deduced by 
means of the influence coefficients method.  
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INTRODUCTION 

Vibration study is of considerable importance in 

agricultural machinery design, due to two reasons: first, 

the interaction between soil and tillage tools generates 

oscillatory phenomena that can affect the functionality and 

the service life of such tools and, second, certain 

oscillations induced to active organs of agricultural units 

can increase the quality and efficiency of the process they 

carry out. 

For this reason, a large number of scientific works were 

dedicated to the subject. Thus, in paper [11], the influence 

of the oscillation frequency was studied, upon the tillage 

and upon the energy consumption. Reference [1] presents 

the results of some experiments performed on 

decompaction plows, which determine the frequency 

bands specific to actuators. A study model of the 

vibrations of a tillage tool, based on the finite element 

method, is proposed in paper [17]. In reference [2], 

spectral domains of the oscillations due to the soil 

irregularities and to the quasi-periodical variations of the 

resistant forces are presented. The energetic efficiency of 

the tillage processes with vibratory devices is analyzed in 

papers such as [10, 13]. 

Part of this framework, the present paper is dedicated 

to the study of the vibrations of a plow blade. Knowing the 

eigenfrequencies of such a device as early as in the 

design stage allows it to determine the optimal work 

parameters of actuators. 

 
MATERIAL AND METHOD 

In order to study the vibrations of an arbitrary blade 
with variable section, the model of a rectangular 
cross-section beam is adopted, with variable width. The 
beam is clamped at one end and free at the other (Fig.1a). 

The beam performs bending vibrations, in the longitudinal 

plane (vertical in the figure). 

 Rezumat: Lucrarea analizează vibraţiile de încovoiere ale 

unei lame de plug, modelată ca o bara de secţiune 
variabilă, încastrată la un capăt şi liberă la celălalt. Studiul 
vibraţiilor se efectuează prin metoda discretizării, iar 
ecuaţiile diferenţiale ale vibraţiilor se deduc cu ajutorul 
metodei coeficienţilor de influenţă 

 
Cuvinte cheie: vibraţii de încovoiere, secţiune variabilă, 
discretizare, coeficient de influenţă 

 
INTRODUCERE 

Studiul vibraţiilor prezintă o importanţă deosebită în 
proiectarea maşinilor agricole din două motive: în primul 
rând, interacţiunea dintre sol şi uneltele de prelucrare a 
solului generează fenomene oscilatorii care pot afecta 
funcţionalitatea şi durata de viaţă a uneltelor, iar în al 
doilea rând, anumite oscilaţii induse unor organe active 
ale agregatelor agricole pot creşte calitatea şi eficienţa 
procesului pe care acestea îl îndeplinesc. 

Din acest motiv, un mare număr de lucrări au fost 
dedicate acestui obiect. Astfel, în lucrarea [11] au fost 
studiate vibraţiile active ale cuţitelor şi influenţa frecvenţei 
de oscilaţie asupra prelucrării solurilor şi a consumurilor 
energetice. Referinţa [1] prezintă rezultate ale unor 
experimente efectuate pe pluguri de decompactare, care 
determină benzile de frecvenţă specifice mecanismelor de 
acţionare. Un model de studiu al vibraţiilor unei unelte de 
prelucrare a solului, bazat pe metoda elementului finit,  
este propus în lucrarea [17]. În referinţa [2] sunt 
prezentate domeniile spectrale ale oscilaţiilor datorate 
neregularităţilor solurilor şi variaţiilor cvasiperiodice ale 
forţelor de rezistenţă la înaintare. Eficienţa energetică a 
unor procese de prelucrare a solului cu organe de lucru 
vibratoare este analizată în lucrări precum [10, 13]. 

Lucrarea de faţă se înscrie în acest cadru, fiind 
dedicată studiului vibraţiilor unui cuţit de plug. 
Cunoaşterea din stadiul de proiectare a frecvenţelor 
proprii ale unui astfel de organ permite stabilirea 
parametrilor optimi de lucru pentru mecanismele de 
acţionare. 

 
MATERIAL ŞI METODĂ 

Pentru studiul vibraţiilor unui cuţit oarecare, cu secţiune 
variabilă, în lucrarea de faţă se adoptă modelul unei bare 
de secţiune dreptunghiulară, de lăţime variabilă, încastrată 
la una dintre extremităţi şi liberă la cealaltă (fig.1a). 

Bara efectuează oscilaţii de încovoiere în plan 
longitudinal (vertical pe figură). 
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Fig. 1 - Beam with variable cross-section  
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The width of the beam varies with abscissa x  

according to the law 

 Lăţimea barei variază cu abscisa x  după legea 
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It is known from the strength of materials [16] that the 
deflection w of the neutral fiber of the beam acted by a 

force F  in static regime (Fig. 1 b) results from the 
equation 

 Se cunoaşte din rezistenţa materialelor [16] că 
deplasarea pe direcţie transversală, w , a fibrei medii a 

barei acţionate în regim static de o forţă F  (fig. 1 b) 
rezultă din ecuaţia 

  
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where  în care 

    xlFxM z   (3) 

is the bending moment produced by the force in the 
section defined by abscissa x , 

 este momentul încovoietor produs de forţă în secţiunea 
definită de abscisa x , 
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is the geometrical moment of inertia of the section, while 

E  is the Young’s modulus of the material of the beam. 
By integrating two times equality (2), the equation of 

the neutral fiber in static regime is obtained:  

 este momentul de inerţie geometric al secţiunii, iar E  
este modulul lui Young al materialului barei. 

Integrând de două ori egalitatea (2), rezultă ecuaţia 
fibrei medii deformate, în regim static: 
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It is known from the literature [8, 9, 12, 14, 15] that the 
bending vibrations of the beam are governed by the 
partial derivative differential equation 

 Se cunoaşte din literatură [8, 9, 12, 14, 15] că  
vibraţiile de încovoiere ale barei sunt guvernate de 
ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale 
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where  xA  is the area of the cross-section of the beam, 

while   is the density of the material of the beam. 

However, the differential equation (6) cannot be 
integrated analytically in the general case, i.e. for 

arbitrary functions  xI y
 and  xA , respectively. 

Therefore, in the present paper, the study is performed 
numerically, by means of the discretization method, 
which was presented and successfully used in papers  [3, 
4, 5, 6, 7], for the study of the free and forced bending 
oscillations, respectively, of homogeneous beams with or 
without a number of attached concentrated masses. 

The method consists in replacing the distributed mass 
system by a discrete one, made of a relatively high 
number n  of material points, of masses: 

 unde  xA  este aria secţiunii barei, iar   este densitatea 

materialului barei. 
Ecuaţia diferenţială (6) este, însă, imposibil de integrat 

analitic în cazul general, adică în cazul unor funcţii 

oarecare  xI y
, respectiv  xA .  

Ca urmare, în lucrarea de faţă, studiul este efectuat 
numeric, cu ajutorul metodei discretizării, prezentată şi 
utilizată cu succes în lucrările [3, 4, 5, 6, 7], pentru studiul 
oscilaţiilor de încovoiere libere şi forţate, ale unor bare 
omogene, unele dintre acestea având ataşate un număr 
de mase concentrate. 

Metoda constă în înlocuirea sistemului continuu 
printr-unul discret, alcătuit dintr-un număr n , relativ 

mare, de puncte materiale, de mase: 

      ,...,n,ixxhxbm iiii 21     1  
 (7) 

which are attached to a beam with negligible mass (fig. 2).  ataşate unei bare de masă neglijabilă (fig. 2). 
 

 

1 2 i n 0 j 
 

Fig.2 - Discretized beam  
 

The differential equations of the free small oscillations 
can be obtained by means of the method of the influence 

coefficients [8, 10]. The influence coefficient 
ij  represents 

the deflection of the neutral fiber in section i , produced by 

 Ecuaţiile diferenţiale ale micilor oscilaţii libere se pot 
obţine cu ajutorul metodei coeficienţilor de influenţă [8, 

10]. Coeficientul de influenţă 
ij  reprezintă deplasarea 

fibrei medii în secţiunea i , produsă de o forţă egală cu 
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a unit force, applied statically in section j  (fig. 2). For the 

analyzed beam 

unitatea, aplicată static în secţiunea j  (fig. 2). 

În cazul barei analizate 
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In the present paper, integrals in formula (8) were 
computed numerically. 

By defining the matrix of the influence coefficients, the 
mass matrix and the dynamic matrix, respectively, 

 In lucrarea de faţă, integralele din formula (8) au fost 
calculate numeric. 

Construind matricea coeficienţilor de influenţă, matricea 
maselor, respectiv matricea dinamică, 

             mDmm ijij  ,, , (9) 

it is shown in references [3, 4, 5, 6, 7] that the circular 
eigenfrequencies are 

 se arată în referinţele [3, 4, 5, 6, 7] că pulsaţiile proprii ale 
sistemului sunt 

  ,...,n,i

i

i 21     
1




 , (10) 

where 
i  represent the eigenvalues of matrix  D , while 

the eigenmodes are equal with the corresponding 
eigenvectors of the same matrix. 
 

RESULTS 

The numerical study of the vibrations of the beam in 
Figure 1 a was performed based of the following values: 

 în care 
i  reprezintă valorile proprii ale matricei ][D , iar 

modurile proprii sunt egale cu vectorii proprii 
corespunzători ai aceleiaşi matrice. 
 
REZULTATE 

Studiul numeric al vibraţiilor barei din figura 1 a s-a 
efectuat considerând următoarele valori: 

 04,/mk7850,N/m10 x 210 329  ngE . 

The first 10 circular eigenfrequencies and the 
corresponding eigenfrequencies are presented in Table 

1. 

 Primele 10 pulsaţii proprii obţinute şi frecvenţele 
proprii corespunzătoare sunt prezentate in tabelul 1. 

Table 1 

Values of the first 10 circular eigenfrequencies and the corresponding eigenfrequencies  

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

]s[ 1i
 263.41 1534.18 4409.33 8921.36 15035.13 22669.89 31656.21 41724.28 52766.81 65273.29 

]Hz[if  41.92 244.17 701.77 1419.88 2392.92 3608.03 5038.24 6640.63 8398.1 10388.57 

 

 
Fig.3 -  First three eigenshapes  

 
The first three vibration eigenshapes are illustrated in 

Figure 3. 
The experimental study of the system was performed 

on the measuring stand shown in Figures 4-6. 

 Primele trei forme proprii de vibraţie sunt ilustrate  în 
figura 3. 

Studiul experimental al sistemului s-a efectuat cu 
ajutorul bancului de probă prezentat în figurile 4-6. 

 

  

Fig. 4 -  Measuring Stand  Fig.5 -  Accelerometer layout 
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Fig.6 - Excitation system 

 

 

 

 
 

Fig.7 - Free vibrations spectra 

 
A measuring chain was used, with four accelerometers, 

counted from 0 to 3. Accelerometer 3 was positioned at 
the free end of the beam, while accelerometer 0 on the 
beam, near the fixing system. Accelerometers 1 and 2 
were placed on the fixing system. 

Similar to references [3. 4], free vibrations produced by 
applying percussions on the beam were studied, as well 
as forced vibrations, produced by the excitation system in 
Figure 6, with white signal. 

The obtained date were processed with LabVIEW 
program, resulting the spectra in Figures 7-8. 

 S-a utilizat un lanţ de măsură cu patru accelerometre, 
numerotate de la 0 la 3. Accelerometrul 3 a fost amplasat 
în capul liber al barei, iar accelerometru 0 pe bară, lângă 
încastrare. Accelerometrele 1 şi 2 au fost plasate pe 
sistemul de prindere. 

Ca şi în referinţele [3, 4], s-au studiat vibraţii libere, 
produse prin aplicare unor percuţii pe bară, precum şi 
vibraţiile forţate, produse de sistemul de excitaţie din figura 
6, cu semnal alb. 

Datele au fost prelucrate cu ajutorul programului 
LabVIEW, obţinându-se spectrele din figurile 7-8. 
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Fig. 8 - Forced vibrations spectra - white signal  
 

CONCLUSIONS 

Based on a simple model, the paper analyzed the 

vibrations of an arbitrary blade with variable section, 

which can represent a plow coulter. 

The spectra obtained by processing the experimental 
data in the case of free vibrations present a pronounced 
peak at a frequency close to the first computed 
eigenfrequency. The spectrum of the signal measured by 
accelerometer 3, placed at the free end of the beam, 
shows a lower peak close to the second computed 
eigenfrequency. The first three accelerometers, situated 
close to the fixing system and on the fixing system, 
respectively, exhibit supplementary peaks, due to the 
stand vibrations. 

The spectra obtained in the case of forced vibrations 

confirm the presence of the first two components, but the 

signal captured by accelerometer 3 presents also some 

components multiple of 50 Hz, due to the excitation 

system which is placed close to this accelerometer. 

The numerical method used in the paper provided 

results in agreement with the experiments. The method 

allows it to determine the eigenfrequencies and, 

consequently, the resonance domains of the active 

 CONCLUZII 

Lucrarea a analizat pe baza unui model simplu 
vibraţiile unei lame oarecare de secţiune variabilă, ce 
poate reprezenta un cuţit lung de plug. 

Spectrele obţinute prin prelucrarea datelor 
experimentale în cazul vibraţiilor libere prezintă un vârf 
accentuat la o frecvenţă apropiată de prima frecvenţă 
proprie calculată. Spectrul semnalului măsurat de 
accelerometrul 3, plasat în capătul liber al barei, prezintă 
un vârf mai redus  în apropierea celei de a doua 
frecvenţe proprii calculate. Primele trei accelerometre, 
aflate în apropierea sistemului de prindere, respectiv pe 
acesta, prezintă vârfuri suplimentare, datorate vibraţiilor 
bancului. 

Spectrele obţinute în cazul vibraţiilor forţate confirmă 
prezenţa primelor două componente, dar semnalul captat 
de accelerometrul 3 prezintă, de asemenea, componente 
în apropierea unor frecvenţe multiplu de 50 Hz, datorate 
sistemului de excitaţie, plasat lângă acest accelerometru. 

Metoda numerică utilizată a condus la rezultate în 
acord cu experimentele. Metoda permite determinarea 
frecvenţelor proprii şi, în consecinţă, identificarea 
domeniilor de rezonanţă ale organelor de lucru active. 
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organ. The resonance phenomenon presents a double 

importance in agricultural machine design, since the 

displacement amplification it implies can cause damage 

of the organ, but, in certain circumstances, it can be 

exploited in order to increase the efficiency of the device.   
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