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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНЫХ СРЕДСТВ ДЛЯ 

АВТОМАТИЗАЦИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ 

СИСТЕМ К ЭКВИВАЛЕНТНЫМ ЛИНЕЙНЫМ В ФОРМЕ 

БРУНОВСКОГО 

Для пакета Matlab разработана программа, автоматизирующая преобразование 

нелинейных систем к эквивалентному линейному виду с помощью средств геометрической 
теории управления. Выполнен синтез линейной математической модели движения дизель-

поезда в канонической форме Бруновского. Библиогр.: 13 назв. 

Ключевые слова: форма Бруновского, преобразование нелинейных систем, 
геометрическая теория управления, математическая модель движения дизель-поезда. 

Постановка проблемы и анализ литературы. Вопросами 

оптимизации функционирования железнодорожного транспорта на 

протяжении многих лет занималось множество ученых [1 – 8]. При этом 

большинство исследований выполнялось с помощью математического 

моделирования на сложных моделях, описываемых системами 

обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений высокого 

порядка. Это, в свою очередь, приводит к серьезным трудностям при 

поиске оптимальных управлений тяговым подвижным составом, так как 

большинство из известных методов применимы лишь для объектов, 

которые описываются системами обыкновенных нелинейных 

дифференциальных уравнений не выше 2-3 порядка [9, 10]. В связи с 

этим в работах [8, 11, 12] была решена задача поиска оптимальных 

управлений с помощью динамической линеаризации исходной 

нелинейной модели, методами геометрической теории управления [13], 

при этом были получены законы оптимального управления для объектов, 

которые описывались системами нелинейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений 5-6 порядка. Однако для поиска 

оптимальных законов управления реальным приводом, который 

учитывает параллельную работу нескольких электродвигателей, 

необходима разработка специализированных программных средств, 

которые могли бы автоматизировать процесс преобразования 

нелинейных систем к линейному виду. 

Целью статьи является разработка программных средств, 
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автоматизирующих в пакете Matlab преобразование нелинейной 

математической модели движения дизель-поезда к эквивалентному 

линейному виду в форме Бруновского с помощью инволютивных 

распределений геометрической теории управления. 

Подход, основанный на геометрической теории управления, 

динамической линеаризации обратной связью в пространстве "вход – 

состояние" нелинейной математической модели движения дизель-поезда, 

с помощью последовательности инволютивных распределений, может 

быть представлен в виде алгоритма: 

Шаг. 1. Задание исходной системы нелинейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений. 

Шаг. 2. Построение векторных полей, связанных с нелинейной 

системой дифференциальных уравнений. 

Шаг. 3. Проверка последовательности распределений на 

выполнение условий инволютивности. В случае выполнения условий 

инволютивности последовательности распределений – переход к шагу 5 

алгоритма. 

Шаг. 4. В случае невыполнения условий инволютивности 

последовательности распределений – увеличение размерности 

пространства, путем введения дополнительных фазовых координат в 

каналы, связанные с управлениями. Переход к шагу 2 алгоритма. 

Шаг. 5. Определение индекса управляемости для рассматриваемой 

системы управления, используя теорему о линейном эквиваленте для 

нелинейной аффинной системы с векторным управлением. 

Шаг. 6. По индексу управляемости системы, определяется форма 

линейного эквивалента, т.е. определяется количество клеток 

канонической формы Бруновского. 

Шаг. 7. Построение системы дифференциальных уравнений, из 

которой путем последовательного дифференцирования, вдоль 

соответствующих векторных полей, определяются функции перехода к 

канонической форме Бруновского. 

Шаг. 8. Нахождение функций перехода к канонической форме 

Бруновского. 

Шаг. 9. Определение управляющих воздействий для линейной 

системы уравнений в канонической форме Бруновского. 

Шаг. 10. Переход от управлений линейной системой в форме 

Бруновского к управлениям для исходной нелинейной системы 

уравнений. 

Шаг. 11. Останов. 

Этот алгоритм программно реализован в пакете Matlab.  
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Рассмотрим применение разработанного программного продукта 

для линеаризации математической модели движения дизель-поезда. 

Математическая модель движения дизель-поезда, учитывающая 

работу двух тяговых приводов, может быть описана следующей системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений: 

;1212
1 fxa

dt

dx
  

;2
2
22222220

20010710,7,2982896424653235
2

fxaxa

axxaxxaxxaxxa
dt

dx





;1
13

1
1434333

3 UfUxaxa
dt

dx
  

;452425444343
4 fxxaxaxa

dt

dx
  

  ;542524656555
5 fxxaxaxa

dt

dx
   (1) 

;1
26

1
2666565

6 UfUxaxa
dt

dx
  

;792729878777
7 fxxaxaxa

dt

dx
  

;2
18

2
1888787

8 UfUxaxa
dt

dx
  

;9727,2,91010,9999
9 fxxaxaxa

dt

dx
  

,2
210

2
21010,1099,10

10 UfUxaxa
dt

dx
  

где 1x  – расстояние, отсчитываемое от начала перегона; t – время; 

10,109,1024623512 ,...,,,, aaaaa  – постоянные коэффициенты определяемые 

параметрами привода; 2x  – скорость движения состава; 3x , 4x  и 7x , 8x  

– потокосцепления по оси u соответственно первого и второго 

двигателей; 5x , 6x  и 9x , 10x  – потокосцепления по оси v соответственно 

первого и второго двигателей; )2 ,1(    , 21 qUU qq  – питающие напряжения 

первого и второго тяговых двигателей. 
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С системой дифференциальных уравнений (1) связаны  

векторные поля 
T

10987654321   ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,)( ffffffffffxX , 

,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0
T

1 Y   ,0  ,0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0
T

2 Y  

,0  ,0  ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0
T

3 Y   ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0
T

4 Y  

которые в пакете Matlab могут быть заданы следующим образом: 

f1 = sym('a12 * x2'); 
f2 = sym('a235 * x3 * x5 - a246 * x4 * x6 + a289 * x8 * x9 - a2710 * x7 

* x10 - a200 - a220 * x2 - a222 * x2^2'); 
f3 = sym('a33 * x3 + a34 * x4'); 
f4 = sym('a43 * x3 + a44 * x4 + a425 * x2 * x5'); 
f5 = sym('a55 * x5 + a56 * x6 + a524 * x2 * x4'); 
f6 = sym('a65 * x5 + a66 * x6'); 
f7 = sym('a77 * x7 + a78 * x8 + a729 * x2 * x9'); 
f8 = sym('a87 * x7 + a88 * x8'); 
f9 = sym('a99 * x9 + a910 * x10 + a927 * x2 * x7'); 
f10 = sym('a109 * x9 + a1010 * x10'); 
X = [f1; f2; f3; f4; f5; f6; f7; f8; f9; f10]; 

Y1 = [0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 

Y2 = [0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0]; 

Y3 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0]; 

Y4 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1')]; 

x = [sym('x1') 'x2' 'x3' 'x4' 'x5' 'x6' 'x7' 'x8' 'x9' 'x10']; 

Система уравнений (1) может быть преобразована к форме 

Бруновского только в случае, если инволютивны распределения 

},,,{span 4321
0

YYYYM  , 1
M ,,,,,span{ 14321 YLYYYY X , , 32 YLYL XX  

}4YLX  и 2
M  для этой системы [13], где },,,{span 4321 YYYY  – линейная 

оболочка векторов 4321 ,,, YYYY , kYLX  ( 4 ,1k ) – производные Ли вдоль 

векторного поля Х векторных полей kY  ( 4 ,1k ). Производные Ли 

вычисляются следующим образом: 
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.4 ,1  ,
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В пакете Matlab разработаны функции для вычисления производных 

Ли (Dif_Li) и проверки условий инволютивности последовательности 

распределений (involutivity). Функция Dif_Li(X, Y, x, N) возвращает N-ю 

производную Ли вдоль векторного поля Х векторного поля Y, по 

элементам вектора x, а функция involutivity(M, x) возвращает 1, если для 

распределения M условия инволютивности выполняются и 0 – если нет. 

Проверку инволютивности распределения 0
M  в пакете Matlab 

можно осуществить следующим образом: 

M0 = [Y1,Y2, Y3,Y4]; 
involutive = involutivity(M0, x); 

>>involutive = 1 

Поскольку векторные поля )4 ,1(  iiY  постоянны, то распределение 0
M  

– инволютивно и размерность распределения 4dim 0 M .  

Проанализируем распределение 1
M , для этого, сначала, 

осуществим вычисления производных Ли: 

C1_1 = Dif_Li(X, Y1, x, 2); 
M1_1 = C1_1(:, 1 : (size(C1_1, 2) - 1)); 
C1_2 = Dif_Li(X, Y2, x, 2); 
M1_2 = C1_2(:, 1 : (size(C1_2, 2) - 1)); 
C1_3 = Dif_Li(X, Y3, x, 2); 
M1_3 = C1_3(:, 1 : (size(C1_3, 2) - 1)); 
C1_4 = Dif_Li(X, Y4, x, 2); 
M1_4 = C1_4(:, 1 : (size(C1_4, 2) - 1)); 
M1=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1), M1_1(:,2), M1_2(:,2), 

M1_3(:,2), M1_4(:,2)]; 
involutive = involutivity(M1, x); 

>>involutive = 0 
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Непосредственная проверка скобок Ли [ ji XX , ], где ji XX , – 

векторные поля из множества },,,,,,,,{ 43214321 YLYLYLYLYYYY XXXX  и 

ранга матриц ],[,,,,,,,, 43214321 jil XXYLYLYLYLYYYYB XXXX  

показывает, что распределение 1
M  не является инволютивным, однако 

все его подраспределения },,,,span{ 4321
1

kk YLYYYYM X , 4 ,1k , 

являются инволютивными: 

M11=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1),M1_1(:,2)]; 
involutive = involutivity(M11, x); 

>>involutive = 1 

M12=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1),M1_2(:,2)]; 
involutive = involutivity(M12, x); 

>>involutive = 1 

M13=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1),M1_3(:,2)]; 
involutive = involutivity(M13, x); 

>>involutive = 1 

M14=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1),M1_4(:,2)]; 
involutive = involutivity(M14, x); 

>>involutive = 1 

Поэтому дополнительные переменные или интеграторы можно вводить в 

любой канал управления. Однако введение одного, двух или трех 

интеграторов в любые каналы не позволяет решить проблему получения 

инволютивного распределения 1
M  для расширенной системы. 

Распределение 1
M  становится инволютивным только при введении 

одного интегратора в каждый канал объекта управления. 

Для расширенной модели объекта управления введем следующие 

обозначения:  

;3 ,1 ,  ixy ii  ;1
14 Uy   ;4

1
dt

dy
U   ;45 xy   ;56 xy   

 ;67 xy   ;1
28 Uy   ;8

2
dt

dy
U   ;79 xy   ;810 xy    

;2
111 Uy   ;11

3
dt

dy
U   ;912 xy   ;1013 xy   ;2

214 Uy   .14
4

dt

dy
U   
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В этих обозначениях расширенная модель объекта записывается 

следующим образом: 

.0    ;;0    ;

;;

;;

;0    ;;

;;0    ;

;;

;

;

144
14

82
8

141310,10129,1013
13

87666657
7

929271310,9129912
12

525247566556
6

113
11

624255443435
5

11108898710
10

41
4

12272910789779
9

45343333
3

2
2222222020013910,7,2121028975246632352

2

2121
1

















U
dt

dy
U

dt

dy

yyaya
dt

dy
yyaya

dt

dy

yyayaya
dt

dy
yyayaya

dt

dy

U
dt

dy
yyayaya

dt

dy

yyaya
dt

dy
U

dt

dy

yyayaya
dt

dy
yyaya

dt

dy

yayaayyayyayyayya
dt

dy

ya
dt

dy

 

С этой моделью объекта управления связаны следующие векторные 

поля: 

f1 = sym('a12 * y2'); 
f2 = sym('a235 * y3 * y6 - a246 * y5 * y7 + a289 * y10 * y12 - a2710 * 

y9 * y13 - a200 - a220 * y2 - a222 * y2^2'); 
f3 = sym('a33 * y3 + a34 * y5 + y4'); 
f4 = sym('0'); 
f5 = sym('a43 * y3 + a44 * y5 + a425 * y2 * y6'); 
f6 = sym('a55 * y6 + a56 * y7 + a524 * y2 * y5'); 
f7 = sym('a65 * y6 + a66 * y7 + y8'); 
f8 = sym('0'); 
f9 = sym('a77 * y9 + a78 * y10 + a729 * y2 * y12'); 
f10 = sym('a87 * y9 + a88 * y10 + y11'); 
f11 = sym('0'); 
f12 = sym('a99 * y12 + a910 * y13 + a927 * y2 * y9'); 
f13 = sym('a109 * y12 + a1010 * y13+ y14'); 
f14 = sym('0'); 
Y_new = [f1; f2; f3; f4; f5; f6; f7; f8; f9; f10; f11; f12; f13; f14]; 
Y1_new = [0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
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Y2_new = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
Y3_new = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0]; 
Y4_new = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1')]; 
y_new = [sym('y1') 'y2' 'y3' 'y4' 'y5' 'y6' 'y7' 'y8' 'y9' 'y10' 'y11' 'y12' 'y13' 

'y14']; 

Поскольку вектора 
*

1Y1_new Y , 
*

2Y2_new Y , 
*

3Y3_new Y , 

*

4Y4_new Y  постоянны, то распределение },,,{span *
4

*
3

*
2

*
1

*0
YYYYM   

инволютивно. 

M0_new=[Y1_new,Y2_new, Y3_new,Y4_new]; 
involutive = involutivity(M0_new, y_new); 

>>involutive = 1 

Так как производные Ли вдоль векторного поля Y векторных полей 
*

Yk  ( 4 ,1k ) являются постоянными векторами: 

;0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,10, ,0],[
T*

1

*
1*

1
*

1 








 Y

y

Y
Y

y

Y
YYYLY  

;0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1,0 ,0 ,0 ,00, ,0],[
T*

2
*
2

*
2 




 Y

y

Y
YYYLY  

;0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,00, ,0],[
T*

3
*

3
*

3 



 Y

y

Y
YYYLY  

,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,00, ,0],[
T

4
*
4

*
4 




 *

Y Y
y

Y
YYYL  

то распределение *1
M  для расширенной системы является 

инволютивным: 

C1_1_new = Dif_Li(Y_new, Y1_new, y_new, 2); 
M1_1_new = C1_1_new(:, 1 : (size(C1_1_new, 2) - 1)); 
C1_2_new = Dif_Li(Y_new, Y2_new, y_new, 2); 
M1_2_new = C1_2_new(:, 1 : (size(C1_2_new, 2) - 1)); 
C1_3_new = Dif_Li(Y_new, Y3_new, y_new, 2); 
M1_3_new = C1_3_new(:, 1 : (size(C1_3_new, 2) - 1)); 
C1_4_new = Dif_Li(Y_new, Y4_new, y_new, 2); 
M1_4_new = C1_4_new(:, 1 : (size(C1_4_new, 2) - 1)); 
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M1_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2),M1_2_new(:,2), M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2)] 
involutive = involutivity(M1_new, y_new); 

>>involutive = 1 

Проверка инволютивности распределения *2
M  

,,,,span{ *
4

*
3

*
2

*
1 YYYY },,,,,,, *

4
2*

3
2*

2
2*

1
2*

4
*
3

*
2

*
1 YLYLYLYLYLYLYLYL YYYYYYYY , 

где kYLY
2  ( 4 ,1k ) – производные Ли второго порядка, показывает, что 

оно не является инволютивным. 

M2_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2), M1_2_new(:,2),M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2), M1_1_new(:,3), M1_2_new(:,3),M1_3_new(:,3), 

M1_4_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M2_new, y_new);  

>>involutive = 0 

Однако инволютивными являются подраспределения распределения 
*2

M : 

}span{ 1
2

43214321
2
1

********** ,,,,,,,, YLYLYLYLYLYYYYM YYYYY ; 

}span{ 2
2

43214321
2
2

********** ,,,,,,,, YLYLYLYLYLYYYYM YYYYY ; 

}span{ 3
2

43214321
2
3

********** ,,,,,,,, YLYLYLYLYLYYYYM YYYYY ; 

}span{ 4
2

43214321
2
4

********** ,,,,,,,, YLYLYLYLYLYYYYM YYYYY . 

M21_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2),M1_2_new(:,2), M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2), M1_1_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M21_new, y_new); 

>>involutive = 1 

M22_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2),M1_2_new(:,2), M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2), M1_2_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M22_new, y_new); 

>>involutive = 1 
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M23_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2),M1_2_new(:,2), M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2), M1_3_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M23_new, y_new); 

>>involutive = 1 

M24_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), 

M1_4_new(:,1), M1_1_new(:,2),M1_2_new(:,2), M1_3_new(:,2), 

M1_4_new(:,2), M1_4_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M24_new, y_new); 

>>involutive = 1 

Этого оказывается достаточно для осуществления динамической 

линеаризации и получения системы линейных дифференциальных 

уравнений в форме Бруновского. На основании теоремы о линейных 

эквивалентах для нелинейных аффинных систем с m управлениями [13], 

получим, что каноническая форма Бруновского имеет четыре клетки, а 

индекс управляемости kmax для данного объекта равен четырем. 

Математическая модель объекта управления в форме Бруновского в 

пространстве "вход – состояние": 
 

 

,  ;  ;  ;

11;  8,  4, ,13 ,1  ,

4
14

3
11

2
8

1
4

1

v
dt

dz
v

dt

dz
v

dt

dz
v

dt

dz

 iiz
dt

dz
i

i



 

 (2) 

 

где vj ( 4 ,1j ) – управления. 

Поскольку модель объекта в форме Бруновского имеет четыре 

клетки, то необходимо определить четыре функции )( yjT  ( 4 ,1j ), 

преобразующие переменные расширенной модели объекта управления в 

переменные модели в форме Бруновского: 

).(   );(   );(   );( 412392511 yyyy TzTzTzTz   

Методика определения этих функций известна [8, 13]. В данном 

случае они являются однокомпонентными составляющими вектора 

)   ( 1421 y...,,y,yy . Из этих функций путем последовательного 

дифференцирования вдоль векторного поля 
*

22

*

11

*
UU YYYY  
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*

44

*

33 UU YY   можно получить выражения для определения 

соответственно 432   ,  , zzz  (из функции )(1 yT ), 876   ,  , zzz  (из функции 

)(2 yT ), 1110   , zz  (из функции )(3 yT ) и 1413   , zz  (из функции )(4 yT ). В 

качестве примера рассмотрим получение зависимостей для определения 

432   ,  , zzz  с помощью функции )(1 yT . Для исследуемого объекта 

управления имеем: 11 )( yT y , поэтому 11 yz  .  

T1 = [sym('y1')]; 
[B, V, U] = brunovsky(Y_new, [Y1_new], T1, y_new, 4); 
B = simple(B) 

Дифференцируя функцию )(1 yT  вдоль векторного поля *
Y  и 

учитывая, что 32   , zz  и их производные не зависят от управлений, 

получим: 

B = 

[a12*y2; 

-a12*(a222*y2^2 + a220*y2 + a200 - a289*y10*y12 - a235*y3*y6 + 

a2710*y13*y9 + a246*y5*y7); 

 a12*(a220 + 2*a222*y2)*(a222*y2^2 + a220*y2 + a200 - a289*y10*y12 - 

a235*y3*y6 + a2710*y13*y9 + a246*y5*y7) - a12*a246*y7*(a43*y3 + 

a44*y5 + a425*y2*y6) - a12*a2710*y13* (a78*y10 + a77*y9 + 

a729*y12*y2) + a12*a235*y3* (a55*y6 + a56*y7 + a524*y2*y5) + 

a12*a289*y10*(a910*y13 + a99*y12 + a927*y2*y9) - a12*a2710*y9*(y14 + 

a109*y12 + a1010*y13) + a12*a235*y6*(y4 + a33*y3 + a34*y5) + 

a12*a289*y12*(y11 + a88*y10 + a87*y9) - a12*a246*y5*(y8 + a65*y6 + 

a66*y7)]; 

Таким образом функции перехода к канонической форме 

Бруновского могут быть записаны следующим образом: 

212

14

1

1
11

1
2

)(
)()( ya

y

T
TT

dt

dz
z i

i i









y
yLyL YY

* ; 








212
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1

1
2121

2
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))((
)())(( a
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);( 2
2222222020013910721210289752466323512 yayaayyayyayyayyaa ,, 








i

i iy

a
aT

dt

dz
z

14

1

212
2121

3
4

))((
)())(( Y

Y
2
YY

L
LyLL *  

 752466323557246362352222222012 )2[( yayayayayaaa  

].1391072121028910122899131072  yayayaya ,,,,  

Аналогичным образом могут быть получены соотношения для 

определения остальных переменных модели Бруновского. 

Выводы. Разработан алгоритм и программа для автоматизации 

преобразования широкого класса нелинейных систем к линейному виду в 

пакете Matlab с помощью инволютивных распределений геометрической 

теории управления. Получена линейная математическая модель 

движения дизель-поезда в канонической форме Бруновского, которая 

учитывает параллельную работу двух двигателей. 
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