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ПРО ПОБУДОВУ ДВОСТОРОННІХ
НАБЛИЖЕНЬ ДО ДОДАТНОГО
РОЗВ’ЯЗКУ ЕЛІПТИЧНОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧІ З ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОЮ
МАЖОРАНТОЮ

ЛУХАНІН В.С.

Розглядаються питання існування, єдиності та побудови
двосторонніх наближень до додатного розв’язку однієї
еліптичної крайової задачі з експоненціальною не-
лінійністю. Описуються умови, яким мають задовольня-
ти параметри, що входять до нелінійності, щоб двосто-
ронні наближення можна було побудувати.
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Вступ
Разом із зростанням можливостей обчислювальної
техніки сьогодні  збільшується зацікавленість до про-
цесів, які відбуваються у нелінійних середовищах.
Математичними моделями процесів у таких середо-
вищах є нелінійні крайові задачі математичної фізики,
оскільки лінійні не зовсім адекватно описують фізич-
ну реальність. Досить часто такі моделі мають вигляд

( )u,fu x=∆−  mRx ⊂Ω∈∀ , 0u > , 0u =Ω∂ .

Метод двосторонніх наближень належить до ітерацій-
них методів та дозволяє отримати верхню та нижню
оцінку розв’язку на кожній ітерації. Ще однією з
переваг цього методу у порівнянні з іншими є віднос-
на простота реалізації алгоритму, який в свою чергу
вимагає менше обчислювальних ресурсів.

1. Постановка задачі та побудова двосторонніх
наближень
Дослідимо можливість побудови двосторонніх на-
ближень до додатного розв’язку еліптичної крайової
задачі [1]

( )uu eeu γ+λ=∆−  в mRx ⊂Ω∈∀ , (1)

0u =Ω∂ , 0>λ , 0>γ  ( const, −γλ ). (2)

Відомо [2], що задача (1), (2) у класі неперервних
функцій еквівалентна інтегральному рівнянню

( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ+λ= ssxx ss dee,Gu uu
,

де ( )sx,G  – функція Гріна оператора Лапласа для
першої крайової задачі в області Ω , ( )m1 x,...,x=x ,

( )m1 s,...,s=s .

На конусі K невід’ємних в ( )ΩC  функцій введемо в
розгляд нелінійне операторне рівняння

Tuu = ,

де

( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ+λ= ssx ss dee,GTu uu
. (3)

Відомо, що конус невід’ємних в ( )ΩC  функцій є
нормальним, крім того, оскільки

( ) ( ) ( )( )xxx uu eeu,f γ+λ= (4)

неперервна за u, оператор T, відображаючи простір
( )ΩC  в себе, цілком неперервний [2, 3].

Розглянемо деякі властивості оператора T вигляду
(3).
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1) Оператор T монотонний, тобто з 21 uu ≤  випливає,
що 21 TuTu ≤ . Дійсно,

( ) ( ) ( )( ) −+λ=− ∫
Ω

γ ssx ss dee,GTuTu 11 uu
21

( ) ( ) ( )( ) =+λ− ∫
Ω

γ ssx ss dee,G 22 uu

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0deeee,G 2121 uuuu ≤−+−λ= ∫
Ω

γγ ssx ssss
.

2) Для побудови конусного відрізку 00 w,v ,

00 wuv ≤≤ , інваріантного для оператора T, в (3)
покладемо 0vu 0 ==  та складемо елемент

( ) ( )∫
Ω

γ+λ== ssx dee,GTvv 00 vv
01 =

( ) 0vd,G2 0 =≥λ= ∫
Ω

ssx .

Тоді будуємо елемент

( ) ( ) 1
vv

2 vdee,Gv 11 ≥+λ= ∫
Ω

γ ssx

і так далі.

Тепер в (3) покладемо β== 0wu , 0const ≥=β  –
визначиться в майбутньому, маємо

( ) ( ) ( ) ( ) =+λ=+λ= ∫∫
Ω

βγβ

Ω

γ ssxssx dee,Gdee,Gw 00 ww
1

( ) ( )∫
Ω

βγβ +λ= ssx d,Gee .

Підбираємо параметри λ , β  та γ  так, щоб 01 ww ≤ .
Ця вимога приводить нас до умови

( ) ( )βγβ
ΩΩ∈ +λ

β
≤∫ ee

d,Gmax ssx
x . (5)

При цьому

( ) ( ) ≤+λ= ∫
Ω

γ ssx dee,Gw 11 ww
2

( ) ( ) 1wdee,G =+λ≤ ∫
Ω

βγβ ssx .

Таким чином, маємо 0110 wwvv ≤≤≤ , отже, конус-

ний відрізок 00 w,v , 0v0 = , β=0w , є інваріантним
для оператора T вигляду (3).

3) Дослідимо оператор T на угнутість на 00 w,v . Для
цього має виконуватися умова ( ) tTutuT ≥  [ ]1,0t∈∀ ,

00 w,vu∈ . Складаємо

( ) =− tTutuT

( ) ( )∫
Ω

γγ −−+λ= ssx detetee,G uuutut , [ ]1,0t∈ . (6)

Щоб (6) була невід’ємною, треба вимагати виконання
умови

0etetee uuutut ≥−−+ γγ . (7)

Нехай 0vu 0 == , тоді (7) стає умовою 0t1 ≥− , яка
виконується [ ]1,0t∈∀ .

Якщо β== 0wu , (7) приймає вигляд

0etetee tt ≥−−+ βγββγβ . (8)

4) Дослідимо оператор T вигляду (3) на 0u -угнутість,
де

( )∫
Ω

= ssx d,Gu0 .

Угнутий оператор T називається 0u -угнутим на

00 w,v , якщо для кожного ( )1,0t0 ∈  можна вказати

таке ( ) 0t,u 0 >η=η , що ( ) ( ) Tut1utT 00 η+≥  на відрізку,
сумірному з 0u  [2] (будь-який елемент вигляду

000 w,uuconst ∈⋅  сумірний з 0u  за визначенням).

В [2, с. 283] для перевірки оператора T на 0u -
угнутість пропонується простіша умова

( ) ( ) 0u,fu,f >τ−τ xx  ( )1,0∈τ∀ , 0u > , Ω∈x ,

функція ( )u,f x  визначається виразом (4).

Складаємо

  ( ) ( ) ( )uuuu eeeeu,fu,f γτγτ τ−τ−+λ=τ−τ xx .        (9)

Щоб (9) була додатною, вимагаємо виконання не-

рівності 0eeee uuuu >τ−τ−+ γτγτ  ( )1,0∈τ∀ ,

00 w,vu∈∀ , звідки маємо умову

            0eeee >τ−τ−+ βγββτγβτ .                (10)

Якщо виконується (10), то і (8) буде мати місце. Тому
зв’язок між параметрами λ , β  і γ  визначається
умовами (5) і (10).
Із виконання властивостей 1) – 4) випливає існування
та єдиність додатного розв’язку у задачі (1), (2).
Ітераційний процес для задачі (1), (2) будуємо за
схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ −− +λ= ssxx ss dee,Gv 1n1n vv
n , ,2,1n = ,
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( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

γ −− +λ= ssxx ss dee,Gw 1n1n ww
n , ,2,1n = ,

де 0v0 = , β=0w . За умови виконання вимог (5) та
(10) маємо рівномірну збіжність до єдиного невід’ємно-
го розв’язку 00 w,vu ∈∗ . При цьому

 ≤≤≤≤≤≤= *
n10 uvvv0

β=≤≤≤≤ 01n www  .

2. Результати обчислювального експерименту
Обчислювальний експеримент проведено в області

( ){ }1xx|x,x 2
2

2
121 <+=Ω

при значеннях 1=β , 5,0=λ , 5,0=γ . Такі значення
параметрів задовольняють умовам (5) та (10).

В таблиці наведено значення для наближень ( )x6v  та
( )x6w  в точках області Ω  з полярними координатами

( )ji ,ϕρ , де i2,0i =ρ , 
10

j
j

π
=ϕ , 4,1i = , 5,1j = .

ϕ  
ρ  

0,2 0,4 0,6 0,8 

10
π

 
6w  0,282310 0,246222 0,185364 0,101914 

6v  0,282278 0,246195 0,185346 0,101905 

5
π  

6w  0,282312 0,246063 0,184971 0,101535 

6v  0,282279 0,246036 0,184953 0,101526 

10
3π

 
6w  0,282314 0,245890 0,184644 0,101131 

6v  0,282282 0,245863 0,184626 0,101122 

5
2π  

6w  0,282318 0,245961 0,184798 0,101268 

6v  0,282286 0,245934 0,184780 0,101259 

2
π  

6w  0,282332 0,246972 0,186959 0,103654 

6v  0,282299 0,246945 0,186940 0,103645 
 
На рис. 1 та 2 представлені поверхні та лінії рівня для
наближення ( )x6v  відповідно.

Рис. 1. Поверхня для наближення ( )x6v

Рис. 2. Лінії рівня для наближення ( )x6v

Висновки
Досліджено можливість побудови двосторонніх на-
ближень до додатного розв’язку задачі (1), (2) та
отримано умови (5), (10), які гарантують збіжність
ітераційного процесу.
Результати роботи можуть бути застосовані при
розв’язанні прикладних задач, які описуються моде-
лями у вигляді нелінійних крайових задач із нелінійністю
вигляду (4).
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