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CLASE DE SUBGRAFURI STABILE iIN ORIENTAREA TRANZITIVA A GRAFURILOR

Sergiu CATARANCIUC, Nicolae GRIGORIU
Universitatea de Stat din Moldova

In articol sunt analizate clasele de subgrafuri stabile, folosite la caracterizarea grafurilor tranzitiv orientabile si la
studierea proprietatilor acestora. Subgrafurile stabile reprezinta un suport In construirea orientarii tranzitive a unui graf,
precum si pentru determinarea numarului acestora. De asemenea, sunt prezentate conditiile necesare si suficiente pentru
ca un graf sa fie tranzitiv orientabil.
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graf factor.

CLASSES OF STABLE SUBGRAPHS IN TRANSITIVE ORIENTATION OF THE GRAPH

In the article there are analyzed the classes of the stable subgraphs, used for characterization of transitively orientable
graphs and their properties. The subgraphs that we describe in this paper are a support for the constructions of the transitive
orientation of the graph, as well as the formula for the number of transitive orientations in a graph. In addition, we present
necessary and sufficient conditions for a graph to be transitively orientable.

Keywords: transitively orientable graph, stable subgraph, non-triangulated chain, minimal stable subgraph, B-stable
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Introducere

Grafurile tranzitiv orientabile joacd un rol important la solutionarea multor probleme cu caracter teoretico-
aplicativ. Printre acestea se numara: problema colorarii grafurilor, determinarea clicii maximale ponderate [2]
(intr-un graf tranzitiv orientabil & = (X; U} colorarea grafului si determinarea clicii maximale ponderate

poate fi calculata in timpul @(|X| 4 |EF|)), analiza algoritmilor pentru optimizarea codului sursa a program-

melor [8] etc. Pentru studierea proprietatilor grafurilor tranzitiv orientabile un rol aparte le revine subgrafu-
rilor stabile si lanturilor netriangulate. Din aceste considerente, in cele ce urmeaza vom studia subgrafurile
stabile. Reamintim cd un subgraf F generat de multimea de varfuri Xz < X ale grafului G = (X3 ') se nu-

meste stabil daca pentru orice varf x € X % Xz se respectd una din urmdtoarele doua conditii [9]:
1) x~Kp;
2) xw Xp
(conditia x~X, Inseamna ca varful x este adiacent tuturor varfurilor din X, iar & + X, Inseamnd ca x nu
este adiacent cu niciun varf dintre multimea X ;).
Vom examina subgrafurile F, pentru care multimea de varfuri X respecta conditia:
15 |X¥plSn—1

Astfel de subgrafuri se mai numesc subgrafuri proprii ale grafului .

1. Subgrafuri B-stabile
Vom reaminti mai intdi cateva notiuni, examinate in [5-7], utile pentru rezultatele ce vor urma.
Definitia 1 [6]. Subgraful stabil vid @ se numeste maximal, daca nu este subgraf propriu al altui subgraf

stabil vid din graful G = (X; U).
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Definitia 2 [7]. Subgraful stabil propriu conex M se numeste subgraf stabil minimal, dacda nu este complet
si nu contine alte subgrafuri proprii stabile din graful G = (X3 U).

Observatia 1. Daca M este subgraf stabil minimal, atunci |X,,| = 4.

Definitia 3 [5]. Subgraful stabil propriu complet H se va numi maximal, dacad el nu este subgraf propriu
al altui subgraf stabil complet din G.

Lema 1 [7]. Daca F; = (X .E:_i‘HE_:I si Fo = (X E‘,,it‘r f's-.:l sunt doud subgrafuri stabile ale grafului
neorientat G = (X; IF), atunci subgraful determinat de multimea X w7, 1 kY F, €ste stabil.

Lema 2 [4]. Daca F, si F, sunt doud subgrafuri stabile complete maximale ale grafului G, atunci inter-

sectia lor este vida.
Definitia 4 [3]. Subgraful stabil F se numeste subgraf B-stabil, daca pentru orice subgraf stabil M din

G = (X; U) are loc una din relatiile:
FaMsawFnM=a
Observatia 2. Daca F = M, pentru orice subgraf stabil M din G, si se verifica relatia F il = @,
atunci F este subgraf B-stabil.
Observatia 3. Graful complet K, , 1 ™ Z, nu confine subgrafuri B-stabile.
Lema 3 [3]. Dacad A si B sunt doud subgrafuri B-stabile, atunci A ©1 B = @.
Lema 4. Daca graful G = (X; LF) contine subgrafuri stabile, atunci G confine cel putin un subgraf B-stabil.
Demonstratie: Fie F un subgraf stabil al grafului & = (X; &F). Dacéd in G nu mai exista alte subgrafuri
stabile, Tn afara de F, atunci sunt respectate toate conditiile pentru ca F sa fie subgraf B-stabil. Presupunem
ca existd un alt subgraf stabil M, astfel incat F == &f. Sunt posibile urmatoarele cazuri:
. XenXy,=g
2. KoNX, =

Vom analiza fiecare caz in parte:
1. Dacd X X, = @, atunci sunt respectate conditiile de existentd a unui subgraf B-stabil.

2. Daca Xz &y & @, atunci, conform lemei 1, subgraful determinat de multimea de varfuri X fi X,

genereaza un subgraf stabil.
Atunci putem analiza subgraful rezultant al intersectiei Xz 1 X, Dacd acesta nu contine subgraf stabil,

atunci el va fi subgraful B-stabil cautat, in caz contrar analizdm subgraful obtinut la intersectia celorlalte
subgrafuri pana cand nu obtinem subgraful B-stabil cautat. m

Lema 5. Daca in graful G nu exista subgrafuri B-stabile, atunci G nu contine nici subgrafuri stabile.
Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie graful & nu contine subgrafuri B-stabile, dar contine un sub-
graf stabil F. Deoarece F nu este subgraf B-stabil, rezultd cd in ¢ existd un subgraf stabil M, astfel incat

Kpi Xy, 2 {. Conform lemei 1, rezulta ca subgraful determinat de multimea de varfuri ¥ o =A:NE,
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este la fel subgraf stabil. Prin urmare, subgraful determinat de multimea de varfuri Xz & X este B-stabil.
Aceasta vine in contradictie cu conditiile lemei, conform cérora in & nu existd subgrafuri B-stabile. m
Fie F un subgraf stabil vid maximal al grafului .

Observatia 4. Subgraful stabil vid maximal F al grafului  este subgraf B-stabil.

Demonstratia afirmatiei este evidentd, daca tinem cont de definitiile notiunilor respective, precum si de
faptul cé intersectia unui subgraf stabil vid maximal cu un alt subgraf stabil este vidd. Aceasta din urma si
inseamna cé orice subgraf stabil vid maximal este B-stabil.

Lema 6. Orice subgraf stabil minimal este si subgraf B-stabil.

Demonstratie: Fie M un subgraf stabil minimal. Presupunem contrariul. Fie H un subgraf stabil, astfel

incat Xy M X = A si A este o mulfime nevidd. Presupunem ca x € 4, iar v un varf din multimea Xy % A
siz € Xy A. Suntposibile doud cazuri: a) £ * x $i b) z~ax. Vom analiza fiecare caz in parte.

Daca z + %, atunci, deoarece & € X, rezultd ca z + . Conform definitiei subgrafului stabil minimal,
M este conex. In asemenea caz in multimea X,, existd un varf ¢ = x, astfel incat #~x. Deoarece x € X\, NXy.
in particular x apartine multimii X, si z + x, obtinem ca x + X. Deci, H nu este subgraf stabil. Contradictie

cu presupunerea initiala.
Daca insd z ~ x si H este subgraf stabil, atunci z~y. Totusi, conform definitiei subgrafului stabil mini-

mal, M nu este subgraf complet. Deci, existd un varf ¢ in multimea X, incit «» + x. Dar aceasta conditie
reproduce situatia a). Si Tn acest caz obtinem contradictie cu faptul cd H este subgraf stabil. Deci, intersectia
multimilor X, si X, este o multime vida. Deoarece M nu contine subgrafuri proprii stabile si X, N ¥ = @,
rezultd ca M este subgraf B-stabil. m

Fie ¥ = E_-x;h_,_-x;fh, ’X*F} o multime de varfuri ale grafului neorientat G = (X3 U}, daca varfurile X
unde 1% L% |Xg|iar L= | = psip = |Xz| pot fi aranjate in asa mod incat sa formeze un lant netriangulat,
atunci vom spune ca multimea X poate fi acoperita cu un lant netriangulat.

Teorema 1. Un subgraf F al grafului neorientat G = (X; U), generat de multimea de varfuri
Xp= E""’h_f”t{ - f”t;»]’ este stabil minimal daca si numai daca X g poate fi acoperita cu un lanf netriangulat.

Demonstratie: Necesitatea. Conform definitiei subgrafului stabil minimal, subgraful F nu contine alte

subgrafuri proprii stabile. In baza celor demonstrate in [6] (a se vedea consecinta 1 din teorema 1), rezulta ci
multimea X poate fi acoperitd cu un lant netriangulat.

Suficienta. Fie F' = (X Ug) un subgraf, astfel incat multimea de varfuri X poate fi acoperitd cu un lant
netriangulat. Trebuie sa demonstram ca F este subgraf stabil minimal. Conform propozitiei 5.10 din [2],
rezultd ca F este subgraf stabil. S& demonstram cd F nu este complet si nu contine alte subgrafuri stabile.
Deoarece X poate fi acoperita cu un lant netriangulat, usor poate fi observat ¢ F nu este subgraf complet.

Sa demonstram ca F nu contine alt subgraf stabil. Presupunem contrariul. Fie M un subgraf propriu stabil al

lui F. Conform teoremei 1 din [6], existd un lant netriangulat care parcurge toate vérfurile subgrafului M. In ase-
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menea caz, lantul netriangulat ce acoperd subgraful F capdta urmatoarea forma: [ = [_-x,fl 2B p wenr By p By o ,;x.w],

unde 5 = @,x; € X, 1% | & 5 iar g = &)y . Din faptul ca M este subgraf stabil si din structura lantului
&

netriangulat [ rezulta cd varful x; este adiacent cu toate varfurile x; € &y, unde 15 j = 5 151 2 p,

iar s = |X|. Deci, in lantul I, obtinem un ciclu de lungimea trei format din varfurile Xy XXy Astfel,

lantul ce acopera multimea de varfuri ale subgrafului F nu este triangulat. In baza contradictiei obtinute
rezultd ca F nu contine subgrafuri proprii stabile. Deci, F' este subgraf stabil minimal. m

2. Orientarea tranzitiva a grafurilor

Lema 7. Daca M este un subgraf stabil minimal al unui graf neorientat G = (X; U}, iar x € Xz N Xy
un varf adiacent multimii X ,,, atunci in orice orientare tranzitiva (7 se respectd una din conditiile:

1. [#¥] € E@., pentru orice varf 3 € X,,;
2. [w=u]€ E.:_-., pentru orice varf JF € &,

Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie in subgraful stabil M sunt doua submultimi nevide de varfuri:
A= oy g, g J B = fxp Xy et Jundes # e = [Fylsin, 22, 18 vE 518 wa ¢
Presupunem ca au loc relatiile [.'x:_}-u.z] € E si[zxy | € F,:_:, unde varful z € X%, X, este adiacent cu
toate varfurile din multimea X,,. Acest caz este posibil doar atunci cand varfurile x; si Xy sunt adiacente,
deoarece in caz contrar orientarea G nu va fi tranzitiva.

Deoarece 4 genereaza un subgraf al grafului stabil M, rezulta ca pentru el se verifica una din relatiile:

1) 3o xlv;
2) e )
pentruorice varf y € Xz %\M, 1= v < =

Din faptul ca varfurile X; si % sunt adiacente rezultd cd pentru subgraful generat de multfimea de
varfuri A si un varf y din multimea X.%X; este adevaratd urna din afirmatiile din relatia (1) pentru orice
indice % 1% ¥ % &. In asemenea caz obtinem cd subgraful generat de multimea 4 = Xy este stabil.
Deci, subgraful M contine un alt subgraf stabil A. Contradictie cu faptul cd M este subgraf stabil minimal. m

Fie & = (X; U) un graf tranzitiv orientabil $i F un subgraf din . Construim o orientare tranzitiva
G= (X ff'j a grafului G. Notdm prin F= (Xri FE{] subgraful orientat din G, determinat de F. Evident, are
loc egalitatea: U@: =U g Y U #, unde L'fl:-;;f-: reprezinta multimea tuturor arcelor din G ce nu apartin sub-
grafului F. Vom spune ca F este un subgraf independent tranzitiv orientabil din &, daca pentru orice orien-
tare tranzitivd F* a lui F multimea de arce Eé‘;f-: o E?f:- determind o orientare tranzitivd G* a grafului G. In

cele ce urmeaza, subgraful independent tranzitiv orientabil se va numi ITO-subgraf. Din cele spuse rezulta
cd, daca intr-o orientare tranzitiva (r a grafului neorientat & = {X; I/) efectudm o altd orientare tranzitiva &
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a subgrafului independent tranzitiv orientabil F, atunci in rezultat obtinem o noua orientare a grafului &, care

este, de asemenea, orientare tranzitiva.
Lema 8. Subgraful F al grafului tranzitiv orientabil G = (X; U} este B-stabil daca si numai daca orien-

tarea tranzitiva F este ITO-subgraf al lui G.
Demonstratie: Necesitatea. Fie F un subgraf B-stabil. S& demonstram céd F este ITO-subgraf. Conform

teoremei 1 din [3], dacd x € Xz % Xz si x~X, atunci in orice orientare tranzitiva a grafului & are loc una

din urmatoarele doua relatii:
a) [=3] & L, pentru orice varf ¥ EXp

b) [¥.%] € Ug., pentru orice varf ¥ € X.
Din aceasta situatie rezulta ca schimbarea directiei arcelor in i/ 2 determina o orientare tranzitiva noud a
grafului G, fard a forta schimbarea orientarii arcelor in {/z ;z. Deci, F este ITO-subgraf.

Suficienta. Fie F este ITO-subgraf. Sa demonstram ci F este B-stabil. Deoarece F' este ITO-subgraf, rezulta

ca 1n orice orientare tranzitiva are loc una din urmaétoarele relatii:
—
a) [#¥] € Uz, pentru orice varf 3 € Xj;

b) [wx] € EG.., pentru orice varf ¥ € X,
unde x € Xz % Xz. Astfel, observdm cd y ~ x. Deci, subgraful F este stabil. Fie M un subgraf stabil din &,

incat X, M &y = @. Deoarece F este ITO-subgraf, rezulta ca orientarea subgrafului obtinut la intersectia

X, M Xz nu influenteaz orientarea F. Aceasta este posibil doar dacd F' &= 3{. Prin urmare, obtinem ca F este
subgraf B-stabil. m
Pentru un varf arbitrar x al unui graf orientat, notim prin g () numarul de arce ce pornesc din x.

Lema 9. Pentru orice orientare tranzitiva a grafului complet K, vdrfurile acestuia pot fi renotate, astfel

Incdt este adevarata relatia:
AE Rl ERRE- A E (2)

Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie cd existd o orientare tranzitiva K, a grafului K, astfel incat

g" [:xrh} = g" E-x?;.j Deoarece graful K, este complet, fara a pierde din generalitate, presupunem ca in E
+

exista arcul |:-‘¥ f,r’mfﬁ-} € Uy . Deoarece, conform presupunerii ' (-""‘;t_f} =g* (%, ), rezultd cd existd un

varf x, , astfel incat [.'Jz.tﬁ',.'»;z,;_] EUg si [K;.E_rﬁz.j] € Uy . In acest caz obtinem cd orientarea [, nu este

tranzitiva. Contradictia obtinutad demonstreaza afirmatia lemei. m

Consecinta 1. [n orice orientare tranzitivi a grafului complet K, este adevarata relafia:

Fla)=n-1g"( J=n=-2_6(x)=0 (%)

Fie F un subgraf B-stabil al grafului neorientat G = (X3 I7).
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Consecinta 2. Daca F este subgraf stabil complet maximal, atunci, conform lemei 7, este adevdratd
relatia (%)

Lema 10. Daca F este un subgraf B-stabil din G, atunci este adevarata una din urmatoarele afirmatii:

1)  F este subgraf stabil complet maximal;

2)  F este subgraf stabil vid maximal;

3) F este subgraf stabil minimal.

Demonstratie: Presupunem ca F' este subgraf complet. Conform definitiei 4, intersectia multimii X cu
multimea de varfuri ale unui subgraf M al lui &7, astfel incat X, = X, este vida. Rezultd cd F nu poate fi
subgraf propriu stabil al altui subgraf complet. Deci, daca F este subgraf complet, atunci, conform definitiei 3,

acesta este un subgraf stabil complet maximal.
Acelasi principiu il vom aplica si in cazul cand subgraful F este vid. Atunci obtinem cd F este subgraf

stabil vid maximal. Fie subgraful F este conex, nu este complet si nu contine subgrafuri stabile. Conform
definitiei 2, usor se observa ca F este subgraf stabil minimal. m

Fie € o orientare a grafului & = (X; &]. Prin inversarea tuturor arcelor din G obtinem o orientare noud
pe care 0 vom nota prin G.Vom spune ca orientarile G si G sunt opuse una alteia.

Lema 11. Daca G este o orientare tranzitiva a grafului &, atunci §i (7, ce se obtine prin inversarea tuturor
arcelor, este orientare tranzitiva.

Demonstratie: Fie & = [X I } o orientare tranzitiva, iar & = EX 3 :i este orientarea ce se obtine din
la inversarea tuturor arcelor din 7. Presupunem ca & nu este o orientare tranzitiva. Aceasta inseamna ca exista
varfurile x,1,z € X incat nu se verificd relatia de tranzitivitate, [x,¥] € U & [¥.2] € U, insi [x,3] & LL.

A . o J . . - = | A - -3 .
Atunci, in orientarea ¢ am avea situatia cd [z ,- }f] € F &[y,.x] € U, insa [z;-”:] # U. Aceasta contrazice

faptul ca G este orientare tranzitiva. m

Consecinta 3. Daca G = (X; U) este un graf tranzitiv orientabil, atunci numdrul tuturor orientarilor
tranzitive ale lui G este numar par.

Lema 12. Graful tranzitiv orientabil G nu contine subgrafuri proprii, dacd si numai daca el contine exact

doud orientari tranzitive opuse una alteia.
Demonstratie: Necesitatea. Fie G un graf tranzitiv orientabil. In baza teoremei 4 din [1] rezulta ca acesta

contine cel putin doud orientari tranzitive opuse una alteia. Sa demonstrdm cd & contine exact doua astfel de

orientari.
Deoarece (7 nu contine subgraf propriu stabil, In baza lemei 4 rezulta cd {§ nu contine nici subgraf B-stabil.

Conform lemei 8, orice subgraf B-stabil este ITO-subgraf. Facem concluzia ca in & nu exista subgraf care ar
genera o orientare tranzitiva independenta de . Astfel, orice inversare a orientdrii unui arc din & duce la in-

versarea orientarii tuturor arcelor din . Aceasta conduce la obtinerea orientarii (5.
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Suficienta. Fie graful G are doud orientari tranzitive. Conform lemei 8, rezultd cd in & nu existd [TO-subgraf.
Dar acest lucru implica faptul ca in & nu exista nici subgrafuri proprii stabile. m

Urmatoarea teoremd completeazd rezultatele din [2] si serveste drept suport pentru caracterizarea grafurilor
tranzitiv orientabile.

Fie G un graf tranzitiv orientabil, iar & = (X3 E‘G:I o orientare a muchiilor din &. Vom nota prin £ = (&g &)
o0 orientare tranzitivd a unui subgraf stabil minimal F din &, iar prin F= EXE"#FF:I orientarea obtinuta prin
inversarea tuturor arcelor din a /.

Teorema 2. Orientarea G a grafului G este tranzitiva daca §i numai dacd pentru orice subgraf stabil
minimal F' = (X g3 Ug) se verifica relatia:
Eanbp=0 (4)
Demonstratie: Necesitatea. Conform teoremei 1, multimea X poate fi acoperitd cu un lant netriangulat.

In baza lemei 12, in orice orientare tranzitiva a grafului G subgraful stabil minimal F are doua orientri tran-

zitive opuse una alteia. Rezulta ca orice arc [¥,¥] din ﬁfgl nu apartine multimii .HG, Deci, HE; i Hp =@
Suficienfa. Presupunem contrariul. Fie existd varfurile x,% € X, Incat [x, ¥] € Fp si [x, 7] € 'U_F In acest

caz obtinem ca varfurile x, 3 genereaza ITO-subgraf. Conform lemei 8, obtinem ca varfurile x, ¥ € X de-

termind un subgraf B-stabil. Obtinem contradictie cu faptul ca F este subgraf stabil minimal. Astfel, daca

U= N Bz = @, atunci orientarea subgrafului stabil minimal F este tranzitiva. m

3. Numirul de orientéri tranzitive in graf
Fie F un subgraf B-stabil al grafului & = (X;&F]. Vom nota prin G {F graful ce se obtine din G, dupa

urmatoarele reguli:
1) subgraful stabil F se inlocuieste printr-un varf x';

2) toate muchiile [x,z],%¥x € Xz, z € X'\ X se inlocuiesc cu muchia [x,z].

Graful G /F se va numi graf factor corespunzitor subgrafului B-stabil F. Vom nota prin G? graful G, iar
prin G* = G%/F,. Daca graful G* contine la rindul su un alt subgraf B-stabil F,, atunci construim urmétorul
graf factor E:‘I.:‘EE_. Dacé acest graf factor iardsi contine un subgraf B-stabil, atunci continudm procedura

descrisa mai sus pana nu obtinem un alt graf factor ce nu contine subgraf B-stabil. Astfel, pornind de la
subgraful B-stabil Fy = F obtinem sirul de grafuri factor neorientate:

6° = G,G* = G°/F,, G* = G*/F,, ., 6" = G** /F,_, (5)

cu proprietatile:
1. F, este subgraf B-stabil in graful G unde @ = i = k— L;

2. graful GF = Gk'Lg‘FH -1 nu contine subgrafuri B-stabile.
Vom numi sirul (5), construit conform regulilor descrise mai sus, sir complet de grafuri factor ale grafului .

Mentionam ca sirul respectiv contine & -+ 1 grafuri neorientate.
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Lema 13. Daca
G =3, = %4, 6" =Y A, ... @ =85 fA, (&)

c'=g,6r= G'I';‘B'D,GE =Glf5'l,...,.£?== Ggrt { Bomq (7)
sunt doud siruri complete de grafuri factor ale grafului G, atunci are loc egalitatea & = t.

Demonstratie: Cu alte cuvinte, trebuie sa aratdm ca, indiferent cum alegem subgrafurile B-stabile intr-un
graf, numarul de pasi pana a obtine un graf asupra caruia nu mai poate fi aplicat procedeul de factorizare este
identic.

Conform lemei 1 din [3], putem spune ca subgraful B-stabil A4 nu influenteaza procedeul de factorizare

aplicat asupra subgrafului B-stabil §. Daca 1n graful G aplicam procedeul de factorizare asupra subgrafului 4,
reiese ca in graful factor rezultant G /4 neaparat va exista si subgraful B. Aceeasi logica este valabila si atunci
cand aplicam procedeul de factorizare asupra subgrafului E. Indiferent cum alegem un subgraf B-stabil care

urmeaza a fi factorizat, neaparat celelalte subgrafuri B-stabile vor fi in sirul de grafuri factor.
Urmatorul lucru necesar pentru a demonstra afirmatia datd este sa ardtam ca intre grafurile & /4 si G/B

existd o aplicatie bijectiva. Cu alte cuvinte, trebuie sa aratdm ca factorizarea unui subgraf B-stabil nu genereaza
alte subgrafuri B-stabile care nu pot fi obtinute la factorizarea altui subgraf.

Deoarece in urma operatiei de factorizare in graful factor obtinut apare un varf nou, acesta, la randul sau,
poate fi implicat in factorizarea unui subgraf B-stabil. Acest fapt denota ca orice subgraf B-stabil obtinut la o
anumitd etapa de construire a sirului de grafuri factor poate fi obtinut la o alta etapa de construire a sirului, in
dependenti de subgraful B-stabil care a fost ales pentru factorizare. Putem spune cé in constructia sirului de
grafuri factor poate fi schimbata ordinea aparitiei grafurilor, nu si a numarului lor. Astfel, lungimea tuturor
sirurilor complete de grafuri factor este identica. m

Consecinta 4. Pentru orice sir complet de grafuri factor ai grafului G numdrul de orientari tranzitive ale
lui 7 este acelasi.

Urmatoarele rezultate se vor referi la determinarea numarului de orientari tranzitive cu ajutorul tehnicii de
factorizare.
Lema 14. Daca G = (X ) este un graf tranzitiv orientabil si F un subgraf stabil vid maximal din G, iar

G [F graful factor corespunzator, atunci numarul de orientari tranzitive ale grafului G este egal cu numarul
de orientari tranzitive ale grafului G jF.

Demonstratie: Pentru a demonstra lema este suficient sa aratam ca orice orientare tranzitiva a lui & deter-
mind o orientare tranzitiva in & /F, si invers.

Necesitatea. Fie & = (X, ﬁ,;?;:[ o orientare tranzitivd a grafului G. Notdm prin z varful grafului &/F ce
corespunde subgrafului stabil F. Vom orienta muchiile din G /F. Fie [x,¥ o muchie arbitrard din G (F.
Daca zx,y = z, atunci orientarea muchiei [x, ¥] o pastrdm ca si in G. Dacd insd ¥ = I, atunci, conform
lemei 1 din [5], orientarea muchiei [, zz] va coincide cu orientarea oricarui arc [x, £], & € X din orientarea
tranzitivd G.

Sa demonstram ca orientarea obtinuta a grafului &/ F este la fel tranzitiva.

28



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2015, nr.2(82)

Seria “Stiinte exacte si economice” ISSN 1857-2073  ISSN online 2345-1033 p.21-30

Fie varfurile @, b, ¢ € X, astfel incét In orientarea grafului € /F construita conform procedeului de mai
sus exista arcurile [, 4] si [&, ¢]. Dacd @, B, ¢ # =z, atunci rezultd cd arcele sunt orientate in aceeasi directie
precum in G, deci rezultd cd existd si arcul [@, ¢]. Fie @ = zp, atunci din F ludm un varf arbitrar x, obtinem
ca arcul [#,&] apartine orientdrii tranzitive G. Obtinem ca exista si arcul [, ¢]. Conform modelului descris
mai sus, ajungem la concluzia ca existd si arcul [a,¢]. Aceeasi procedura o aplicam si in cazul cand & = z
sau ¢ = zp. Obtinem cd orientarea grafului € #F obtinutd dupa modalitatea descrisd mai sus este tranzitiva.

Faptul cé orientarii tranzitive G ii corespunde o singurd orientare tranzitivd a grafului &/F rezultd din

procedura descrisa mai sus.

—

Suficienta. Fie o orientare tranzitiva & /F a grafului factor & /F. Sd demonstram ca, pornind de la aceasta,
putem obtine o orientare tranzitiva a grafului &, si doar una singura.

Fie z varful grafului G /@ ce corespunde subgrafului stabil F. Ludam o muchie arbitrara [x, 3] din G /F.
Dacid x,¥ = zp, atunci orientdim muchia [x,¥] din G in aceeasi directie ca si orientarea arcului din & fF

Daci insa y = z, atunci y in G substituie varfurile {37, ¥g» wr ¥y} din F, @ = |X| si, conform lemei 1

din [5], orientarea arcului [x,,], £ — L7 in {7 va coincide cu orientarea [ ] din G/F.

Usor se verifica faptul ca orientarea tranzitiva a grafului & obtinutd dupa procedeul descris mai sus este

tranzitiva.

Faptul ca unei orientari tranzitive & /F a grafului G/F 1i corespunde doar o singura orientare tranzitiva
in & rezultd din procedeul descris mai sus de construire a orientarii tranzitive a lui . m
Vom nota prin #{ &) numarul de orientari tranzitive ale grafului &.

Lema 15. Pentru graful (z, asupra caruia nu poate fi aplicat procedeul de factorizare, este adevarata una

din relatiile:

. #g)=a
2. @)= 3
3. TE'E): |xr?||-

Demonstratie: Dacd graful & nu este tranzitiv orientabil, atunci evident cd ¢{ &} = @. Dacd insd & este
tranzitiv orientabil si nu poate fi aplicat procedeul de factorizare asupra grafului &, atunci sunt adevarate

urmatoarele cazuri:
1. & nu contine subgrafuri proprii stabile;

2. G este graf complet.
Daca graful tranzitiv orientabil & nu contine subgrafuri proprii stabile, atunci, conform lemei 12, obtinem
cit(G) =2

Este cunoscut faptul ca graful complet nu contine subgrafuri B-stabile, deci asupra lui nu poate fi aplicat
procedeul de factorizare. De asemenea, este cunoscut faptul cd numarul de orientari tranzitive ale grafului
complet K, = u}. m
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Fie G* = ¢, 6* = G*/F,,G* = ¢*/F,, ..., 6¥** = GF [ F, sirul de grafuri factor, incat:
a) &#*1 nu contine subgrafuri B-stabile;
b) F, este un subgraf B-stabil in Gi, 0 1= 5
Lema 16. Numarul de orientari tranzitive Intr-un graf & poate fi calculat dupa urmatoarea formula:
(@) = (™) [T, () (8)

Concluzii
In aceasta lucrare au fost descrise diverse clase de subgrafuri stabile. In comparatie cu clasele de implicatii

descrise in [2], subgrafurile stabile ofera flexibilitate ce tine de editarea orientirilor tranzitive. Cu ajutorul
acestei categorii de subgrafuri pot fi construite noi orientari tranzitive in baza unei orientari existente. Clasele
de implicatii nu ofera posibilitatea de a obtine o orientare tranzitiva din alta. Formula de calcul al numarului
de orientéri tranzitive cu ajutorul subgrafurilor stabile (8) este mai viabila si compacta. Rezultatele ce tin de
determinarea unei orientari tranzitive si a numarului de orientari tranzitive reprezintd baza pentru elaborarea
algoritmilor de construire a orientarilor tranzitive.
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