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GENERALIZAREA GRUPURILOR DISCRETE
DE TABLETE CU 6 -SIMETRIA

Alexandru LUNGU

Departamentul Matematici Fundamentale

In acest articol sunt deduse si descrise grupurile tuturor tipurilor posibile ale 6 — simetriei ce au in calitate de grupuri
generatoare pe cele de tablete.
Cuvinte-cheie: simetrii generalizate, grupuri, cvasiomomorfisme de dreapta.

THE GENERALIZATION OF THE DISCRETE TABLET GROUPS WITH THE 6 SYMMETRY

In the present paper there are derived and described possible groups for all types of 6— symmetry, who have in
quality of generating groups those of the tablet groups.
Keywords: generalized symmetries, groups, right quasi-homeomorphisms.

1. Scopul studiului efectuat in aceastd lucrare este de a analiza, in general, 6 — simetria (cazul cind P= G)s
apoi de a deduce grupurile de diferite tipuri posibile ale acestei generalizari din grupurile discrete de tablete
(grupurile cristalografice de categoria G,,,) in calitate de grupuri generatoare si, in sfarsit, de a descrie struc-

tura concretd a grupurilor deduse. Bazele teoriei generale a P — simetriei, inclusiv metode de deducere a di-
feritelor tipuri de grupuri din grupul de definire P si grupul sdu generator GG, au fost elaborate intr-un ciclu
de lucrari [1-6], asigurand astfel un suport teoretic solid pentru diferite cercetari concrete ulterioare.

2. Orice grup G de P — simetrie cu grupul generator G = {g |g'”’ € G}, nucleul H al omomor-
fismului insotitor @ : G — AutP si imaginea @ a grupului G (® =Ime < AutP) este subgrup in
produsul semidirect de dreapta al grupului de definire P (grup tranzitiv de substitutii pe o multime
N={1,2,...,m} de ,indici”-calitati ce reprezintd marimi omogene orientate) cu grupul G, insotit de omo-

morfismul fixat @, unde ¢p(g)= (T)g pentru orice g € G si @g (p)= gpg_l; cu ale cuvinte, GP<p

¢H(®)G, Totalitatea componentelor-substitutii p din elementele grupului G formeaza multimea

P'={p|g"” e G}, care, in general, nu este grup, dar verifici conditiile e = P' < P. Intersectia H'
a grupului G cu grupul siu generator G reprezintd subgrupul lui de simetric (H'= G N G), iar
intersectia O a grupului G cu totalitatea P reprezintd subgrupul de transformiri P —identice ale
grupului G (0= G " P", care coincide cu intersectia grupului G si a grupului de definire P).
Pentru grupurile de substitutii P finite orice grup de P —simetrie poate fi dedus din grupul sdu genera-
tor G, cunoscand nucleul H al omomorfismului insotitor ¢ : G — AutP conform urmatorilor pasi: 1) se
gisesc in P toate subgrupurile Q si submultimile P’ ce se descompun in clase de resturi de dreapta in
raport cu O, iarin G toate subgrupurile H' de indice egal cu puterea multimii tuturor claselor de resturi de
dreapta a lui P’ in raport cu Q, pentru care existd izomorfismul grupurilor-factor P"/Q si H/H" , unde
e<Q<P' cP siQ<P"<P,iar H'=H'"H si H"<H ;2) se construieste cvasiomomorfismul
de dreapta generalizat 7 cu nucleul H' al grupului G pe multimea tuturor claselor de resturi de dreapta a
lui P' in raport cu Q, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H , si care pastreazd corespondenta dintre
elementele lui P" si H obtinutd in rezultatul izomorfismului grupurilor-factor H/H" si P"/Q; 3) se
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combina in perechi fiecare g din G cu fiecare p’ din Op = w(g) si in multimea acestor perechi se introduce

. — — PR 1
operatia p,g; - p.g; = p,g,.unde p, =p@ (p;). & =&&;> ¢, =9(g) s §,(p,)=g,p,&
(teorema principald a P —simetriei) [5,6].

Pentru grupurile G'” de P —simetric sunt elaborate si propuse simboluri polinomiale
G|H'[{P,P}|(P")|P"|Q;H/H"/H"], care includ in sine o informatie detaliatd despre structura
grupului respectiv, unde Pl este subgrupul stationar al grupului concret de substitutii P, iar grupul factor
H"/H" este izomorf cu intersectia lui P cu P"; H/H"/H" este simbolul trinomial al subgrupului de
P —simetrie [7,6] H? din G

3. In continuare vom analiza rezultatele concrete obtinute in procesul de deducere si descriere a grupurilor
de 6 —simetrie din grupurile discrete de tablete in calitate de grupuri generatoare G . Grupurile cristalogra-
fice de tablete sunt prezentate in simbolica lui Subnikov cu ajutorul unui sistem generator ireductibil. Con-

form lui Subnikov, axele si planele de simetrie se noteaza tot asa ca si In simbolica internationala, pe cand
perpendicularitatea elementelor de simetrie se noteazd nu prin linie fractionara, ci prin doud puncte, iar

paralelismul lor — printr-un punct. Axele de rotoreflexie de ordinul /N se noteaz prin simbolul NV .

Deoarece grupul P = {e, p = (123456), p* = (135)(246), p> = (14)(25)(36), p* =(153)(264),
p~' =(165432)} este ciclic de ordinul 6, el contine numai subgrupurile netriviale P'= {e, p3} de ordinul 2
si P'={e,p’,p* =(p*)™"} de ordinul 3. Prin urmare, pentru 6 —simetrie nu pot exista atit grupuri semi-
mijlocii, cat si grupuri pseudomijlocii. Deci, in orice familie a grupurilor de 6 —simetrie cu grupul generator
dat G pot exista numai grupuri majore, minore, 3 —mijlocii, 2 —mijlocii, 3 —semimajore, 2 —semimajore,
3 —semiminore, 2 —semiminore sau P'—pseudominore, unde P' nu este subgrup in P, dar verifica
conditiile e = P' < P. Intai de toate, vom mentiona c grupurile majore de P —simetrie nedegeneratd cu
grupul generator G (e <(Q = P'= P), in corespundere cu teorema principald a P —simetriei, se deduc
in forma de produs semidirect de dreapta nedegenerat al grupului de definire P cu grupul G, insotit de
omomorfismul ¢ : G — AutP cunucleul H .

In cazul concret cercetat, grupul tuturor automorfismelor AutP = {17,2}, unde 1” este automorfismul

e . - : . . . 2 .
identic, iar automorfismul 2 aplicd unul pe celalalt elementele reciproc inverse p si p " respectiv, P~ si

p4 [8]. Ca consecinta, nucleul H = Kere al omomorfismului insotitor trebuie si fie un subgrup de

indicele 2 in grupul generator G . In cele 31 grupuri discrete de tablete (1, 2, 3, 4, 6, 1-m, 2-m, 3-m,
4-m, 6m, 1:m, 2:m, 3:m, 4:m, 6:m, m-1:m, m-2:m,m-3:m, m-4:m, m-6:m,
2, 4, 6, 2-m, 4-m, 6-m, 1:2, 2:2, 3:2, 4:2, 6:2) ca grupuri generatoare existi exact 59
de divizori normali (H < G) de indicele 2. Pentru fiecare din cele 59 subgrupuri invariante de indicele 2, in
calitate de nucleu, construim produsul semidirect de dreapta, respectiv, P N ol (@) G =[P,G,H,D], unde

® = AutP (G/H = C, = AutP).

Vom analiza in detalii numai un singur exemplu concret. Grupul G = 6-m are trei divizori normali de

indicele 2, anume: H, =6, H,=3-m si H,=3:2. Subgrupurile H, si H,, fiind grupuri neciclice de
ordinul 6, sunt izomorfe intre ele, dar sunt caracterizate de ansambluri de elemente de simetrie cu continut

geometric diferit [9]. In rezultat, se obtin 3 grupuri majore diferite de 6 — simetrie nedegenerati cu acelasi

grup generator 6-m, anume: G, =[P,G,H,,®], G,=[P,G,H,,®] si G,=[P,G,H,,D].

18



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2014, nr.7(77)

Seria “Sliinte exacte si economice” ISSN 1857-2073  ISSN online 2345-1033

Deosebirea dintre grupurile G;, G, si G, se manifestd la nivelul operatiilor lor de grup, unde unele
elemente concrete @ din grupul generator G genereazd automorfisme diferite ale grupului P.

4. Deducerea si descrierea structurii grupurilor semimajore sau mijlocii de 6 —simetrie cu grupurile
generatoare de tablete prezinti un interes aparte. Grupul de definire P, fiind ciclic de ordinul 6, are doui
subgrupuri netriviale P' de ordinul 2 si 3, respectiv. Mai mult, restrictia oricarui automorfism al lui P pe
subgrupul P' de ordinul 2 coincide cu automorfismul identic. Ca consecintd, grupurile P'—semimajore
(P'~ Cz) ce se obtin formal nu se deosebesc prin nimic de grupurile majore de 2 —simetrie, care se deduc
in forma de produs direct al grupului P" cu grupul generator G, adica, G =P'xG. Deci, existad exact
31 grupuri 2 —semimajore de 6 —simetrie cu grupurile generatoare de tablete. Grupurile P '—semimajore
(P'=C,) se deduc in forma de produs semidirect de dreapta P'X PH (D) G =[P',G,H,®], insotit de
omomorfismul ¥ al grupului G pe grupul AutP'. Ca consecintd, existd exact 59 grupuri 3 —semimajore
de 6 —simetrie nedegeneratd cu grupurile generatoare de tablete.

Subgrupurile Q,(=C,) si Q,(=C,) ale grupului de definire P(=C,) sunt subgrupuri invariante,
deoarece grupul P este abelian. Conform teoremei principale a P —simetriei, pentru grupurile O —mijlocii
trebuie de construit un cvasiomomorfism de dreapta generalizat 1/ cu nucleul H ' al grupului generator G
pe grupul factor P/, a cirui restrictie pe H = Kerq sa fie un omomorfism cu nucleul H"=H N H'
pe grupul factor P"/Q, unde Q < P"< P. Deci, P" poate fi egal cu subgrupul O sau cu grupul de
definire P .

Fie P"=Q,. Atunci H" (H"=HNH" si verifica conditia H/H"=P"/Q, =C,) trebuie sa

coincidd cu H , unde H este subgrup de indicele 2, iar H ' este subgrup de indicele 3 in G . Acest lucru

P"=Q,.Deci, H/ H"=P"/Q,=C, si P/Q, =C,. Ca consecinta, se obtine /1" =H (este posibil

numai atunci cind H'= H'). Astfel, se obtin 59 grupuri 3 —mijlocii de 6 —simetrie cu simbolurile

G|H[{C,,C}|(C))|C,/Cy; H/H/H], unde H este subgrup de indicele 2 in grupul generator de

tableti (G . Vom mentiona ci cele 59 grupuri 3 —mijlocii de 6 — simetrie nedegeneratd, obtinute mai sus,
sunt concomitent si grupuri 3 —mijlocii de 6 —simetrie cu aceleasi grupuri generatoare. Ultimele se deduc
din grupurile date P si G prin intermediul omomorfismului A : G — P/, cunucleul H' de indicele 2.
Grupurile cu acelasi grup generator sunt formate din aceleasi perechi pg (unde p € P iar g € G), dar se

deosebesc intre ele prin inmultirea concreta a acestor perechi (pentru unele perechi rezultatele sunt diferite).
In cazul cond P" = P, subgrupul H"=H N H"' trebuie si fie de indicele 2 in A pentru Q, si de
indicele 3 pentru (,. Deci, vom avea: 1) H/H"=P/Q, si G/H'=C,=P/Q,;2) P/Q, =C,; si
H'' — subgrup de indicele 3 in G . Analizand fiecare caz posibil, se obtin urmitoarele rezultate: 1) Grupul
3 —mijlociu de 6 — simetrie nedegenerati cu grupul generator G , subgrupul de simetrie /' si nucleul omo-
morfismului insotitor /1 , daci el existi, coincide formal cu grupul respectiv de 6 — simetrie. Vom mentiona
cd, in cazul dat, subgrupurile H si H ' sunt de indicele 2 in grupul generator G, iar intersectia lor H " este
subgrup de indicele 2 in A . Mai mult, grupul 3 —mijlociu respectiv de 6 —simetrie existd intotdeauna, in
virtutea faptului ca G/H'"'=P/(Q,. 2) Pentru grupul 2—mijlociu subgrupul siu de simetrie 7'
(subgrup de indicele 3 in G') are asa o intersectiec /4 " cu nucleul omomorfismului insotitor A (subgrup
de indicele 2 in G'), incat grupul-factor H /H" este ciclic de ordinul 3. Pentru cercetarea ulterioara
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trebuie sd consideram numai acele grupuri G ce au asa subgrupuri /4 de indicele 2 (care, la randul lor, au
subgrupuri invariante /4" de indicele 3) si subgrupuri /' de indicele 3in G ,incat H"=H N H".
Din cele 31 grupuri generatoare G numai 11 (6,6,3:m, 6:m, 3-m, 3:2, 6-m, 6:2, 6-m,
m-3:m, m-6:m) verificdi toate conditiile enumerate mai sus. Pentru fiecare din grupurile
abeliene 6,6,3:m, 6:m se obtine cite un singur grup 2—mijlociu de 6—simetrie, deoarece

G/H'=P/Q, =C,. Din celelalte 7 grupuri generatoare raimase se deduc in total 7 grupuri 2 —mijlocii de

6 —simetrie nedegeneratd ce au simbolurile polinomiale:
3-m|m[{C,,C }[(Co) [Co/ Cy3/1/1], 3:2(2[{C, C}(C)) |Gy / Cy53/1/1],
6-m|2-m[{C,,C,}|(Cy)|Cs/C,;6/2/2], 6:2|2:2[{C,,C,}|(C,)|C,/C,;6/2/2],
6-m |2 m[{C,,C,}|(Cy)|Cy/ Cy36/2/2],
m-3:m|2"m[{C,,C}|(C,)|Cy/C,;3:m/m/m] si
m-6:m|m-2:m[{C,,C}|(C,)|C,/C,;6:m/2:m/2:m].

5. Vom deduce si vom descrie grupurile minore de 6 —simetrie. Conform teoremei principale a

P —simetriei, pentru a deduce grupurile minore cu grupul generator (G, trebuie si se caute in G asa

subgrupuri H ', indicele cirora coincide cu ordinul grupului P . Deci, trebuie analizate numai subgrupurile
de indicele 6 din grupurile generatoare, care au subgrupuri de indicele 2. In rezultatul cercetarii concrete

respective am constatat ¢ numai grupurile 6, 6, 3-m, 6-m, 3:m, 3:2, 6:m, m-3:m, m-6:m,

6-m, 6:2 au subgrupuri A" de indicele 6. Vom analiza in detalii toate cazurile respective de deducere a
grupurilor minore.

Fie G =6, H =3, iar H'=1. Deoarece grupul factor G/ H ' este izomorf cu grupul P considerat,
apoi grupul minor ce se obtine este de 6 —simetrie cu simbolul binomial 6/1. Concluzie: nu existd grupuri

minore de 6 —simetrie nedegeneratd cu grupul generator G'=6. O situatie similard se obtine in toate
cazurile grupurilor generatoare abeliene 6,6,3:m,6:m.

Fie G=3-m, H=23,iar H'=1.1n acest caz, H"=H N H'=1, iar grupul factor 3/1 este izomorf
cu un subgrup P" din grupul dat /. Construim aplicatia { a grupului G =3-m pe grupul P(=C,) cu
mucleul H'=1, anume: y (D) =e, y(3)=p*, y(3)=p*, w(m)=p, y(m,)=p* si y(m)=p".
Este usor de verificat cd / este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, insotit de omomorfismul
@:3-m—{1*,2%} cunucleul H =3. in rezultat se obtine grupul minor de 6 —simetrie nedegenerata
cu simbolul polinomial 3-m |1[{C,,C,}|(C,)|C;/e; 3/1/1]. Vom mentiona ca se pot construi trei
cvasiomomorfisme de dreapta nedegenerate diferite ale grupului G =3-m pe grupul P(Z C6) cu nucleul
H'=1, restrictiile cirora pe H =3 coincid. Mai mult, se pot construi doud omomorfisme diferite ale lui
H =3 (cu nucleul H"=1) pe subgrupul P"={e, p*,p*}. Ca consecintd, in total se obtin 6 grupuri

minore diferite de 6 —simetrie nedegeneratd echivalente intre ele, deci cu acelasi simbol polinomial.
Cercetarea cazului cdnd G =3:2 este similard cazului G =3-m. Ca consecintd, se obtine grupul

minor de 6 — simetrie nedegeneratd cu simbolul polinomial 3: 2 [1[{C,,C,} |(C,)|C,/e;3/1/1].

Fie G = 6-m . Vom analiza pe rand ambele cazuri ale subgrupurilor de indicele2 H, =6 si H, =3-m.
In calitate de A' pot fi subgrupurile de indicele 6 din G =6-m, anume: H,'=2 si H,'=m,,
i=1,2,3,4,5,6. Pentru G=6-m, H=6 si H'=2 se obtine grupul minor de 6 —simetriec nedegenerati
G = {el,e2,p23,p2 67! ,p4371,p46, pml,pmz‘,p*lmz,p*lms, p3m3,p3m6} cu simbolul polinomial
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6-m|2[{C,,C,}|(C,)|C;/e; 6/2/2], deoarece aplicatia ¥ a grupului G=6-m cu nucleul
H'=2 pe grupul P(=C,) este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, insotit de omomorfismul

@:6-m—{1,2”} cu nucleul H =6. Vom sublinia cd se repetd aceeasi situatie ca §i pentru cazul
G=3-m, H=3 si H'=1. Deci, se obtin in total 6 grupuri minore diferite, dar echivalente, ce au grupul
generator G = 6-m , nucleul omomorfismului insotitor H = 6 si subgrupul de simetrie H'=2.

In rezultatul cercetarii detaliate a cazurilor G=6-m, H =6 si H'=m,, i =1—6 se obtin 6 grupuri
minore concrete echivalente intre ele. De exemplu, pentru /'=m, vom avea grupul minor
G ={el,em,, p6, pm,, p*3, p*my, p’2, p’m,, p*37, p'ms, p" 67, p"'mg}  cu simbolul
polinomial 6-m |m[{C,,C,}|(C,)|C,/e; 6/1/1]. Vom mentiona ca pentru grupul /7 =6 existd doud
izomorfisme concrete diferite cu grupul de substitutii P"=P=C,. Pentru G=6-m, H =3-m si

H'=2 sau H'=m nu se obtine niciun grup minor, deoarece H"=H N H"' nu verificd conditiile
necesare respective.
Cercetarea grupului G =6:2 este similard cazului G =6-m . In rezultat se obtin inca 18 grupuri

minore diferite, dintre care numai doud grupuri sunt neechivalente de 6 —simetric nedegenerata.
Grupurile mentionate au urmatoarele simboluri polinomiale: 6:2|2[{C,,C,}|(C,)|C;/e; 6/2/2] si
6:2|2'[{C,C} [(Co) | Cyle; 6/1/1].

in cele ce urmeazi vom studia cazul cand G =6-m ={1,6,3,2,3_1,6_1,m1,22,m3,24,m5,26}.
Vom analiza pe rand toate subcazurile posibile pentru subgrupurile de indicele 2 H| = 6, H ,=3-m
si H,=3:2. In calitate de H' pot fi subgrupurile de indicele 6, anume: H,' =2, H,'=m,
i=1,3,5 sau H,'=2,, j=2,4,6. Pentru G=6-m, H=6 si H'=2 se obtine grupul
G ={el,e2,p’3,p*6", p’2,, p'ms, p*37, p* 6, pmy, p2,, p™' 2, p7' ;) cu simbolul
polinomial 6-m|2[{C,,C,}|(C,)|C;/e; 6/2/2]. Daci G=6-m, H=6 si H'=m, atunci se
obtine grupul minor cu simbolul 6-m |m[{C,,C,}|(Cy)|C,/e; 6/1/1], iar pentru G=6-m, H=6
si H'=2" se obtine grupul  minor  de 6 —simetrie  nedegenerati cu  simbolul
6-m|2'[{C,C,}|(C,)|Cs/e; 6/1/1]. Niciunul din celelalte 6 subcazuri posibile rimase (/1 =3-m
sau H=3:2,iar H'= mi,§,2j) nu dau grupuri minore din diferite motive. De exemplu, a) H " =1, iar
H/H" nu este izomorf cu un subgrup din P;b) H" :g sau m ,iar H" nu este un divizor normal al
subgrupului H = Kerg . Deci, din grupul generator G =6-m se obtin in total 18 grupuri minore diferite
de 6 —simetrie nedegeneratd, dintre care numai 3 sunt neechivalente intre ele.

Cercetarea grupului m-3:m este analogicd cazului G —6-m. Subgrupurile de indicele 2 sunt
H=3:m, 3-m' si 3:2', iar de indicele 6 sunt subgrupurile H'=m,m"' si 2'. Se obtin in total
18 grupuri minore diferite, dintre care numai 3 sunt neechivalente. Simbolurile lor polinomiale:

Dm-3:m|m[{C,,C,}|(C)|C,/e; 3:m/m/m)],

2ym-3:m|m'[{C,,C }|(Co)|Cyle; 3:m/1/1] si

3ym-3:m|2'[{C,,C,} |(C,)|Cs/e; 3:m/1/1].

Vom analiza cazul ramas: G =m-6:m . Subgrupurile de indicele 2 sunt H =6:m, 6-m, 6:2,

m-3:m si ém . In calitate de H "' pot fi subgrupurile de indicele 6 din G =m-6:m, anume: 2:m,

21



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2014, nr

Seria “Sliinte exacte si economice” ISSN 1857-2073  ISSN online 2:

3 subgrupuri 2 -m , 6 subgrupuri 2'-m , 6 subgrupuri 2':m si 3 subgrupuri 2 : 2. Vom mentiona ci numai
subgrupul H'=2:m este invariant in grupul generator G =m-6:m si grupul factor G/ H" este

[T

pentru H =6:m si H' arbitrar (pentru toti candidatii), apoi efectudnd etapele teoremei principale de

deducere a grupurilor de P — simetrie nedegenerati, din grupul generator G =m -6 :m se obtin 5 grupuri
minore neechivalente, ale caror simboluri polinomiale le enumerdm in continuare:

m-6:m|2:m[{C,,C/}|(C,)|C,/e;6:m/2:m/2:m], 1)
m-6:m|2":m[{C,,C}|(C,)|C,/e;6:m/2/2], 2)
m-6:m|2-m[{C,,C,}|(C,)|C,/e;6:m/2/2], 3)
m-6:m|2"m[{C,C,}|(C,)|Cs/e;6:m/m/m], 4)
m-6:m|2:2[{C,,C,}|(C,)|Cs/e;6:m/2/2]. 5)

In toate celelalte 4 cazuri pentru H si orice H ' posibil nu se obtine niciun grup minor de 6 —simetrie,
deoarece nu se respecta toate conditiile necesare respective (H " nu este divizor normal in H sau grupul
factor H/H" nu este izomorf unui subgrup P" al grupului de definire P). Deci, din grupul G=m-6:m
se obtin in total 36 grupuri minore diferite, dintre care numai 5 sunt grupuri neechivalente intre ele.

Totalizdnd rezultatele acestui compartiment, vom sublinia ¢d din grupurile discrete cristalografice de
tablete se obtin 1n total 118 grupuri minore diferite de 6 —simetrie nedegeneratd, dintre care numai 21 sunt
grupuri neechivalente.

6. Pentru a deduce grupurile P'—semiminore de 6 —simetrie nedegeneratd, conform teoremei principale
a P — simetriei, trebuie de construit cvasiomomorfismele de dreapta I/ ale grupurilor generatoare G pe sub-
grupul P' din grupul P cu nucleele H', insotite de omomorfismele @ : G — AutP cu nucleele H , ale
caror restrictii pe / sunt omomorfisme cu nucleele H"=H N H". In cazul concret cercetat, grupul AutP
este de ordinul 2, iar P' este de ordinul 2 sau de ordinul 3. Deci, H trebuie sa fie subgrup de indicele 2, iar
H' - de indicele 2 sau 3 in grupul generator G . Ca consecinta, P' = {e, p*} sau P' = {e, p*, p*}.

Pentru P'={e, p’} se obtin 59 grupuri 2 —semiminore de 6 — simetrie din grupurile discrete de tablete in
calitate de grupuri generatoare, care au simbolurile polinomiale de forma G| H[{C,C }|(C,)|C /e, H/ H/ H],
unde G este unul din cele 31 grupuri generatoare, iar /1 este subgrup de indicele 2 in G . Vom mentiona
ci automorfismele grupului P aplica subgrupul P' identic pe sine. Deci, grupurile P'—semiminore
obtinute formal nu se deosebesc prin nimic de grupurile P'—semiminore respective de 6 — simetrie.

Pentru P'={e, p°, p*} cercetarea in detalii nu se deosebeste cu nimic de deducerea grupurilor minore de

3 —simetrie [10]. In rezultat, se obtin 7 grupuri 3 —semiminore neechivalente de 6 — simetrie nedegenerata,
ale caror simboluri polinomiale sunt:

3-m|m[{Cs,C}(C)[Cy/e;3/1/1], 3:212[{C, C}H(C)[Cs/e;3/1/1],
6-m|2-m[{C,,C,}|(C,)|C,/e;6/2/2]. 6:2]2:2[{C,,C,}|(C,)|C,/e;6/2/2],
6-m|2:2[{C,,C,}|(C,)|C,/e;6/2/2],

m-3:m|2-m[{C,,C,}|(C,)|C;/e;3:m/m/m] si
m-6:m|m-2:m[{C,,C,}|(C,)|C,/e;6:m/2:m/2:m].

7. Vorbind despre grupurile P I pseudominore de 6— simetrie, mai intdi vom mentiona cd submultimi

P, care nu sunt subgrupuri ale grupului P (ciclic de ordinul 6) si care verifica conditiile e € P' — P,
sunt tocmai 28: 4 cu 2 elemente, 9 cu 3 elemente, 10 cu 4 elemente si 5 cu 5 elemente. Mai departe vom
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. . . / . . .
exclude din cercetarea concretd submultimile P’ cu 5 elemente, deoarece in grupurile generatoare analizate
. ] . .
G nu sunt subgrupuri /' de indicele 5.
. / S . A
Pentru fiecare submultime P’ cu 2 elemente cercetarea este mai simpla, deoarece in cazul acesta atat ',

catsi A sunt subgrupuri de indicele 2 in grupul generator G . Conform teoremei principale a P —simetriei,
pentru fiecare submultime P " concreta trebuie de construit cvasiomomorfismul de dreapta ¥/ al fiecarui
grup generator G pe P’ cunucleul H ', insotit de omomorfismul @ :G —> AutP cunucleul H , a carui
restrictie pe H este un omomorfism cu nucleul H"=H N H" pe subgrupul P"=¢e (P" se include
in submultimea P/). Ca consecinta, ' '=H si din cele 31 grupuri cristalografice de tablete in
calitate de grupuri generatoare si din fiecare submultime P’ =(e, p),P' =(e,p"),P =(e,p°)
si P = (e, p4) se obtin exact cate 59 grupuri P/—pseudominore cu simbolul polinomial respectiv
G|H[{C,,C,}|(P")|C,/e; H/H/H]. Deci, in total se obtin 236 grupuri P’ —pseudominore pentru
[P =2

Fie |P/ |=3. In acest caz, H este un subgrup de indicele 2, iar H' de indicele 3 in G . Intersectia lor
H'" trebuie sa fie un divizor normal in H | care verifica conditia A / H" = P", unde subgrupul P" al
grupului P se include in P ", Sunt posibile doua subcazuri: 1) P" = e (valabil pentru toate 9 submultimi

P cu3 elemente). Din conditia H / H" = P" urmeazi ca H" = H'N H trebuie si coincidi cu H ,
ceea ce este imposibil, deoarece subgrupul F ' are indicele 3, iar H are indicele 2 in G . Ca consecinti,

nu exista niciun grup P’ —pseudominor. 2) P"= (e, p*), valabil pentru submultimile P’ = (e, p’, p),
P =(e,p’,p"),P =(e,p’,p*) si P =(e,p’,p*). Dupi o cercetare minutioasd a tuturor celor 11
grupuri generatoare (G ce contin atat subgrupuri / de indicele 2, cat si subgrupuri /" de indicele 3 s-a

< . . . . . p/ .
constatat ca nu se satisfac toate conditiile necesare ca sa existe grupuri P —pseudominore. Anume: a) sau
H"=H'N H nu-i divizor normal in H , b) sau grupul factor /4 / H " nu-i de ordinul 2. Deci, nu exista

grupuri P —pseudominore pentru | P’ |= 3

Fie |P/ =4. In acest caz, H este un subgrup de indicele 2, iar ' de indicele 4 in G . Intersectia
H'" alor trebuie sa fie un divizor normal in H , care verifica conditia H /H" = P", unde subgrupul
P" al grupului P se include in P’ Pentru cercetarea ulterioara sunt valabile toate subcazurile posibile:
) P'=e, 2) P"=(e,p’) 5i3) P"=(e,p’,p").

1) Fie P" = e (este valabil pentru toate 10 submultimi P " cud elemente). Din conditia H / H" = P"
urmeazd cd H ' trebuie si coincidd cu H , ceea ce este imposibil (H " = H '™ H ,unde H are indicele 2,
iar H" are indicele 4 in G'). Concluzie: nu exista grupuri P’ —pseudominore pentru acest subcaz.

2)Fie P"=(e,p’) (este valabil pentru 6 submultimi P " cu 4 elemente). Din conditia H /H "= P"
urmeazi ca H " trebuie sa fie subgrup de indicele 2 in /. Trebuie analizate toate 19 grupuri generatoare
ce au subgrupuri de indicele 2 si 4 (4, 4, 2-m, 2:m, 2:2, m-1:m, 2-m, 4- m, 4:2, 4-m,
4:m, m-2:m, 6-m, 6:2, 6-m, m-3:m, 6:m, m-4:m, m-6:m). Pentru grupurile ciclice
4 si 4, ce verifica toate conditiile necesare cerute pentru H, H' si H", nu se poate construi un

cvasiomomorfism de dreapta a acestor grupuri nici pe una din cele 6 submultimi P’ cu 4 elemente.
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. o . A . A ' s A A A '
Vom mentiona ci numai in cazurile cand H' este un asa divizor normal in G , incét grupul factor G/ H

este un grup neciclic de ordinul 4, se pot construi cvasiomomorfisme ¥/ ale grupului G pe submultimi P !
cu 4 elemente. Mai mult, numai submultimile P = (e,p3,p,p4) si P = (e,p3,p71,p2) admit asa
aplicatii ¥/ . Grupurile neciclice de ordinul patru 2-m, 2:m, 2:2, m-1:m si 2-m genereazi, in
total, 44 grupuri P’ —pseudominore diferite cu simbolurile G |1[{C,,C,}|(P')|C,/e; H/1/1], unde

G este grupul generator respectiv, /4 este subgrup de indicele 2 in G, iar P " este una din submultimile

. o . - /. . .
mentionate. Vom sublinia ci pentru fiecare din submultimile P’ si fiecare din grupurile generatoare
mentionate (G se pot construi cite 2 cvasiomomorfisme de dreapta diferite YW, si ¥, cu acelasi nucleu

H', ale caror restrictii pe H = Kerg coincid. In rezultat, se obtin cite 2 grupuri P/—pseudominore
echivalente. Deci, din grupurile 2-m, 2:m, 2:2, m-1:m si 2-m se obtin 22 grupuri P’ —pseudo-
minore neechivalente.

Pentru celelalte 4 submultimi P " cu 4 elemente, ce includ in sine subgrupul P"= (e, p3), nu poate

fi construit niciun cvasiomomorfism de dreapta {/ cu nucleul H'=1 al oricaruia din cele 5 grupuri
generatoare analizate.

Grupurile 4-m,4:2, 4-m genereaza in total 36 grupuri P —pseudominore diferite cu simbolurile
polinomiale G |2[{C,,C,}|(P")|C,/e;H /2/2], unde grupul generator G este unul din grupurile

mentionate de ordinul 8, iar /4 este subgrup de indicele 2 in G . Dintre cele 36 grupuri P /—pseudominore
diferite numai 14 sunt neechivalente intre ele. Grupurile echivalente intre ele au acelasi subgrup de simetrie

] . A . -
H'=2, acelasi nucleu H = Ker(p al omomorfismelor nsotitoare sau, dacd nucleele omomorfismelor
insotitoare sunt diferite, atunci ele fiind izomorfe au continut geometric diferit.

Grupurile abeliene de ordinul opt 4:m si m-2:m genereazi in total tocmai 48 grupuri P’ —pseudo-

minore diferite de 6 —simetrie nedegeneratd, dintre care numai 18 sunt neechivalente intre ele. Vom

mentiona cd din subgrupurile /'=m,2 sau 2 de indicele 4 ale grupului 4 : m numai pentru H '=2 pot

fi construite aplicatii cvasiomomorfe de dreapta ¥/ cu nucleul Kere = H , unde H =4, 4 sau2:m.
Deci, din grupul 4 :m se obtin in total 12 grupuri diferite, dintre care numai 6 sunt neechivalente. In ce
priveste grupul m-2:m, apoi pentru toate subgrupurile H =2:m,2-m,2:2 de indicele 2 si pentru
toate subgrupurile H'=2, m,i de indicele 4 se pot construi aplicatii cvasiomomorfe de dreapta |/ ale

grupului generator 71-2:m pe fiecare din submultimile P ! mentionate mai sus. Deci, grupul m-2:m

. . pl . in . . . .
genereazi 36 grupuri P’ —pseudominore diferite de 6 — simetrie nedegenerati, dintre care numai 12 sunt
neechivalente.

Grupurile 6-m, 6: 2, 6-m, m-3:m,6:m de ordinul 12 genereazi in total 60 grupuri P’ —pseudo-

minore diferite, dintre care numai 26 sunt neechivalente intre ele. In cazurile grupurilor m -4 :m si m-6:m,
a caror structurd este mai complexd, cercetarea este mai anevoioasa. Grupul m -4 :m genereazi 52 grupuri

P/fpseudominore diferite, dintre care numai 20 sunt neechivalente. in cazul grupului #2-6:m se obtin
56 grupuri P ! —pseudominore diferite, dintre care numai 16 sunt neechivalente.
3) P"=(e, pz, p4) (este valabil pentru 3 submultimi P cu4 elemente). Amintim ci H trebuie sa

fie un subgrup de indicele 2 , iar A ' — de indicele 4 in grupul generator G . Mai mult, H"=H " H'"'
trebuie sa verifice conditia // / H" = P", adica H " trebuie si fie subgrup invariant de indicele 3 in H .
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Prin urmare, ordinul grupului generator G trebuie si fie divizibil prin 12. Dintre cele 31 grupuri de tablete
numai grupurile 6-m, 6:2,6-m, m-3:m,6:m si m-6:m verificd aceastd conditie. O cercetare

detaliatd a acestor grupuri ne convinge ci ele nu genereazi grupuri P ! —pseudominore ce verifica conditia
2 4
P"=(e,p",p")cP".
Totalizand rezultatele acestui compartiment, vom sublinia ca din grupurile cristalografice de tablete se
obtin in total 532 grupuri pseudominore diferite de 6 —simetrie nedegeneratd, dintre care numai 352 sunt

grupuri neechivalente intre ele.
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