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ASUPRA SIMBOLULUI PE ALGEBRE GENERATE DE
OPERATORI INTEGRALI SINGULARI

Vasile NEAGU
Universitatea de Stat din Moldova

In prezenta lucrare este definit simbolul pe algebrele generate de operatorii integrali singulari cu conjugare complexa
si cu translatii de tip Carleman. Pentru operatorii din aceste algebre conditiile noetheriene si formulele de calcul ale
indicelui sunt formulate in termenii simbolului. Se demonstreaza ca conditiile noetheriene depind de coeficientii opera-
torului si de spatiu. Cazul conturului cu puncte unghiulare $i nemarginit va fi studiat in alte publicatii ale autorului.
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ON THE SYMBOL OF ALGEBRAS GENERATED BY SINGULAR INTEGRAL OPERATORS

In the work it is defined the symbol on algebras generated by singular integral operators with complex conjugation
and with of Carleman typ. Noetherian condition and computing formulae of the index for operators of this algebras are
formulated in terms of the symbol.

Keywords: singular integral operator, noetherian operators, Banach algebra, symbol.

Aproximativ 70 de ani in urma matematicianul S.Mihlin, rezolvand problema privind regularizarea opera-
torilor integrali singulari bidimensionali [14], a stabilit o relatie dintre orice operator de acest tip si o anumita
functie (numita de el simbol) si a demonstrat ca regularizarea operatorului este posibila daca si numai daca
infimumul modulului acestei functii este diferit de zero. Mai tarziu, notiunea de simbol a fost generalizata
pentru operatorii integrali singulari de orice dimensiune, iar sinteza operatorilor singulari i diferentiali a
condus la teoria operatorilor pseudodiferentiali, care, firesc, sunt caracterizati de propriile lor simboluri.

Teoria lui Ghelfand despre idealele maximale ale algebrelor comutative Banach a avut un rol deosebit in
construirea simbolurilor pentru multe clase de operatori. Cu ajutorul acestei teorii au fost stabilite criterii
noetheriene pentru operatorii integrali singulari cu coeficienti continui [9]; operatorii Winer-Hopf [10]; ope-
ratorii integrali singulari multidimensionali [11]. Studiul sistemelor de ecuatii, care contin operatorii mentio-
nati mai sus, a condus la notiunea de simbol matriceal [2,6,12,15] cu o mare importantd nu doar pentru
sistemele de ecuatii, ci si pentru operatorii integrali singulari (scalari) cu coeficienti continui pe portiuni [3].
Totodata, incercirile de a defini un simbol pentru anumite algebre nu au dat rezultate. Aceasta se refera la
algebrele care contin operatorii Winer-Hopf multidimensionali, operatorii integrali singulari cu coeficienti cu
discontinuitati aproape periodice, operatorii cu translatii care nu verifica conditiile lui Carleman s.a. A aparut
ipoteza cd, in general, pe aceste algebre simbolul nu poate fi definit.

L. Sisteme suficiente de functionale multiplicative
Fie A o algebra Banach (nu neaparat comutativa) cu unitatea e si GA grupul elementelor inversabile din
algebra A. Intersectia tuturor idealelor maximale la stdnga se numeste radicalul algebrei A si coincide cu

intersectia tuturor idealelor maximale la dreapta. Radicalul R este un ideal bilateral si inchis. Un element x
apartine radicalului R daca si numai daca elemental e+ux (e+xu) este inversabil pentru orice u din A.

Notim prin A=A/R algebra ct in raport cu radicalul R. Fie X elementul algebrei cat A, care contine
elementul X. Sunt bine cunoscute urmatoarele proprietati ale algebrelor Banach.

Fie A o algebra Banah comutativa, M multimea tuturor idealelor maximale ale ei si f,(M €M) functionala
multiplicativi pe A care corespunde idealului M eM (kerf,,(x) = M). In acest caz, xeGA < f,(X) 0 VM eM.

Daca complementara spectrului elementului X €A este o multime conexd, atunci la trecerea la orice
subalgebra spectrul elementului X nu se schimba.

Lema 1.1. Dacd xe A X EA, atunci x e GA < X e GA.

Demonstratie. Fie X GA , atunci existd un element z €A astfel incat Xz =€+ u, si zx=e+u, (U, eR).

Asa cum e+U,eGA, rezultd cd x € GA. Afirmatia inversa este evidenta.
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Definitia 1.1. Fie A o algebrd (comutativa sau necomutativd). Un set de funcfionale multiplicative {f,,},,..
se numegte suficient daca el poseda proprietatea
orice element x este inversabil < f,,(x)#0,VM ea .

Conform teoremei lui 1.Ghelfand, orice algebra comutativa poseda un set suficient de functionale multipli-
cative. Multimea functionalelor de forma {f,}, unde M parcurge multimea idealelor maximale ale algebrei
A, formeaza un set suficient de functionale.

Teorema 1.1. Elementul x este inversabil daca si numai daca f,,(x)=0 pentru orice fy .

Cu ajutorul acestei teoreme se demonstreaza cu usuringd ca in cazul in care o functie ¢ se dezvolta in

+00
serie Fourier, ¢(t)= cht *, absolut convergentd pe cercul unitate si @(t)=0,Vt : |t| = 1, atunci functia

1 . . <
w(t) = W de asemenea se dezvolta in serie Fourier absolut convergenta.
o

Mentionam insa ca exista si algebre necomutative care poseda un set suficient de functionale multiplicative.
Vom considera un exemplu de astfel de algebra. Fie A algebra necomutativa formata din multimea matrice-

lor numerice triunghiulare
B I PR
A= e C).
{(o azzj} @,<2)

Functionalele f (a)=a, si f ,(@)=a,, formeazd un sistem suficient de functionale multiplicative. Este
important sa mentionam ca in acest exemplu radicalul algebrei A este format din elementele

3]

si algebra cat A=A/R este comutativd. Profesorul N.Krupnik [4] a demonstrat ca aceasta proprietate
reprezintd o caracteristica a algebrei care poseda sisteme suficiente de functionale multiplicative, adica o
algebra A posedd un set suficient de functionale multiplicative dacd §i numai dacd algebra cat A=AIR, in
raport cu radicalul ei R, este comutativa.

De aici rezulta

Consecinta 1.1. Fie A o algebra necomutativa si radicalul ei, R, este egal cu zero, atunci pe A nu
existd un set suficient de functionale multiplicative.

Din aceastd afirmatie deducem ca o algebrd A semisimpla (R(A) ={0}) posedd un set suficient de

functionale multiplicative daca si numai daca A este comutativa, iar de aici obtinem rezultate care au o
insemnitate atat practica, Cat si teoretica. In acest context consideram cateva exemple.

Exemplul 1. Fie E un spafiu Banach si L(E) inseamnd mulfimea tuturor operatorilor liniari §i mar-
giniti care actioneaza in spatiul E ; daca dimE >1, atunci pe L(E) nu existd un set suficient de functionale
multiplicative.

intr-adevar, deoarece dimE > 1, rezulta ci algebra L( E ) nu este comutativd. Vom demonstra c radicalul

algebrei L(E) este 0, (R(A) = {0}), si vom aplica consecinta de mai sus. Fie Ae L(E), A #0, si ardtim ci
A¢R(E). Asa cum A#0, existd un element X, € E, astfel incat Ax, =y, #0. Punem BX = f(x)x,,
unde f € E" si f(Y,)=1. Atunci (I -BA)xX, =0 si, prin urmare, operatorul | -BA nu este inversabil,
ceea ce demonstreaza ca A¢R(E).

Exemplul 2. Fie AeL(E) pentru care existi meN, incat A™ =0. Notim prin
A:{aol +a,A+a, A +...+amA"‘}c L(E)), unde o, e C. In acest exemplu R(A):{a1A+...+amA”‘}, A=A/R
este o algebra comutativa si, prin urmare, A poseda un sistem suficient de functionale multiplicative. Acest
sistem consta dintr-o singura functionala f , f (aol +.. 4o, A" ):ao. Un operator B=¢,l+...a, A" este
inversabil in A daca si numai daca o, #0.
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Mentionim ci in acest exemplu operatorul B este inversabil in A dacd si numai daca el este inversabil in L(E).
Exemplul 3. Fie B=L,(a,b) si A este subalgebra algebrei L(B) generata de operatorul integral singular
b
o= ]2 (efan))
Se demonstreaza ca S'=S, A este o subalgebrd C" a algebrei L(B) si, in particular, este simetrica.
Spectrul operatorului S in algebra A coincide cu spectrul siu in algebra L(B), adica cu segmentul [-11].

Orice functionald multiplicativa este determinatd de un punct 7 € [— 1,1]:
f(Fas ) Sar
k=0 k=0
In particular, operatorul A=ad + S («, S €C) este inversabil in A daca si numai daca
a+pr=0,Vrel-11].

Consideram operatorul B, definit prin relatia
b b _ —_
e
Operatorul B apartine algebrei A. Intr-adevar, utilizand formulele lui Poincaré - Bertrand, usor deducem
ca B=a]+ﬁS+7/(SZ —1) . De aici rezulta
Teorema 1.2. Operatorul B este inversabil in L,(a,b) dacd si numai dacd yr°+ Br+(a—y)#0 pentru
orice 7€[01].

Exemplul 4. Notam cu Apﬁ subalgebra minimald cu unitate a algebrei L(L,(R",x")) (R"=(0,+x),

-1<fB<p-1,1<p<x) cecontine operatorul

(Sgo)(x)zij Ma’y, x €(0400).
Ty y-—

Fie § un numar din intervalul (0% ) Notim cu 1(8) arcul de cerc care uneste punctele - 1 si 1 cu
proprietatile: din punctele z#=+1 ale arcului 1(5) segmentul [-1,1] se vede sub unghiul 27 ; la parcur-
gerea acestui arc de la punctul -1 spre 1 acest segment ramane la stanga observatorului. Pentru numerele &
din intervalul (}/,1) punem [(6)=I(1-0), iar prin I(}é) notim segmentul [-1,1]. Spectrul operatorului

S in spatiul L, (R",x”) coincide (a se vedea [1,7,11]) cu arcul l((1+ﬁ)/p). Asa cum algebra A_; este
generata de un singur operator S, atunci are loc urmatoarea teorema.

Teorema 1.3. Multimea idealelor maximale ale algebrei A, este omeomorfa cu arcul 1=1((1+p5)/p).
Daca M), este un ideal maximal care corespunde punctului z(el), atunci transformarea Ghelfand se
scrie sub forma S(M,)=z.

Aceasta teorema poate fi desfasurata si completata (a se vedea [8]).

Teorema 1.4. Algebra A, esteo algebrad cu involutie simetricd, A —> A. In particular

S = (cos(2y)S-isin(2)1)(cos(27y)1 - sin(2)9) %, (v = (L+ B)/ ). L1
Dacd p =2, atunci pentru transformata lui Ghelfand A(z) = A(M.), z<l((1+ B)/ p), avem
| 4] = max|4(z)|» (1.2)

zel(y)

iar pentru p # 2 sunt adevarate estimarile

2 1-z dA(z)
maxlA( 2 <4 < e max(max|A(z)| max(1-=* )in ==

), (1.3)
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unde C este o constantd care depinde doar de p si (3.

dA(z)
dz
Demonstratie. Operatorul B, definit de relatia (Bo)(t) = ¢(€')e", aplici in mod izometric spatiul

Evaluarile din partea dreapta a inegalitatilor (1.3) au sens in cazul in care exista derivata

L, (R, x”) pe spatiul L,(R). Se verificia usor ca operatorul S =BSB™ are forma

- 1 +00
(Sp)(1)=—= [ (1€~ )p(s)ds.
i °,
Astfel, algebra Ap 5 generati de un singur operator S este izometrici cu o subalgebri a algebrei de con-
volutii. Fie nié( &) transformata lui Fourier a functiei " (1-¢e')™". Calculele directe ne demonstreaza ca
S(&)=1+2(expRa(& +iy ) ') (o< & < ).
Multimea valorilor functiei §( &) parcurge arcul I(y). Notam z= §( &), atunci pentru operatorii

AEApﬁ

obtine egalitatea (1.2) pentru p =2. Pentreu p # 2 majorarea inferioard a normei operatorului se obtine

are loc egalitatea A(z)=( FBAB'F* )(&), unde F este transformata lui Fourier. De aici se

din teorema precedenta. Evaluarea superioara se obtine cu ajutorul teoremei lui S.Mihlin despre multipli-
catori (a se vedea [15]) in care este stabilit ca

BB <, -max(“QSQXA‘(S(g»"TSeXf%é@

Aici C,, depinde doar de p . Egalitatea S(z) = S(2) se verifica fara dificultati. Teorema este demonstrata.

Observatie. Scriem functionalele definite pe spatiul L,(R",x’) sub forma
f(@)=[ o) f )’ dt,
0

atunci S” =¢7St”. Prin calcule directe obtinem ci FBS B*F™ = FBSB'F™ si, prin urmare, pentru
p =2 are loc egalitatea S = S".

Consecinta 1.2. Fie T o functie diferentiabild in orice punct z € [(v)\ {— 1,1}. Daca exista un sir de
polinoame P, astfel incdt

max|p,(z)- f(z)) = 0; max‘(l-z2 )Inl_—z( p/(2)- f(z)){—>0 pentru n — oo,
z€(y) zEl(y) l+z

atunci f(S)eA .

Un rezultat mai general se contine In urmatoarea consecinta.
Consecinta 1.3. Fie A €A, si o(z) transfomata Ghelfand a operatorului A, si h o functie

diferentiabild in orice punct z € [(v)\ {— 1,1} Daca exista un sir de polinoame P, astfel incat

. 5 1-z d
P 2)-hte) — 03 max(a-)In 172 4 (5, (o)~ h)

atunci h(4,) €A ;-

— 0 pentru n — oo,

max
24(y)

Astfel, am demonstrat ca algebra A |, poseda un sistem de functionale multiplicative, f(4)=A(z),

simetric. Din faptul cd algebra A, este si comutativd rezulta implicatia
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AeGL(L,R" X’ )= 4eGA , < f.(4)#0, Vzel(y).
Teorema 1.5. Fie w=exp(yia), unde o este un numdr complex. Dacad -1<Rea <1, atunci
operatorul N definit de egalitatea

00

(N, p)(x) == |

l+a l-a

se contine in algebra A . si  f,(N,)=(z- 1)2 (z+1)2,zel(y). Ramura acestei functii se alege

¢(y)dy,xeR+,
t—x

SR

astfel incdt in punctul 7 =—ictg(my )sa capete valoarea -1exp(-miya )/ sin(my).
Demonstratie. Egalitatea miBN _B™ = (e" (L +®e') ™) ¢ se verificd nemijlocit. De aici rezultd

oo (y=il )t PN Lta la
f(Nw):l.J-e sat=— Ia)_ =(z-1)2(z+1)2.
S l+we sin((y-i&)r)

Vom ardta cd functia h(z)= f,(N,_) verificd conditiile consecintei de mai sus. Pentru inceput, fie
‘y - %‘ < % ,atunci |z| <1. In acest caz, pentru orice § (Res >0) functia (z * 1)’ verifica conditiile

consecintei 1.2 (in calitate de polinoame P, pot fi luate sumele partiale ale seriei Taylor). Daca

I+a l-a
‘y -%‘ > %, atunci functia f. (N, )=2z(1-2")2 (1+2z")2 verificd conditiile consecintei 1.3. Rolul
operatorului A, din consecinta 1.3 il joac operatorul S, care este inversabil in virtutea conditiei y # % .
Teorema este demonstrata.
I1. Algebre cu simbol. Simbolul pe algebre de operatori integrali singulari

Definitia 2.1. (a se vedea [4]). Vom spune ca 0 algebra A de operatori este algebra cu simbol
(semisimbol), daca exista un sistem de funcyionale multiplicative {y\,} (M € 1), astfel incdt pentru orice

operator A€ A are loc implicasia
A este de tip Noether < 7, (A) =0 VM € 7,

7w} (A) =0 VM e 7 = Aeste de tip Noether).
Exemplu. Fie FO:{zeC :|z|:1} cercul unitate, B =L (/) si C, (I',) multimea functiilor

analiticein F* :{Z eC : | Z |<1} si continue pe F*. Notim prin A subalgebra algebrei L(B) ce consta
din multimea operatorilor
A ={(4p)(1)=h(1)p(1)+(Tp)(1):h(1)eC,(T,).T €T },
unde T este mulfimea operatorilor compacti care actioneaza in spatiul B.
Spatiul idealelor maximale ale algebrei A este omeomorf cu discul inchis =h Multimea functionalelor
multiplicative de forma f.(A+T)=h(z), z € F' formeazi un set suficient. insi, semisimbolul
v.(A+T)=h(z) nu formeazi un simbol. De exemplu, operatorul (A,p)(t) =te(t) este noetherian in

L.(7,), insa Vo, (A) =0, 2, =0. fn acest exemplu semisimbolul (y.), z€ F, contine ,,prea multe”
functionale, din care se poate extrage, (y.), z eI, care deja formeaza un simbol:

(A+T) este noetherian daca si numai daca h(t)#0,Vtel,.
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Mai mentionam ca in acest exemplu spectrul elementului A, se schimba la trecerea de la algebra L(B) la

subalgebra A.
De regula, se presupune ca multimea T de operatori compacti se contine in algebra A si in acest caz

conditia ca operatorul A sa fie noetherian este echivalenta cu conditia ca operatorul A sa fie inversabil in
algebra cat A/T si, prin urmare, definitia de mai sus este echivalenta cu urmatoarea definitie.
Definitia 2.2. Vom spune ca A este o algebrda cu simbol (cu semismbol), daca exista un set de

Sfunctionale multiplicative {yM } (M €1), astfel incat pentru orice operator A are loc implicatia
A este inversabil <y, (4)z0VM e,

({a} 74,(A)#0 VM € 7= A este inversabil).

Astfel, cunoasterea sau determinarea simbolului reprezintd un rezultat de o mare importanta, dat fiind
faptul ca problema inversabilitatii operatorilor din algebra respectiva A/T se reduce la studiul unor functii in
sensul stabilirii daca se anuleazi sau nu se anuleaza aceste functii. Daca aceste functii nu se anuleaza,

operatorul A este inversabil; in caz contrar, el nu este inversabil.

Asa cum am mentionat, in cazul algebrelor comutative problema construirii simbolului este rezolvata de
teorema lui Ghelfand, cu ajutorul careia in anul 1952 I.Gohberg [9] a demonstrat ca operatorul integral
singular

Ap=a(t)(Pp)(t)+b(t)(Qp)(t), unde (2.2)
3 co(t) o(7) (1) o(t )
Po=—%" 2 27[111 de, Op= 2 27[111—

cu coeficientii a si b functii continue pe conturul inchis ', este noetherian in spatiul Lp( [") daca si numai
daca sunt verificate conditiile a(#)#0 si b(¢)+# 0;inplus, a fost determinat si regularizatorul operatorului A .
In acest caz, simbolul operatorului A se defineste in felul urmator:
f(A)=a, f,(A)=b.

Indicele operatorului A se exprima prin indicele simbolului sau. Daca in loc de functiile a si b se
considera matrice de functii continue, atunci simbolul se determind in mod similar, iar conditia f(A4)#0 se
inlocuieste cu det a(¢)-detb(z)=0-

VVom analiza cazul in care coeficientii operatorului A (2.1) pot avea puncte de discontinuitate de speta
intdi. Vom ardta ca nu existd un simbol scalar pe algebra A~ generatd de operatorii de forma (2.1).
Incepem cu urmitoarea observatie. Dacd f este un simbol scalar pe o algebra de operatori A, atunci
elementele de forma AB-BA (A,B€ A ) sunt perturbiri admisibile pentru orice operator C. Intr-adevar, avem

f(C + AB - BA) = f(C) + f(A)f(B) - f(B)f(A) = f(C) si de aici rezulta ca operatorul C este noetherian daca
si numai daci C+ AB-BA este noetherian. Daca admitem ci pe algebra A | se poate defini un simbol
scalar, atunci, conform observatiei, operatorul A=Al +aS-Sal, A € € trebuie sa fie noetherian pentru
orice 4 #0 si orice functie discontinui a(t). Aceasta este echivalent cu faptul ci operatorul

| al a 1 a
= = P+
‘S Al +aS E:}\,-Fd -1 X-a

este noetherian pentru orice A#0. Operatorul A este un operator integral singular caracteristic cu
coeficienti matriceali. In acest caz, din lucrarea lui I.Gohberg si N.Krupnik [3] se deduce ca matricea

1 al't a
-1 A-a| [1 A+a
trebuie sa fie P nesingulara pentru orice 4 # 0. Fie t, e T un punct de discontinuitate al functiei a. Asa cum

Q
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A-2a -2a’

2 2a+ 4
rezulta ca detc, (o, z) = A2 (t,, 1)(A— T (t,, )(alt, +0) —a(t, —0))* +1=0 pentru
A= (a(to +0)—a(t,— 0))\/1‘ (t,, )(f (t,, 1) —1) # 0. Am obtinut o contrazicere. Asadar, din cele expuse
mai sus deducem ca pe algebra A, nu se poate defini un simbol scalar. Vom defini simbolul matriceal pe

C=17"

algebra A, Considerdm multimea liniara L formata din operatorii de forma A= AP +bQ (a,b eCP(F)) :

In [3] este aratat ca operatorul A el este noetherian atunci si numai atunci, cand
a(t+0)b(t—0)f (t, i) +a(t —O)b(t + 0)(1— f(t, z)) = O ((t.)eT<[0.1]). unde

f(t”u):{sin(aw)sin'l(cu)exp(ico(,u-1)) pentru_ o(t) #r; 2.2)
pentru o(t)=r,

iar o(t) si (t) sunt functii care depind de p €(1,00) si de ponderea p(t).

Transcriem conditiile obtinute sub forma ¢(t, zz)#0. Aplicatia ap+bQ—@(t,, 1,) nu este liniara
pe L insd expresia analiticd a lui, o(z,u)=a(t+0)b(t-0)f(t,u)+a(t-0)b(z+0)(1- f(t,u)),
sugereaza ideea ca aceasta functie poate fi exprimata sub forma

o(t, 1) =det] @, (1) a(t+0)+ B, (1) at-0) |, -

cu conditia cd functiile a;, (1) si By (1) sunt alese in mod rezonabil. Matricea din partea dreapta a
relatiei pentru  ¢(t, 1) poate fi obtinutd exprimand operatorul A=aP+bQ sub forma de matrice
corespunzitoare reprezentarii spatiului L, in suma directa L, = PL, *QL, (reamintim cd in cazul in care

conturul T este inchis, operatorii P gi Q sunt proiectori complementari). In suma directa operatorul A se
transcrie

Ae PaP PbQ
|QaP QbQ|’
in particular, operatorului PaP +Q trebuie Sa-i corespunda matricea

diag (e, (1) a(t+0)+ B, (1) a(t —0). Avand in vedere conditiile lui Noether pentru operatorul PaP+Q,
este firesc sa punem oy,(u)a(t+0)+p,(u)a(t-0)= f (t,)alt+0)+@—-f (t, 1) at—-0). In mod
similar, repetand rationamentele de mai sus pentru operatorul P+QbQ, obtinem
ap(p)a(t+0)+Bp(p)a(t-0)=(1- f (¢,u))b(¢+0)+ f (¢,u)b(z-0).
Folosind si conditia ca operatorului adjunct sa-i corespunda matricea conjugata, in final obtinem aplicatia
aP+bQ——
a(t+0)f (t.u)+a(t=0)(1-f (t.1))  f (£.0)A=f (£,u))(B(2+0)—b(z-0))
NS ()(A=f (tp))(a(t+0)—a(t=0))  b(z+0)(1—f (£,u)+b(t=0)f (t,u)

Aplicatia y(=y,,) este liniara pe L si raspunde de proprietatea ca operatorul aP+bQ si fie noetherian in

spatiul L (T, p). Multimea valorilor functiei 2/ (¢,u)—1 coincide cu valorile functiei

L e27f(f§+i7(t)) +1

o2 Gy ) _q (—eo<g <00),
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in care y(tk)zﬂ (k=1,..n) sl y(t):% pentru ter\{tl,...,tn } Mentionam ca simbolul A=aP+bQ
p

depinde de coeficientii a si b, de spatiul L (T',p) , insd nu si de conturul T".
Teorema 2.1. Operatorul A=aP+bQ este noetherian dacd si numai dacd DetA(t,u)+ 0 pentru orice

tell siVue [0,1] Daca aceste conditii sunt verificate, atunci

1
IndA = o {arg Detd(1,1)}, ,yrxfon)-

I11. Simbolul operatorilor integrali singulari cu conjugare complexa.
Problema generalizata la frontiera Riemann

Fie I' un contur inchis, orientat, Leapunov pe portiuni care imparte planul complex in domeniile F’
si F© (woeF"). Notim prin #,..., ¢, toate punctele unghiulare ale conturului T cu unghiurile 6, .

in spatiul L,(Z",0), unde p(t)= H‘t_tk‘ﬂk (-1< B, < p—1), consideram operatorul

1 B 1 _
(Ao)t)= a,(t)ple)+ az(t)—,fgo—(r)dr+a3(t)¢(t)+a4(t)—.j ¢(T)dt,
Ty Tl iy T—1
in care functiile a j(t) ( j :1,2,3,4) sunt continue in orice punct teI", cu exceptia punctelor

t, (k=1,..,n), in care existd limitele finite a, (¢, £0). In cele ce urmeaza este comod ca operatorul A si

fie scris sub o alta forma. In acest scop, facem urmatoarele notatii: B
&)+ a,(t)=alt), &())-a,(0)=b(1), a(t)+ a,(t)=c(¢). alt)-a,6)=d(), (Vo)e)=olr),

(I;S)  P=(1+S)2, Q=1-P,

P:

unde S = S;.. Cu aceste notatii operatorul A se scrie sub forma
A=aP+bQ+(cP+dQ)V . (3.1)
Definim simbolul operatorilor al, P, Q si V. Notam, respectiv, prin a(t,f), Pt,&), Q(t,&) si
V(t,&) (tel’, —o <& <o) simbolurile acestor operatori. Punem

at) o0
(()) ad, pentru tel\{t,t,,...t, |,
t+0) 0 0 0
o )=
0 af+0) 0 o
0 0 a(tk—O) 0 ,pentru t=t, (k_l,..,n),
0 0 0 aft-0
10
HO 1H,pentru teT\ .ty t, }
2w Ok
Zy 0 —Z 0
Pl.¢)- 1 0 -1 ok 227 %
k ,pentru t=t (k=1,...n),
ZI%]T 1 Ziﬂfﬁk 0 _1 0 p k ( )
0 —zl‘fk 0 28"
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unde z, = exp(§+ i %}—oo <¢< .

Q(t!é:):E(t)_ P(t,f) )

10
0 1 ,pentruter\{tl,tz,..,tn},
unde E(t)z 1 000
0100 entrut=t (k—l )
001 qP ~H =L
0 0 0 1
In sfarsit
01
||1 O||’ pentru teT\{ 1, .01, },
0100
V(&)=
L ooo tru t=t, (k=1,..,n)
, pen = =1,..,n).
000 1" ¢
0 010

Daca operatorul A are forma A= aP+bQ+(CP+dQ)\/ , atunci simbolul lui, A(t,g), il definim prin
relatia

Alt,€)=alt,€)P(t ) +b(t,)Q(tE) + [c(t,&)PE &) +d(t,E)QEIV(L,E).

Teorema 3.1. Operatorul
A=aP+bQ+(cP+dQV
(a,b,c,d eCP(F)) este noetherian in spafiul I:p(l",p) dacd si numai daca
det At,&)# 0(t € I'—0< £ <o),

In incheiere, sa consideram problema generalizata la frontiera lui Riemann, care consta in urmatoarele: de
determinat doua functii CD+(Z) si (D_(Z) analitice in F'*, respectiv in F'~, care pot fi reprezentate cu
ajutorul integralei lui Cauchy in F* i F~, valorile lor la limita ®"(¢) si ®(¢) pe conturul T aparin
spatiului L, (T',p) si satisfac conditiile la frontiera

& (1) = a0 )0 () + b)Y (1) + o). (3.2)

In cazul conturului Leapunov, problema (3.2) a fost studiatd intr-un sir de lucrari (a se vedea [5]). in

particular, dacd a,b,c sunt functii continue pe I, atunci din aceste lucrari deducem ca problema la

frontiera (3.2) este noetheriana daca si numai daca
|a(t)| #0(tel).
In cazul conturului Leapunov pe portiuni, utilizind teorema precedents, Se demonstreaza urmatoarea teorem.
Teorema 3.2. Problema la frontiera (3.2) este noetheriand in spatiul Zp (F,p) daca si numai daca sunt
verificate condiyiile:
(i) Jalt)>oter;

216, 6«

(i) Jat, ) — o, ){%) #0 pentru orice k =1,....n,

k
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unde z, = exp[f + i%),— w0 < E Lo,

Observam ca in cazul in care conturul ' nu are puncte unghiulare, 6, ==, conditiile (ii) coincid cu

conditiile (i), adica obtinem rezultatele cunoscute din [5] referitoare la problema la frontiera (3.2).
IV. Simbolul operatorilor integrali singulari cu translatii. Criterii noetheriene

Fie I' un contur orientat de tip Leapunov pe planul complex, £ =L, (I") (1< p <0),Z o subalgebra
aalgebrei L_(7") si o un homeomorfism I" —I" , care verifica conditiile: a(t) #¢, a(a(t))=t¢ si deri-
vata o'(t) este o functie holderiand pe conturul I' . Notdm prin K algebra generatd de operatorul integral
singular S, de operatorii compacti si de toti operatorii de multiplicare la functiile /2 € X . Mai notdm prin K
algebra generata de operatorii din algebra A si de operatorul Carleman de translatie (Vo )(¢)= ¢(a(t)).

In cazul in care aplicatia o pistreazi orientarea conturului, atunci SVS =V +T (T €T ), iar dacid o
schimba orientarea, atunci SVS=-V+T, (T,eT). In plus, dacdi (Hep)(t)=h(t)p(t), atunci
(VHVp)(1) = h(a(1))p(t).

Teorema 4.1. Fie o pdstreaza orientarea conturului. Orice operator A € K poate fi exprimat sub forma

de sumd A=A + A,V (A, A, € K), care se determind cu exactitatea de un termen compact.

Demonstratie. Este evident cd teorema va fi demonstratd, dacad vom arita cd multimea operatorilor de
forma

A+ AV, (4.1)
unde A si A, parcurg algebra K, formeazi o algebra si din egalitatea A + A,) =0, (4,,4,€K),
rezulti ca A,A, € T. In mod direct se aratd ca suma si produsul operatorilor de forma (4.1) sunt operatori de
aceeasi formd (4.1). S3 demonstrdm ca aceastd multime este inchisd. Fie sirul de operatori A’ + A,V
converge uniform catre operatorul A, h(t)=o(t)-t si (Hp)@)=h({)e(). Asa cum
HYA' +AV)H=A'- AV +T,, atunci 24" > A+H AH = 4, €K . In mod similar se arati ca
Al > A, eK . Asadar, A=A + AV si, prin urmare, A=A + AV (4,4, €K). Fie 4+ AV =0,
atunci 4, + A,V =0 si A - AV = H*( A + A,V )H ,adici operatorii 4, 4, sunt compacti. Teorema este
demonstrata.

Teorema 4.2. Fie 4, B, Ce L(E) si C* =1 , atunci are loc egalitatea
I Cl|4 B |lI 1 ‘A+BC OH
=2 . 4.2
[ -C||CBC cAcC||iCc -C 0 A-BC

Demonstratie. Egalitatea se verifica facand operatiile respective.
Teorema 4.3. Fie A, Be K i translatia o pdstreaza orientarea conturului T . In acest caz, A+ BV

este noetherian in spatiul L(E) daca si numai daca operatorul

A B
4.3)
BV VAV
este noetherian in spatiul L°(E) . Daca A+ BV este noetherian, atunci
md(A+BV)=2pa® B | (4.4)
2 VBV VAV
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Demonstratie. Scriem egalitatea (4.2) pentru operatorii A, B, V. Observimci H'(A-BV)H=A+BV +T
; prin urmare, A+ BV este noetherian daca si numai daca operatorul A- BV este noetherian si
Ind(A+BV ) =Ind(A-BV ). Asa cum operatorii
I C .
I -C c C
sunt inversabili (produsul lor este egal cu 27), atunci afirmatiile teoremei rezultd din egalitatea (4.2).
Teorema este demonstrata.

Observatie. Operatorul matriceal (4.3) reprezintd un operator integral singular cu coeficienti matriceali
(fara translatie).

Consecinta 4.1. Fie A=al +bS,B=cl+dS, a,b,c,d e C(I'), T un contur inchis de tip Leapunov,
R=A+ BV i a pdstreaza orientarea conturului. Atunci operatorul R este noetherian daca §i numai daca
ot a(t)+b(t) c(t)+d(t) |la(t)-b(t) c(t)-d(t)
c(a(t))+d(a(1)) a(al1))+b(a(1))|c(alt))-d(a(t)) ala(t))-b(o(t))

Daca R este noetherian, atunci /ndR :%ind det( £,(¢)f;*(¢)), unde f,(¢) si f>(¢) sunt matricele

si

#0 (4.5)

scrise in ordinea respectiva in (4.5).
Consecinta 4.2. Fie ¥ = PC(I") — mulfimea functiilor continue pe portiuni definite pe conturul T i

{yM } setul de homeomorfisme, care definesc un simbol pe algebra K. Atunci egalitatea
v(A4) v(B)

Y(VBV') y(VAV')
reprezinta un simbol pe algebra K. Operatorul R = A+ BV este noetherian daca si numai dacd
detvy,, (R)=0, VM.

Fie aplicatia o schimba orientarea conturului I". Daca I' este inchis si de tip Leapunov, iar coeficientii
operatorului R sunt functii continue pe I' (X=C(I")), atunci afirmatiile teoremei 4.3 raman valabile.

Yu(R)= (4.6)

Demonstratia se face in mod similar, trebuie doar de schimbat operatorul H cu operatorul S si de utilizat
proprietatea: operatorii aS—Sal si SVS+V sunt compacti in spatiul E. In cazul 2 =PC(I") si in
conditiile in care functia o schimba orientarea conturului /° teorema 4.3 nu mai are loc. Pentru a ne
convinge, este de ajuns sa aducem un exemplu de doi operatori integrali singulari A si B, astfel incat
A+ BV este noetherian, insa A-BV nu este noetherian. Din egalitatea (4.2) vom obtine ca respectivul
operator matriceal nu este noetherian.
Exemplu. Fie E=L,(R),(Vo)(t)=¢(-t), A=1,B=aS, unde a(t)=0 pentru r<0 si a(t)=i

pentru t >0. Vom arita ci 4- BV este noetherian, insi A4+ BV nu este noetherian. Pentru aceasta consi-
deram operatorul C= A+ ABV . Cu ajutorul izomorfismului  (ve)(¢)=(¢(t), ¢(-t)) (¢>0 aplicim

spatiul L,(R) pe L:(R,). Atunci
S -R

R -S. , 4.7

va'l=I 0
/ 0] |O 1

il 0
00

0 IH ~ H[ iR 1S,

unde (S,9)() =" | %dy i (Ro)()= 2 ]-A2y,

Din egalitatea (4.7) rezultd cd operatorul 7-iR este noetherian in spatiul L,(R) daci si numai daci aceastd

proprietate o are operatorul 7-iiR in spatiul L,(R,) . Conform teoremei (2.1), operatorul | -iiR este
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noetherian in L,(R,) daca si numai dacd 1—ilz" —1#20< A ¢ [1,00) . Aici ramura functiei z°—1

este aleasd astfel Incat \/-_1 =1i. Asadar, operatorul /-iR nu este noetherian si, revenind la operatorul C,
obtnem cd A+ BV este noetherian, in timp ce A4-BV nu este noetherian. Cu aceasta construirea
exemplului a luat sfarsit.

Faptul cd nu am considerat conturul inchis, ci axa reald nu este relevant, deoarece axa reala poate fi

transformata intr-un contur inchis (de exemplu, in cercul unitateI';) si vom obtine exemplul respectiv in
spatiul L,(I7,). Aceasta inseamnd ca egalitatea (4.6) nu determind un simbol pe algebra K in cazul in care

functia o schimba orientarea conturului.

Vom stabili 0 modalitate de definire a simbolului si in cazul acesta, demonstrand mai inti o propozitie
ajutdtoare.

Lema 4.1. Fie I' wun contur inchis de tip Leapunov, o:T"—T schimbd orientarea conturului,

a(a(t))=t si a'(t) verifica pe T conditiile lui Holder. Atunci existd o aplicatie v a cercului unitate T,
pe I care poseda urmdatoarele proprietati:
VI(z)e H(T,) V(z)#0 ,Vz el (4.8)
i
(view)(z)=z71. (4.9)
Prin H(I,) am notat multimea functiilor care verifica conditiile lui Holder pe T;,.
Demonstratie. Evident, aplicatia o are pe conturul I" doud puncte fixe, pe care le notam cu t, si 7,.

Asa cum I este de tip Leapunov, existd o aplicatie 77:T, & T" cu proprietatile #'(z)e H(I,) si #/(z)#0
pentru z € FO' in plus, putem obtine sa fie indeplinitd conditia n@) = to, Notim A= ;7_1 oqof. Se observa
usor cd aplicatia A:I; — I}, schimbi orientarea cercului T,. In afard de aceasta, A(A(z))=z, (|z| =1), si
M&) =&, unde &, =n7"(t,). Punctele 1 si &, impart cercul in doud arce, I si I, si, in afard de aceasta,
AT, T, si A:T, >I. Fie u: I — I} o aplicatie cu proprietatile u(&,)=-1, w(1)=1, 4'(z)#0
pentru z eI si 4'(z)e H(I}). Prelungim functia 12 pe tot cercul T, cu ajutorul egalitatii u(z) =1/ u(A(z)),
pentru z €T, . Se verificd usor cd pentru orice z €T, are loc egalitatea w(z)=1/ u(A(z)). Fie ¢'(& +0) si
' (& —0) limitele functiei £'(&) atunci cand punctul & tinde catre &, fiind pe conturul T, respectiv, pe T,.
Asacum f'(& —0)=—p'(&+0)A (& )1 Eo)) 7 A (&) = —1 si u(&) =1, atunci (&, -0)= /(& +0).
in mod similar se verifica egalitatea £//(1—0) = £/(1+0). Asadar, 1/'(¢) e H(T,). Punem v=yxou . In
mod direct se arata ca aplicatia V verifica conditiile (4.8) si (4.9). Lema este demonstrata.

Fie, ca si mai sus, X o algebrd de functii f:T' —-C,(EcL, (T')), K- algebra generati de operatorii
H=hl(heX),ST si (Vp)(t)=¢(V(t)). Fara a restrdnge generalitatea, in continuare vom presupune
ci E = Ly(I'). Considerim izomorfismul (Byp)(z)=¢p((z)). Se verifica usor ca (BHB 'p)(z) = h(v(2))1,
BSB =S, +T(T €T(E)) si (BVB'9)(z) =¢(1/z). Astfel, cazul general se reduce la cazul in care
=T, si a(z)=1/z.

Fie J: L,(I',) = L,(R) izomorfismul definit de egalitatea

(o)) =2 ("X) (xeR).
1+ X 1+ X

In acest caz,

71



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2014, nr.2(72)

Seria “Stiinte exacle si economice”  ISSN 1857-2073 ISSN online 2345-1033 p.60-72

1-z
el}).
1+Z)(Z 0)

Notim prin W operatorul (Wg)(z)=1/ z. Calculele ne arati ci (JWJ w)(t) = (i —1)(i+1) "y (~t)

(Jw)(2) =i
z+1

si JSJ™* =S, . Prin urmare, algebra K este izomorfa cu algebra generatd de operatorii integrali singulari cu
translatia (Vy¢)(x) = @(—x) si cu coeficienti dintr-o algebri de functii f €L _(R).
Mai considerim un izomofism C : L,(R)— L3(R, ) definit prin egalitatea (C)(x) = (¢(x), p(—x)).

Atunci
0 JH
) +71 0

Fie M =CV,, 2 =CP(I")si Ae K , atunci operatorul A este noetherian in L,(T") daca si numai daca

10 -

H
CHC™ =
0

+

S
, CS,C* = R , CV,C* =

+

MAM ~* este noetherian in L>(R, ). Operatorul MAM ~* apartine algebrei generate de operatorii integrali

singulari cu coeficienti matriceali (de ordinul doi) continui pe portiuni; prin urmare, pe algebra K poate fi
definit un simbol. Acest simbol se va reprezenta prin matrice de ordinul patru.

De regula, translatia ¢ :T" — I" este numita de tip Carleman, daca o iteratie a sa este o aplicatie identica.
Daca I' este un contur inchis de tip Leapunov, atunci orice translatie de tip Carleman care schimba orien-
tarea conturului este de ordinul doi, adica a doua ei iteratie este identica. Daca insd o pastreaza orientarea
conturului, atunci ea poate avea orice ordin. De exemplu, rotatia cercului unitate la unghiul 2z/n are ordinul n.
Pe algebrele generate de operatori integrali cu coeficienti continui pe pottiuni si operatorii de translatie de tip
Carleman de ordinul n se poate defini (a se vedea [5]) un simbol matriceal de ordinul 2n. In [13] se arati ca
pe algebrele care contin translatii ce nu verificd conditiile lui Carleman, precum si pe algebrele generate de
operatorii multidimensionali Winer-Hopf, nu se poate construi un simbol de ordin finit.
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