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Sunt introduse patru noi distributii fiabiliste ale minimului si maximului unui sir de variabile aleatoare independente,
identic Erlang distribuite intr-un numdr aleator, distribuit binomial sau Poisson (zero trunchiate). Sunt abordate proprie-
tatile si caracteristicile acestor distributii, precum si conditiile in care are loc teorema limita Poisson pentru acestea.

Cuvinte-cheie: distributie serie de puteri, distributiile Binomiala si Poisson zero trunchiate, distributia Erlang,
teorema limita Poisson, distributia duratei vietii.

ON THE NEW RELIABILITY DISTRIBUTIONS AND POSSON LIMIT THEOREM FOR THEM

Four new distributions of the minimum and maximum of a sequence of independent, identicaly Erlang distributed
random variables in a random number distributed binomial and Poisson (zero truncated) are introduced. Properties and
characteristics of these distributions and Poisson limit theorem was approached for them.

Keywords: power series distribution, zero truncated binomial and Poisson distributions, Erlang distribution, Poisson
limit theorem, lifetime distribution.

1. Introducere

In Teoria Fiabilitatii durata vietii unui sistem este reprezentati deseori ca fiind minimul sau maximul unui
numar aleator Z de variabile aleatoare X;, X,,..., independente, identic repartizate, acestea din urma repre-
zentand durata vietii componentelor ce alcatuiesc acest sistem. Distributia duratei vietii sistemului se obtine
prin mixarea distributiei maximului si minimului unui numar fixat de variabile aleatoare independente si
identic distribuite (v.a.i.i.d.), unde combinatiile sunt obtinute prin tehnici ce au fost determinate si aplicate de
catre Adamidis si Loukas (1998 [1]) si apoi generalizate de Chahkandi si Ganjali (2009 [3]), Baretto-Souza
si Cribari (2009, [2]) sau Leahu, Munteanu si Cataranciuc [5]. Aceastd din urma lucrare vizeaza, pentru
numarul aleator Z, 0 clasa intreaga de distributii numite distributii de tip serie de puteri (PSD) a numarului
aleator Z de variabile aleatoare. Drept continuare a lucrarii [5], in 6] a fost analizat cazul cand v.a. Xj, X,,...
sunt distribuite Erlang. in continuare vom aborda patru noi distributii ale duratei vietii care rezulta, in calitate
de caz particular, din [6]. Aceste rezultate fiind obtinute utilizand cadrul general ale lucrarilor [5] si [6], noi
nu vom prezenta si demonstratiile in cauza.

Fie Z o v.a. astfel incat P(Z € {1,2,...}) =1.
Definitia 1.1. ([4,5]). Spunem ca v.a. Z are distributie de tip serie de puteri daca:
a0’
A0)

unde a4,ay,...este un sir de numere reale pozitive, 7 este un numar pozitiv marginit superior de raza de

P(z=2)= ,2=12,..;0€(0,7);7>0, (1.1)

convergenta a seriei de puteri (functia serie) A(9)= > a,0%,v0(0,r), iar 0 este parametrul putere al
z>1
repartitiei. Precizdm ca seria de puteri A(8),6 € (0,2'), 7 >0 este o functie nenegativa si indefinit derivabila.
Vom nota prin PSD (“power series distribution”) clasa functiilor de repartitie de tip serie de puteri. Daca
v.a, Z are distributia din relaia (1.1), atunci notdm ca Z €PSD.
In lucrarea de fata, luam drept exemplu de distributii din clasa PSD urmatoarele doua distributii zero trun-
chiate: binomiala si Poisson, distributii ce intrd sub incidenta teoremei limitd de tip Poisson. Pentru fiecare
dintre acestea evidentiem elementele caracteristice clasei PSD: sirul (az )221, functia serie A(@) si exprimarea

parametrului putere € in functie de parametrul ce caracterizeaza fiecare distributie in parte (a se vedea Tabelul).
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Tabel
Elementele reprezentative ale clasei PSD pentru diferite repartitii [4,5]
Distributia a, 0 A(O) T
Binom” (n, p) " P 1+0) -1 o
’ Z l _ p
o 1 0
Poisson () I a e’ -1 00

2. Distributiile MaxErl si MinErl de tip PSD

Consideram ca X; ~ Erlang(k,4), ke N, k>1, 2>0, unde (Xi )izl sunt v.a.i.i.d. cu functia de
k-1 i
repartifie  (fir) Fy (X)=Fgy(X)=1- Z@e‘“ , X>0 si densitatea de probabilitate (d.p.)
1 _0 I

ﬂkxk—le—ﬂ)(
fx, ()= feq (X) :W
Notam ci Ugy =max{Xy, X5,...X5 } si Vgg =min{Xy, X,,.... X5 }.

,X>0-

Propozitia 2.1. Dacd v.a. Ugy =max{Xy, X5,..., X5 } §i Vgq =min{Xy, X;,...,X5 }, unde (X; )., sunt
va. nenegative, i.id., X;~Erlangkk,1), keN , k=1 , A>0 s ZePSD cu

z

P(Z = Z): aAZ(HH), z=12,...:.0¢ (O,T);T >0, va. (Xi)iZl si Z independente, atunci functiile de

repartifie ale v.a. U gy, respectiv Vg, , sunt urmatoarele:

=
io I

Ugy (x)= Q) , x>0, (2.1)
A{geﬂx ! }
: il
Ve () =1- A(‘;‘; " 1 xso0. (2.2)

Urmatorul rezultat defineste d.p. pentru maximul, respectiv minimul unui sir de v.a.i. Erlang distribuite
intr-un numar aleator.

Consecinta 2.2. D.p. ale v.a. U, respectiv Vg, , sunt urmatoarele:

074 xLe= P A Hl ST H

io I

Ugn (X) = AQ) , x>0, (2.3)
eik Xk—le—ﬂX A'{ee—ﬂx Kt (j“x)l :l
Ven (X) = AG) ° ,x>0. (2.4)

Urmatoarele doud propozitii prezintd o noud caracteristica pentru distributiile MaxErIPS si MinErIPS.
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Propozitia 2.3. Daca (Xi )i21 este un §ir de v.a.i. Erlang distribuite, nenegative, de tip absolut continuu,

z
cufr. Fey si ZePSDcu P(Z =2)= ZZ(Z) ,2=12,..;0€(0,2);7>0, (a,),5; un sir de numere reale
nenegative, A(0)=>a,0*,v0e(0,7), atunci:

z>1
lim U gy (x) = (Fen ()", x>0,
60
unde m= min{n eN’,a, >O}
Propozitia 2.4. Sub incidenta conditiilor din Propozitia 2.3, v.a. Vgy =min{Xy, X5,...,.X5 }
lim Ve (x) =1-(1- Fgy ()", x>0,
00"

unde | = min{n eN’ a, >0}

3. Teorema limita Poisson pentru distributiile Max-Min Erlang de tip PSD

In aceasti sectiune se prezinta caracteristicile si proprietatile a patru distributii particulare: distributia Max
Erlang Binomiala (MaxErIB), distributia Min Erlang Binomiala (MinErlB), distributia Max Erlang Poisson
(MaxErIP) si distributia Min Erlang Poisson (MinErIP).

Distributiile MaxErIB si MinErlB sunt definite de fir. (2.1) si (2.2) cu A(@)=(@+1)" -1, Hzi

1-p
p€(0,1), si anume:
k=1( 7)1 )"
[1+0—0e"b‘ (’1’:)} -1
1
Upnr (X) = =0 x>0 (3.1)
ErIB( ) (1+9)n_1
S\N
1+0)" - [1 + e kl(ﬂ_’:)'J
=
Veg (X) = =0 , X >0, (3.2)
ErIB( ) (1+0)n_1
unde n este un intreg pozitiv.
Cu ajutorul relatiilor (2.3) si (2.4), d.p. sunt date de:
k-1 i n-1
nOA x e~ [1 +0—0e ™™ M’?]
iz0 I
Ugng (X) = x>0, (3.3)
ErIB( ) (l+t9)n—1
.\ n-1
noA xK1e = [1 +0e G J
=
Verg (X) = = , x>0 . (3.4)
a+o)" -1
Distributiile MaxErIP si MinErIP sunt definite de fr. (2.1) si (2.2) cu A(0) =€’ —1, 6" =a >0, adica:
_Q e kil(lx)i .
o S g0
U ErlP (X) = _9* y X> O (35)
-e
) 1ie*lxk_1(/1_x)l ]
1 _ i=0 it
Verp (0= %0 (3.6)
-e
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Cu formulele (2.3) si (2.4), d.p. sunt date de:

e*ﬂkxk—le_ &
Ugrp (X) = - , x>0 (3.7)
1-e7?
g O +oe ™ f(ﬂi’:)l
O X e =0 "
Verp (X) = i , x>0. (3.8)
—-e

Teorema urmatoare reprezinta rezultatul central al lucrdrii si arata in ce conditii distributiile MaxErIP si
MinErlP sunt aproximate de distributiile MaxErlB si MinErlB.

Teorema 3.1. (Teorema limitia Poisson) Distributiile de puteri MaxErIP si MinErlP pot fi obtinute ca
limita distributiilor serie de puteri MaxErIB si MinErIB cu f.r. caracterizate de relatiile (3.1) si (3.2) daca
no—6 >0 cind Nn—oo si 0 —>07.

Demonstratie. Studiem convergenta in distributie, luand in calcul cele patru functii de repartitie: U gz (X) ,
VErg (X) ,Ugp (X) st Vigp (X), X > 0 ale maximului si minimului.

Avand la baza urmatoarele limite elementare:

*

lim @+6)" = lim [1+ 0}/ ="

n—oo
6—0* 6—0"
lim (L+ 64(k, 4,0)" = lim [(1+ 6a(k, 2, 9)}/ Ak O #40) _ g ati0)
n—o0 N—0
60" 6—0"
si
Iim [1+ 6(1—A(k,ﬂ,,9))]n — Ilm [[1+ 9(1_A(k,ﬂ,g))]]-/[e(lfﬁ(k,ﬁﬂ))] ]na(l_A(k,A,G)) — eg*(]__A(kj”g)),
n—o nN—o
6—0" 6—0"

i-o 1!

unde A(k,4,0)=e* kil@ .

Asadar, obtinem:

k-1 i\" i
oo BRIy oty
. il e =0 b 1

lim U g (X) = lim = i S —Ugp(X)
s S CEO e’ -1
si
k- i\" :
1+0)" - (1 +0e™ () ] B

i || eg —e i—0 !
lim Veyg (X) = lim =0 - ; =V (X). 0
o EriB Nesoo (l+9)n—l eg 1 ErlP
6—0" 600"

Remarca 3.1. Justificarea Teoremei 3.1. este reflectata si in reprezentirile grafice din Figurile 3.1 si 3.2

pentru diferite valori ale parametrilor: k=2, A =4, =48, n=24si p= 5 pentru repartitia maximu-

lui, precumsi k=2, 1 =05, =6, n=30si p =% pentru repartitia minimului.



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2014, nr.2(72)

Seria “Sliinte exacte si economice”  ISSN 1857-207 ISSN online 2345-1033 p.3-7

15 T T T T

1\ i
MaxErIB(2,4,24,—,x) A
6

MaxErlP(2,4,4.8,X)

05

Densitatea de probabilitate

0 I
0 1 2 3 4 5

1 04
MinErIB(2,0.5,3O,E,xj

MinErlP(2,05,6,x)

Densitatea de probabilitate

Fig.3.2. Densititile de probabilitate ale distributiilor Min-Erlang-Binomiala si Min-Erlang-Poisson.
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