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В работе описывается подход к решению задачи о вычислении в заданной точке значения некоторой функ-

ции по ее значениям, заданным на некоторой фиксированной системе точек. Подход основывается на использо-
вании интерполяционных функций формы Сибсона и Лапласа. Для обеих функций рассматриваются их свойст-
ва, определяется точность интерполяции при решении уравнения Пуассона методом пробных функций. 

The paper presents an approach to solving the task of calculating the value of some function in a set point basing on 
its values set on some fixed system of points. The approach is based on the use of interpolation functions of Sibson’s 
and Laplace’s shape-functions. The properties of both functions are considered, the interpolation accuracy is defined by 
solving a Poisson equation with the method of trial functions. 
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Введение 
Для моделирования неустановившихся физиче-

ских явлений, описываемых различными уравнения-
ми в частных производных, создан целый класс се-
точных методов, для которых на каждом временном 
шаге требуется знание информации о межузловой 
связности. Наиболее популярные представители этой 
группы – метод конечных элементов (МКЭ) [5] и ме-
тод контрольных объемов (МКО) [6]. Основным не-
достатком МКЭ и МКО является то, что для каждого 
временного шага сетка, на которой строится решение, 
не теряет свою узловую связность, что, в свою оче-
редь, при больших деформациях жидкости может бы-
стро приводить к вырожденности сетки. Для коррект-
ного разбиения области течения на треугольные эле-
менты могут использоваться различные способы. При 
этом точность интерполяции зависит от качества три-
ангуляции; например, в работе [8] показано, что для 
МКЭ якобиан преобразования треугольных и четы-
рехугольных элементов зависит от минимального уг-
ла элемента. Дополнительно, неединственность три-
ангуляции приводит к структуре соседей, которая 
может резко меняться при малом изменении коорди-
нат узлов и, тем самым, приводить к изменениям ре-
зультата интерполяции.  

Требования к интерполирующим функциям ме-
няются в зависимости от свойств аппроксимируемой 
функции и применяемого численного метода. Напри-
мер, в методе конечных элементов интерполирующие 
функции и их производные требуют определенного 
порядка непрерывности внутри и между элементами, 
так как эти функции зависят от типа аппроксимируе-
мого уравнения. Это требование гладкости. 

В настоящее время развитие получили численные 
методы, которые аппроксимируют уравнения в част-

ных производных, основываясь только на наборе уз-
лов, без знания дополнительной информации о струк-
туре сетки. Данные методы известны как методы час-
тиц или бессеточные методы (БМ) [13]. К группе ме-
тодов, зарекомендовавших себя в задачах гидродина-
мики, относятся метод сглаженных частиц (Smoothed 
Particle Hydrodynamics) [14], полунеявный метод дви-
жущихся частиц (Moving Particle Semi-implicit) [12], 
метод Лагранжево-Эйлеровых частиц [9]. К недостат-
кам этих бессеточных методов можно отнести срав-
нительно невысокую точность и трудность введения 
граничных условий. Дополнительно, в стандартных 
бессеточных методах для построения интерполяцион-
ных функций требуется обеспечить узловую связ-
ность.  

Эти обстоятельства заставили исследователей ис-
кать новые, условно-бессеточные методы, сочетаю-
щие в себе идеи и возможности бессеточного подхо-
да, но, вместе с тем, обладающие достоинствами се-
точных методов. Первыми из бессеточных методов 
нового поколения появились бессеточный метод ко-
нечных элементов (MFEM) и метод естественных со-
седей (Natural Element Method) [10; 15].  

Особенность данных методов в том, что для ста-
ционарных задач они является обычными (классиче-
скимии) методами Галеркина, то есть являются се-
точными. Для нестационарных задач применяется 
подход Лагранжа к описанию среды. А именно, на 
каждом шаге по времени по найденному на предыду-
щем шаге положению узлов строится сетка, опреде-
ляющая новую структуру соседей для каждой узловой 
точки области; на вновь построенной сетке снова ре-
шается методом Галеркина система уравнений. В си-
лу этого методы NEM и MFEM сохраняют некоторые 
преимущества классического метода Галеркина, а 
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именно простоту функций формы в области опреде-
ления, непрерывность между элементами, легкость 
введения граничных условий. При этом имеют все 
достоинства бессеточных методов, так как функции 
формы метода естественных соседей зависят только 
от положения узловых точек.  

Основное отличие классического метода конеч-
ных элементов от бессеточного, помимо интерполя-
ционных коэффициентов для приближения значений 
неизвестных, – необходимость перестройки расчетной 
сетки на каждом временном шаге. Каждый раз на 
вновь построенной сетке строятся новые интерполя-
ционные функции Сибсона и Лапласа [17], вычисля-
ются матрицы жесткости, строится результирующая 
система уравнений, и решение многомерной задачи на 
дробных шагах сводится к решению отдельных урав-
нений методом сопряженных градиентов [1; 2]. 

Для определения структуры соседей и соседних 
узлов [7], а также для вычисления функций формы 
Сибсона и Лапласа, используется разбиение области 
ячейками Вороного [4]. Среди преимуществ такого 
разбиения можно отметить его единственность, что, в 
свою очередь, гарантирует единственность значений 
коэффициентов и интерполяции. Сама расчетная сет-
ка необходима для численного интегрирования при 
вычислении элементов матрицы жесткости результи-
рующей системы уравнений (рассматривается слабая 
форма уравнений движения среды). 

На первом временном шаге разбиение области 
производится с помощью триангуляции Делоне. Од-
нако, в нестационарных задачах, при многократной 
перестройке сетки на каждом временном шаге в ре-
зультате накопления численной ошибки часть тре-
угольников вырождаются и возникают, так называе-
мые, треугольники-щепки. Это, в свою очередь, при-
водит к ошибкам численного интегрирования и 
ошибкам интерполяции. Возникает необходимость во 
включении в алгоритм движения по времени этапов 
улучшения качества расчетной сетки (после того как 
сетка перестает отвечать критериям Делоне). При из-
менении положения расчетных узлов необходимо 
проводить интерполяции значений неизвестных со 
старой, «плохой» сетки на новую, улучшенную. В 
данной работе в качестве интерполяционных коэффи-
циентов при перерасчете значений неизвестных рас-
сматриваются функции формы Сибсона и Лапласа. 

 
1. Интерполяционные функции Сибсона 
Алгоритмы решения задачи о вычислении в за-

данной точке ),( 000 yxx 


 значения некоторой 

функции )(xf


 по ее значениям  kf , заданным на 
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
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Здесь i  
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от функции f , K  – количество точек, по которым 

производится интерполяция функции f . Дополни-
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Здесь и далее рассматривается пространство nE  

измеримых на отрезке  ba,  функций с интегрируе-

мыми по Лебегу квадратами.  
Среди множества известных интерполяций особое 

место занимают функции формы Сибсона и Лапласа, 
которые помимо перечисленных выше свойств обес-
печивают также единственность и непрерывность 
результатов интерполяции и их устойчивость относи-
тельно малых изменений данных.  

1.1. Ячейки Вороного первого и второго порядка 

Для заданной точки iP , ni ..1 , n  – число узлов 

области, многоугольником (ячейкой) Вороного назы-
вается геометрическое место точек на плоскости, ко-

торые находятся к iP  ближе, чем к любой другой за-

данной точке jiPj , . 

Диаграммой Вороного заданного множества точек 

},..{ 1 nPP  называется совокупность всех многоуголь-

ников Вороного заданной системы точек. Строгое 

определение многоугольника Вороного iT  вводится 

следующим образом: 

 jixxdxxdRyxxT jii  ),,(),(:),( 2 
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Диаграмма Вороного второго порядка множества 
узлов N  есть подразбиение плоскости на ячейки ijT , 
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соседей ),( ji nn , такой, что ijT  является геометриче-
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Для того, чтобы определить количество соседних 
узлов для любой точки x


, введенной в заданное рас-

пределение узлов, Сибсон использовал понятие ячеек 
Вороного второго порядка, и таким образом описывал 

естественных соседей точки x


 и их координаты. По-
нятие соседних узлов является расширением и обоб-
щением определения естественных соседей.  
 

 

а)  б)  в)  
 

Рис. 1. а) диаграмма Вороного с введенной в нее точкой;  
б) к построению интерполяции Сибсона;  
в) к построению интерполяции Лапласа 

 
 

На рис. 1а показана точка x


, расположенная 
внутри диаграммы Вороного множества N . Если x


 

рассматривать как узел вместе с множеством узлов 
N , то естественные соседи для x


 – это те узлы, ко-

торые в новом разбиении формируют треугольник, 
содержащий точку x


. Видно, что x


 имеет четыре 

естественных соседа, а именно, узлы 1, 2, 3, и 4. 
Можно отметить, что точка x


 принадлежит ячейке 

Вороного первого порядка для узла с номером 3 
(рис. 1а).  

1.2. Определение функций формы Сибсона 
Функции формы Сибсона, основанные на понятии 

естественных соседей, базируются на диаграммах 
Вороного первого и второго порядков и определяются 
через отношение площадей многоугольников в дву-
мерном случае [16]:  
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Производные функций формы Сибсона можно 
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Строгое определение интерполяции Сибсона 
можно сформулировать в следующем виде. Пусть 
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где d  – евклидово расстояние, kT  – ячейка Вороного 
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циентами интерполяции Сибсона. При этом m  вво-
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Ниже приводятся основные свойства сибсонов-
ской интерполяции: 
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Доказательства приведенных выше свойств ин-
терполяционных функций Сибсона приводятся в ра-
боте [15]. 

Сибсоновская интерполяция также удовлетворяет 
требованиям к функциям формы классического мето-
да конечных элементов. Функции формы естествен-

ных соседей имеют непрерывность класса C  везде, 
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кроме узловых значений. В узлах – непрерывность 

класса 
0C . 

1.3. Вычисление функций формы Сибсона 
Для вычисления функций формы Сибсона необ-

ходимо искать пересечение ячеек Вороного первого и 
второго порядков, что является очень трудоемкой 
задачей вычислительной геометрии. Д. Уотсоном [18] 
был предложен алгоритм поиска площадей пересече-
ния многоугольников путем разбиения многоуголь-
ника ориентированными треугольниками (в каждом 
из треугольников задается порядок обхода вершин).  

 
2. Интерполяция Лапласа 
Построение интерполяции Лапласа также опира-

ется на определение соседей посредством разбиения 
области ячейками Вороного. 

 
2.1. Определение функций формы Лапласа 
Пусть точка ),( yxx 
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угольнику Вороного с числом сторон равным N . 
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Такой способ определения коэффициентов i  

проще и экономичнее, чем в подходе Сибсона, так как 
не требует вычисления площадей пересечения много-
угольников. На рис. 1в изображена схема построения 
интерполяции Лапласа для двумерного случая.  

Обозначим )(/)()( xhxsx iii
  . Тогда произ-

водные функций формы Лапласа могут быть получе-
ны дифференцированием уравнения (3): 

.2,1,
)(

)()()(

1
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, 





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j
x

xxx
N

j
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ji 
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2.2. Свойства интерполяции Лапласа 
Ниже приведем основные свойства интерполяци-

онных функций Лапласа в соответствии с общими 
требованиями к интерполирующим функциям, пред-
ставленным в выражении (1). 

Разложение единицы. Интерполяционные функ-
ции формы Лапласа представляют разложение едини-
цы:  

1)(
1




x
n

i
i
 .                             (4) 

Это свойство автоматически вытекает из построе-
ния функций формы. К тому же стоит заметить, что 
функция формы должна точно аппроксимировать по-
стоянную на элементе функцию. Благодаря условию 

(4) интерполяция Лапласа точно воспроизводит 
функции равные константе. 

 
Линейная полнота. Несибсоновская интерполяция 

удовлетворяет следующему свойству для локальных 

координат: i
i

i xxx   )( , где ix


– естественные 

соседи точки x


.  
В соответствии с приведенными свойствами ин-

терполяция Лапласа может точно аппроксимировать 
линейную функцию: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

i i i
i i
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f x T x t T x t

Tx t f x

 
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2.3. Вычисление функций формы Лапласа 
Алгоритм вычисления функций формы Лапласа 

для случая, когда ячейка Вороного имеет произволь-
ное число узлов, то есть когда точка ),( yxx 


 имеет 

произвольное число ближайших соседей, описан в 
работе [7]. Следуя данному алгоритму можно выпи-
сать следующие выражения для коэффициентов ин-
терполяции: 

,)()()(/)()( xlxrxhxsx mmmmm


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Используя соотношения (5) и (6), можно постро-

ить функции формы Лапласа.  
Несибсоновская интерполяция имеет особен-

ность, которая выводится из ее основных свойств. 
Если для заданного множества точек построить раз-
биение области ячейками Вороного, то многие из 
многоугольников разбиения будут симплексами. На 
симплексных многоугольниках функции формы Лап-
ласа ведут себя как линейные функции. Действитель-
но, в работе [3] доказывается, что несибсоновская 
интерполяция на симплексе точно воспроизводит ли-
нейную функцию. В двумерном пространстве сим-
плексом является треугольник и для построения ин-
терполирующей функции используются три точки 
(узлы треугольника). Тот факт, что точное поведение 
функций формы на некоторых многоугольниках из-
вестно заранее, может упростить задачу интегрирова-
ния, а также вычисления производных. 

 
3. Носитель функций формы Сибсона и Лапла-

са. Расширенная интерполяция Лапласа 
Различные алгоритмы интерполяции отличаются 

способами выбора коэффициентов i  и методами 

выбора соседей для заданной узловой точки. Коэффи-
циенты интерполяции в сибсоновских и несибсонов-
ских функциях формы основываются на понятии ес-
тественных соседей и, по своей сути, представляют 
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собой один и тот же вид интерполяции. А именно: для 
построения функций формы Сибсона используются 
величины, размерность которых соответствует раз-
мерности рассматриваемого пространства. В соответ-
ствии с этим, такие интерполяционные функции при-
ближают значения неизвестных величин со вторым 
порядком точности для двумерного случая и с треть-
им – для трехмерного. В отличие от сибсоновских 
интерполяционных функций, размерность величин, 

входящих в выражения для функций формы Лапласа, 
на единицу меньше размерности пространства реше-
ний моделируемой задачи и такие функции формы 
аппроксимируют значения неизвестных с первым по-
рядком точности для двумерного случая и со вторым 
для трехмерного. Таким образом, геометрия сибсо-
новских функций формы (рис. 2а) имеет более глад-
кий вид, чем функция-шапочка, соответствующая 
интерполяции Лапласа (2б). 

 

       
а)   б) 

Рис. 2. а) функция формы Сибсона; б) функция формы расширенной интерполяции Лапласа 
 
 
Помимо порядка величин, входящих в выражения 

для сибсоновских и несибсоновских функций формы, 
различаются также и набор узлов, по которому строят-
ся обе интерполяции. В первом случае для выбора со-
седей узловой точки, введенной в мозаику разбиения 
расчетной области, используется критерий описанной 
окружности Делоне. А именно: введенная в узловое 
разбиение точка будет вносить вклад в те вершины 

треугольников дискретизации, описанные окружности 
которых содержат саму точку. В этом случае представ-
ление области треугольными элементами необходимо 
для перехода к слабой форме уравнений в методе Га-
леркина. На рис. 3а представлен носитель функции 
формы Сибсона: множество точек, принадлежащее 
пересекающимся окружностям Делоне. 

 

      
 а)  б) 

 
Рис. 3. а) носитель функции формы Сибсона; б) носитель функции формы Лапласа 
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В случае несибсоновской интерполяции область 
разбивается множеством многоугольников, представ-
ляющих элементы расширенной триангуляции Дело-
не. Интегрирование производиться по элементам EDT 

и соседями точки 0x


, введенной в первоначальное 

разбиение, являются вершины EDT, которой 0x


 при-

надлежит. Носителем функции формы Лапласа явля-
ется многоугольник расширенной триангуляции Де-
лоне, содержащий точку (рис. 3,б). 

На основе функций формы Лапласа можно по-
строить еще один вид интерполяции, основанный на 
понятии ячеек Вороного: расширенную интерполя-
цию Лапласа [17]. Ее отличие от классической заклю-
чается в выборе множества соседних узлов для точки 

0x


, а именно интерполяция проводится по всем сосе-

дям 0x


, удовлетворяющим критерию описанной ок-

ружности Делоне. Носитель функции формы в этом 
случае будет совпадать с носителем интерполяцион-
ной функции Сибсона, а коэффициенты интерполяции 
будут представлять функции формы Лапласа. В этом 
случае порядок аппроксимации расширенной интер-
поляции Лапласа будет на единицу меньше интерпо-
ляции естественных соседей. 

 
4. Сравнение интерполяций Сибсона и Лапласа 

на решении уравнения Пуассона 
4.1. Постановка задачи 
Точность использования интерполяционных 

функций Сибсона и Лапласа в плоском случае прове-

ряется на решении уравнения Пуассона в области D  
при заданном значении правой части (метод пробных 
функций): bu  , с граничными условиями: 

Дирихле: uu ~  на участке u  границы ;  

Неймана: q
n

u
q ~




   на участке q  границы 

,  где ),( yx nnn 


 – внешняя единичная нормаль к 

поверхности; qu ~,~  – заданные значения функции и ее 

нормальной производной на границе qu  . 

Данный тест можно интерпретировать как расчет 
давления на одном временном шаге нестационарной 
задачи о движении вязкой несжимаемой жидкости. 

 
4.2. Краткое описание метода Галеркина 
Метод Галеркина является частным случаем ме-

тода взвешенных невязок, в котором весовые функ-
ции совпадают с базисными. 

Пусть дана система уравнений: 
 xpuL
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удовлетворяющая граничным условиям  
 xxquF


),()( . 

Здесь ku  – узловые значения искомой функции, 

k  – функции формы. Невязка  

puL
N

k
kk  



)(
1

  

ортогонализируется по отношению к базисным функ-

циям i : 

.,...,1,0, Nii                 (7) 
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Если L  – линейный оператор, то система (7) пе-
реходит в систему линейных алгебраических уравне-

ний относительно коэффициентов ku . При этом мож-

но заметить, что в методе Галеркина матрица системы 
линейных алгебраических уравнений является сим-
метричной и положительно определенной. 

 
4.3. Численные результаты 
Тесты проводились в областях с различной гео-

метрией и с различным числом расчетных узлов. Пер-
вая группа тестов была проведена на линейных функ-
циях. При этом оказалось, что для таких функций 
максимальная относительная погрешность интерпо-

ляции Сибсона (метод NEM) составила 610 , а ин-

терполяции Лапласа – 5104   (метод MFEM). Значе-
ние относительной погрешности   вычислялось 
следующим образом: 

u

uu

max

ˆmax 
 .                         (8) 

Здесь u  – аналитическое решение уравнения Пу-
ассона, записанное согласно методу пробных функ-
ций, û  – найденное численное решение. 

Далее приводятся результаты для функции, силь-
но отличающейся своими значениями в узлах сетки. 

Рассмотрим область D , верхняя граница 1  которой 

задается уравнением  2,0),sin(5,0  xxy , а 

боковые и нижняя границы 432 ,,   являются 

прямыми линиями, а именно:  0,1,0:2  yx ; 

 2,0,1:3  xy ;  0,1,2:4  yx  . 

В описанной выше области решалось уравнение 

Пуассона (8) для функции 
2xyu   с граничными 

условиями Дирихле на 1  и Неймана на границах 

432 ,,  : 

2xyu  , 1),( yx ;      2
2 ),(, 




yxy
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yxy
n

u
 . 

В качестве численного метода решения уравнения 
Пуассона использовался метод Галеркина в слабой 
форме. Для аппроксимации неизвестных были выбра-
ны функции формы Сибсона и Лапласа. При этом в 
качестве носителя несибсоновской функции формы 
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рассматривался как многоугольник EDT, так и пере-
сечение пустых окружностей Делоне (носитель ин-
терполяционной функции Сибсона). Численное ин-
тегрирование осуществлялось по элементам расши-
ренной триангуляции Делоне и было реализовано с 
помощью квадратур Хаммера. Для сравнения в ходе 
расчетов выбиралось различное число точек интегри-

рования intn , а именно: 7int n , 13int n , 

25int n . Полученная система линейных алгебраи-

ческих уравнений решалась методом сопряженных 
градиентов с предобусловливанием.  

 

а)    б)  
 

Рис. 4. а) погрешность решения (функции формы Сибсона); б) время расчета (функции формы Сибсона) 
 

На рис. 4а приведены кривые погрешности реше-
ния уравнения Пуассона в описанной области мето-
дом пробных функций. В качестве интерполяционных 
функций выбирались функции формы Сибсона (метод 
NEM). Кривые под номерами 1, 2, 3 соответствуют 
семи, тринадцати и двадцатипетиточечной схемам 
интегрирования соответственно. Погрешность   
вычислялась по формуле (8).  

На рис. 4б представлены графики зависимости 
времени расчета (секунды) от числа узлов области 

также для 7int n , 13int n , 25int n .  

Из представленных графиков видно, что опти-
мальным в смысле выбранной точности и временных 
затрат являются результаты расчетов, соответствую-

щие 13int n . При 25int n  показаны более точные 

результаты, однако в этом случае существенно увели-
чивается время расчета для числа узлов области 
большего 4500.  

В таблицах 1 и 2 для тех же значений точек ин-
тегрирования приводится относительная погрешность 
значений функции и время расчета для различного 
числа узлов расчетной области при использовании 
интерполяции метода NEM.  

 
Таблица 1 

Относительная погрешность интерполяции Сибсона )(u  

 

intn  N 1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 3107942,1   4108874,8   
4101326,7   

4109086,5   
4103996,5   

4103558,4   

13 3101387,1   
4100157,8   

4104594,6   
4109679,5   

4101295,5   
4107801,3   

25 3100760,1   
4104341,4   

4108381,2   
4104600,2   

4101035,2   
4107780,1   

 
Таблица 2 

Время решения уравнения Пуассона с использованием интерполяции Сибсона 
 

intn  N  1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 0,810 0,343 0,875 1,297 1,875 2,687 
13 0,125 0,468 1,126 1,625 2,297 3,235 
25 0,203 0,719 1,640 2,313 3,218 4,406 

 
 

Ниже на рис. 5 и рис. 6 представлены результаты 
аналогичных расчетов, полученные при использова-
нии в качестве интерполяционной функции функции 

формы Лапласа. А именно: на рис. 5 приведены по-
грешность решения и время расчета для функции 
формы Лапласа, носитель которой совпадает с носи-
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телем функции формы Сибсона (расширенная интер-
поляция Лапласа). На рис. 6 интерполяционная функ-
ция строилась на многоугольниках расширенной три-
ангуляции Делоне (метод MFEM). 

Из представленных результатов видно, что рас-
ширенная интерполяция Лапласа занимает промежу-
точный результат между сибсоновскими и несибсо-

новскими функциями формы. При этом для интерпо-
ляции бессеточного метода конечных элементов 
(рис. 6) наблюдается зависимость погрешности реше-
ния от числа узлов, а именно: график погрешности не 
является монотонно убывающим, в диапазоне узлов 
от 7500 до 9500 виден рост ошибки интерполяции. 

 

а)  б)  
 

Рис. 5. а) погрешность решения (расширенная интерполяция Лапласа);  
б) время расчета (расширенная интерполяция Лапласа) 

 
Для обоих методов интерполяции, представлен-

ных на рис. 5 – 6, также как при использовании функ-
ций формы Сибсона наиболее точной является два-
дцатипятиточечная схема интегрирования. Однако в 
этом случае временные затраты максимальны. Поэто-

му для дальнейших расчетов было выбрано число 

точек интегрирования 13int n .  

В таблицах 3 – 6 приведены данные расчетов (по-
грешность интерполяции и время расчетов) для не-
сибсоновской интерполяции и расширенной интерпо-
ляции Лапласа. 

 

а)  б)  
 

Рис. 6. Функции формы Лапласа а) погрешность решения; б) время расчета 
 

Таблица 3 
Относительная погрешность расширенной интерполяции Лапласа )(u  

 

intn  N
 1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 3107941,1   4102896,9   
4109703,6   

4108920,5   
4102443,5   

4103567,4   

13 3101387,1   
4100531,6   

4100360,5   
4103779,5   

4102752,5   
4106223,4   

25 3100760,1   
4104341,4   

4107591,2   
4103885,2   

4101057,2   
4100521,2   
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Таблица 4 
Время решения уравнения Пуассона с использованием расширенной интерполяции Лапласа t [c] 

 

intn  N  1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 0,094 0,375 0,985 1,4530 2,140 2,485 
13 0,125 0,531 1,359 1,953 2,797 3,235 
25 0,219 0,843 2,078 2,906 4,047 4,765 

 
Таблица 5 

Относительная погрешность интерполяции Лапласа )(u  

 

intn N  1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 4108544,9   4102259,7   
3105713,1   

3100601,2   
3101315,2   

3108822,1   

13 3100495,1   
4101352,5   

4109359,4   
4109666,4   

4106723,6   
4107108,7   

25 4107954,9   
4109590,4   

4103861,4   
4108822,3   

4100551,8   
3100665,1   

 
Таблица 6 

Время решения уравнения Пуассона с использованием интерполяции Лапласа 
 

intn  N  1209 3122 5552 6972 8668 10500 

7 0,063 0,312 0,844 1,266 1,891 5,020 
13 0,930 0,406 1,078 1,594 2,343 3,422 
25 0,140 0,609 1,562 2,281 3,313 7,001 

 
 

Для анализа приведем сравнение относительной 
погрешности (рис. 7,а) и времени расчета (рис. 7б) 
трех видов интерполяции для числа узлов интегриро-

вания 13int n . Кривая с номером 1 соответствует 

сибсоновским функциям формы, с номером 2 – функ-
циям формы расширенной интерполяции Лапласа, с 
номером 3 – несибсоновским функциям формы 
(функциям формы Лапласа). 

 

а)   б)  
 

Рис. 7. Сравнение алгоритмов интерполяции. а) погрешность решения; б) время расчета 
 

 
Из приведенного на рис. 7 сравнения различных 

алгоритмов интерполяций можно сделать вывод, что 
при одинаковом числе узлов области несибсоновская 
интерполяция требует меньше времени, чем интерпо-
ляция естественных соседей и расширенная интерпо-
ляция Лапласа. Это объясняется тем, что методы по-
строения функций формы Сибсона включают в себя 
алгоритмы поиска площадей пересечения много-

угольников, что является трудоемкой задачей вычис-
лительной геометрии. 

 
Заключение 
Таким образом, можно сделать выводы, что в 

расширенной интерполяции Лапласа множество сосе-
дей для точки интегрирования значительно больше, 
чем для несибсоновских функций формы. Отсюда 
можно наблюдать увеличение временных затрат на 
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построение такого рода интерполяции и уменьшение 
погрешности вычислений. Тем не менее, для одного и 
того же числа узлов алгоритм решения задачи, ис-
пользующий для вычисления неизвестных функции 
формы Сибсона и расширенной интерполяции Лапла-
са, дает более точные результаты, чем альтернатив-
ный алгоритм, в основе которого лежат функции 

формы Лапласа. А так как размер результирующей 
матрицы системы уравнений ограничен размером 
оперативной памяти ЭВМ, то, несмотря на некоторые 
преимущества во времени построения несибсонов-
ских функций формы, выгоднее использовать для ин-
терполяции неизвестных при перестройке расчетной 
сетки функции формы Сибсона.  
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