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В работе предлагаются математические модели систем с повторными вызовами (RQ-систем, Retrial 

Queueing Systems), функционирующих в полумарковской среде. Исследуются асимптотические средние харак-
теристики, величины отклонения количества заявок в источнике повторных вызовов от их асимптотического 
среднего значения. Проводится глобальная аппроксимация процесса изменения числа заявок в системе и иссле-
дуется плотность распределения вероятностей значений этого процесса. 

The paper is devoted to the mathematical models of retrial queueing systems concerning semi-Markov environment 
influence on the repeated calls source and services. The asymptotical average characteristics of the considered systems 
and deviation numbers of applications in the repeated calls source depending on their asymptotical average are investi-
gated. The author provides the global approximationof the process of changing applications number in the repeated calls 
source, and investigates the density of distribution of the probabilities of the process values. 
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Введение 
В настоящее время исследованию систем с по-

вторными вызовами [7] (RQ-систем, Retrial Queueing 
Systems) посвящается достаточно много трудов [1 – 2; 
6 – 9]. Причинами являются необходимость оценки 
производительности и разработки новых, более эф-
фективных локальных компьютерных сетей, радиосе-
тей, сетей сотовой связи. Общим моментом является 
наличие единого передающего ресурса со случайным 
доступом к нему со стороны абонентских станций и, 
как следствие, необходимость повторной передачи в 
случае возникновения коллизий.  

Проектирование и построение наиболее эффек-
тивно функционирующих сетей связи невозможно без 
учёта случайной среды, то есть неконтролируемых 
внешних воздействий в процессе передачи данных по 
каналу [1]. 

В данной работе проводится построение и иссле-
дование математических моделей систем с повторны-
ми вызовами, в которых изменение параметров функ-
ционирования происходит под влиянием внешнего 
фактора – случайной среды. Инструментом модели-
рования такого рода систем является аппарат теории 
массового обслуживания [5], позволяющий изучить 
вероятностно-временные характеристики функциони-
рования систем.  

 
 
Постановка задачи и построение математиче-

ской модели 
Рассмотрим однолинейную RQ-систему, на вход 

которой поступает простейший с параметром λ  по-
ток заявок. Прибор этой системы может находиться в 
одном из двух состояний: 0k , если он свободен; 

1k , если он занят обслуживанием заявки. Заявка, 
заставшая в момент поступления прибор свободным, 
начинает немедленно обслуживаться. Если в течение 
обслуживания этой заявки другие требования на при-
бор не поступают, то исходная заявка по завершении 
обслуживания покидает систему. Если во время об-
служивания одной заявки поступает новая заявка, то 
она переходит в источник повторных вызовов. Число 
заявок в источнике повторных вызовов обозначим i .  

RQ-система функционирует в случайной среде. В 
качестве математической модели случайной среды 
рассмотрим полумарковский процесс )(ts  с непре-

рывным временем t , то есть такой дискретный слу-
чайный процесс, который принимает значения из ко-
нечного множества состояний Ss ,...,2,1  и для ко-

торого вложенная по моментам времени nt  измене-

ния состояний цепь )( nts  является марковской. Вре-

мена пребывания этого процесса в различных состоя-
ниях являются условно независимыми случайными 
величинами, распределение вероятностей значений 
которых зависит лишь от номера состояния полумар-
ковского процесса.  

Для определения полумарковского процесса [4] 
)(ts  зададим стохастическую матрицу одношаговых 

вероятностей 
21ssp  переходов вложенной цепи Маркова: 

))(|)(( 12121
stsstsPp nnss   , 

при этом будем полагать, что 0ssp .  

Заметим, что  





S

s
ssp

12

21
1 , Ss ,...,2,1 .                  (1) 
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Также зададим набор функций распределения 

)(xGs  значений времени пребывания полумарковско-

го процесса в s -м состоянии. 
Будем полагать, что влияние случайной среды на 

функционирование сети определяется зависимостью 
интенсивности   обслуживания заявок в источнике 

повторных вызовов от состояний s  случайной среды, 
то есть )(s . Вероятность обращения заявок на 

прибор из источника повторных вызовов за бесконеч-
но малый промежуток времени t  равна 

)()( tots  , при условии, что среда находится в 

состоянии s . Также влияние среды сказывается на 
интенсивности   обслуживания заявок на приборе, 

то есть )(s , где s  – текущее состояние случай-

ной среды. Вероятность окончания обслуживания 
заявки на приборе за бесконечно малый промежуток 
времени t  равна )()( tots  . 

В силу свойств приведенной математической мо-

дели трехмерный случайный вектор  )(),(),( tstitk  

изменения во времени состояний  )(),( titk  матема-

тической модели cсистемы и состояний  )(ts  мате-

матической модели случайной среды является полу-
марковским процессом [4]. 

Для исследования описанной математической мо-

дели марковизируем процесс  )(),(),( tstitk  методом 

дополнительной переменной [5]. Введём переменную 
)(t , имеющую смысл длины интервала времени от 

момента t  до момента смены текущего состояния 
случайной среды, тогда процесс изменения значений 

вектора  )(),(),(),( ttstitk   является марковским 

процессом.  
Обозначим  

 ))(,)(,)(,)(( tstsitiktkP  

),,,,( tsikP  . 

В любой момент времени должно выполняться 

условие нормировки: 




 


1

0 0 1

1),,,,(
k i

S

s

tsikP . 

Представим интенсивность )(s  обращения зая-

вок на прибор из источника повторных вызовов в ви-
де )()( ss  . Для распределения вероятностей 

),,,,( tsikP   можно составить следующую систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова: 

  



),,,,0()(

),,,,0(
tsiPsi

t

tsiP
 











),0,,,0(),,,,0( tsiPtsiP

 


 



S

s
sss p

tsiP
GtsiPs

1

1

1

1

),0,,,0(
)(),,,,1()( , 

  



),,,,1()(

),,,,1(
tsiPs

t

tsiP
 











),0,,,1(),,,,1( tsiPtsiP

 

 ),,,,0( tsiP  

 ),,,1,0()()1( tsiPsi  

 ),,,1,1( tsiP  


 



S

s
sss p

tsiP
G

1

1

1

1

),0,,,1(
)( .           (2) 

Решение ),,,,( tsikP   системы (1) будем искать 

методом асимптотического анализа [3] в условиях 
большой задержки 0 . 

Обозначим  
2 ,  t2

                   (3) 

и рассмотрим предельный процесс 

 )/(lim)( 22

0



ix , характеризующий асим-

птотическое среднее нормированного числа заявок в 
источнике повторных вызовов. 

Рассмотрим также процесс 

  


)()/(lim)( 22

0
xiy , 

который характеризует изменение величин откло-
нения нормированного числа заявок в источнике по-
вторных вызовов от их асимптотического среднего и 
покажем, что он является диффузионным процессом 
авторегрессии. Процесс изменения состояний канала 

)/( 2k при 0  является дискретным марковским 

процессом, независимым от процесса )(y . 

Используя предельные процессы )(x  и )(y  для 

достаточно малых значений параметра  , рассмотрим 
процесс yxz  )()( , который аппроксимирует 

процесс изменения числа заявок в системе )/( 22  i , 

и покажем, что он является однородным диффузион-
ным процессом. 

В системе (2) выполним замены  

yxi 2 , ),,,,,(),,,,(
1




sykHtsikP ,    

(4) 
будем иметь: 











y

syH
x

syH ),,,,,0(
)(

),,,,,0(2  

 ),,,,,0()))((( syHyxs  











),,0,,,0(),,,,,0( syHsyH

 

 ),,,,()( 1 syHs  


 


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S

s
sss p

syH
G

1

1

1

1

),,0,,,0(
)( , 



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syH
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)(
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 ),,,,,1())())((( syHsyxs  











),,0,,,1(),,,,,1( syHsyH

 

 ),,,,,1( syH  

 ),,,,,0())()(( syHyxs  

 ),,,,,1( syH  
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
 




S

s
sss p

syH
G

1

1

1

1

),,0,,,1(
)( .       (5) 

Дальнейшие исследования будем проводить, ос-
новываясь на этой системе. 

 
Исследование асимптотических средних ха-

рактеристик RQ-систем 
Под асимптотическими средними характеристи-

ками будем понимать распределение вероятностей 

)(xRk  состояний канала сети связи и функцию )(x . 

Теорема 1. Асимптотическое при 0  среднее 

значение нормированного числа заявок в источнике 
повторных вызовов )(x  есть детерминированная 

функция, определяемая обыкновенным дифференци-
альным уравнением вида 

)()()(' 100 xRxRxx  ,                   (6) 

здесь )(xRk  определяются равенством 





S

s
kk sxQxR

1

),,(lim)( ,                  (7) 

в котором функции ),,( sxQk  определяются 

системой (11) и условием нормировки(12). 
Доказательство. В системе (5) перейдем к пре-

делу при 0  и, полагая, что существуют конечные 
пределы: 

),,,,(),,,,,(lim
0




sykHsykH ,              (8) 

получим систему: 







),,,,0(
),,,,0())((

syH
syHxs  


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),,,,1()(

syH
syHs  



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

),0,,,1( syH
),,,,0())((  syHxs  


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
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S

s
sss p

syH
G

1

1

1

1

),0,,,1(
)( .            (9) 

Решение ),,,,( sykH системы (9) будем искать 

в виде: 

),(),,(),,,,(  yHsxQsykH k .        (10) 

С учётом (10) функция ),,( sxQk , имеющая 

смысл условного совместного распределения вероят-
ностей состояний k  канала и s  среды при условии 

xx )( , как следует из (9), определяется системой 

вида: 


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),,())(( 0

0
sxQ

sxQxs  







)0,,(0 sxQ  ),,()( 1 sxQs  


 



S

s
sss p

sxQ
G

1

0

1

1

)0,,(
)( , 







),,(
),,()( 1

1
sxQ

sxQs  






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1
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1

( , ,0)
( ) ,

S

s s s
s

Q x s
G p






                  (11) 

и условием нормировки: 

1),,(
1

0 1


 k

S

s
k sxQ .                  (12) 

Будем полагать, что ),,( sxQk  известны, если 

удается решить систему (11). 
Далее покажем, что )( xx  является детерми-

нированной функцией. 

В системе (5) функции ),,,(  syHk  разло-

жим в ряд по приращениям аргумента y  с точностью 

до ( ),o   получим: 



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Все уравнения системы (13) просуммируем по k  и 
по s , учтем (1) и при   получим: 
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Поделим на   обе части полученного уравнения, 
выполним предельный переход (8), учтем (10), полу-
чим: 


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Учтем условие нормировки (12), обозначим: 

1,0,),,(lim)(
1

 
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ksxQxR
S

s
kk , 





S

s

sxQsxR
1

00 ),,()(lim)( ,   (14) 

заметим, что )(xRk  имеет смысл распределения 

вероятностей состояний канала, получим: 

 0
),(

)()()(' 10 





y

yH
xRxxRx . 

Поскольку производная плотности распределения 
),( yH  не может тождественно равняться нулю, сле-

довательно, функция )( xx  является решением 

обыкновенного дифференциального уравнения 

)()()(' 10 xRxxRx  ,                (15) 

здесь )(xRk  есть распределение вероятностей со-

стояний канала, определяемое равенством (14), в ко-

тором ),,( sxQk  есть двумерное распределение ве-

роятностей состояний k  канала и состояний s  слу-
чайной среды, которое определяется системой (11) и 
условием нормировки (12). Таким образом, (15) сов-
падает с (6). Теорема доказана. 

 
Исследование величин отклонения числа заявок 

в источнике повторных вызовов от их асимпто-
тического среднего  

Докажем следующую теорему. 
Теорема 2. Асимптотически при 0  случай-

ный процесс )(y  определяется стохастическим 

дифференциальным уравнением вида: 

)()()()()(  dwxBdyxAdy x ,       (16) 

где )(w  есть стандартный винеровский процесс, 

)(xA  определяется производной по x  от правой 

части дифференциального уравнения (6), а функция 
)(xB  определяется равенством: 

  )(2)()()( )1(
010

2 xxhxRxxRxB  

))()()(()( )1(
1

)1(
0

)1(
1 xhxhxxh  ,        (17) 

если выражение в правой части больше нуля, 

здесь параметры a  и   заданы, )(xRk  определяются 

равенствами (7), x  определяется дифференциальным 

уравнением (6), )()1( xhk  определяются равенством: 

)(),,(lim )1(

1

)1( xhsxh k

S

s
k 


, 

в котором ),,()1( sxhk  есть решение системы (21). 

Доказательство. Будем искать решение 
),,,,,( sykH  системы (13) в виде следующего 

разложения: 

 ),(),,(),,,,,( yHsxQsykH k  

).(),,,(  osyhk    (18) 

Подставим в систему (13) разложение (18), учтем 
(11) и запишем полученную систему, сократив на   
все уравнения в следующем виде: 
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Будем искать решение системы (19) в следующем 
виде:  


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Подставим (20) в (19) и представим систему в ви-
де двух систем: 
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),,()(),,()( 01  sxxQssxQx (21) 

и 
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Продифференцируем систему (11) по x , получим: 
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Из (22) и (23) следует, что решение ),,()2( sxhk  

системы (22) имеет вид: 

x

sxQ
sxh k

k 

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),,(

),,()2( .       (24) 

С учетом (24) и (10) разложение (18) примет вид: 
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Теперь найдем вид функции ),( yH . Для этого 

функции в правой части системы (5) разложим в ряд 

по приращениям аргумента y  с точностью до )( 2o , 

получим: 
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Сложим все уравнения системы (26) по k , полу-
чим: 
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Подставим в полученную систему разложение 
функций ),,,,( sykH  в виде (25), получим: 
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Просуммируем уравнения системы (27) по s , вы-
полним предельный переход при  , воспользу-

емся условием нормировки (12), обозначением (14), 
также обозначим: 
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учтем (1), получим 
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В силу дифференциального уравнения (6) унич-
тожим в (29) слагаемые порядка )(o , поделим обе 

части полученного уравнения на 2 , выполним не-
сложные преобразования, будем иметь: 
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  )(2)()(
2

1 )1(
010 xxhxRxxR  

 )()(()( )1(
0

)1(
1 xhxxh  


2

2
)1(

1
),(

))(
y

yH
xh




 .              (30) 

Получили уравнение Фоккера-Планка для плот-
ности распределения вероятностей ),( yH  значений 

диффузионного процесса авторегрессии )(y . Обо-

значим коэффициент переноса уравнения (30) как 

)(xAx . Заметим, что )(xAx  является производной по

x от правой части дифференциального уравнения (6), 
то есть: 

 )()()( 10 xRxxR
x

xAx 



 .  (31) 

Коэффициент диффузии обозначим следующим 
образом: 

  )(2)()()( )1(
010

2 xxhxRxxRxB  

))()()(()( )1(
1

)1(
0

)1(
1 xhxhxxh  ,             (32) 

если выражение в правой части больше нуля. 
Получили, что (32) совпадает с (17). Из (30) сле-

дует, что ),( yH  является плотностью распределе-

ния вероятностей некоторого диффузионного процес-
са )(y , который удовлетворяет стохастическому 

дифференциальному уравнению  

)()()()()(  dwxBdyxAdy x ,         (33) 

где )(w  является стандартным винеровским 

процессом, )(xAx  определяется равенством (31), 

)(xB  – равенством (32), совпадающим с (17), следо-

вательно, уравнение (33) совпадает с уравнением (16), 
а процесс )(y  является процессом авторегрессии.  

Теорема доказана. 
Следствие 2.1. Решение )(y  стохастического 

дифференциального уравнения (33) имеет вид:  


  





0

))(())((

)())(()( 00 udweuxBey

u

xx dssxAdssxA

,   (34) 

где )(xA  определяется равенством (31), )(xB  – 

равенством (17), )(x  – дифференциальным уравне-

нием (6), а )(w  есть стандартный винеровский про-

цесс. 
Доказательство. Представим процесс )(y  в 

следующем виде:  

)()( 0

))((









fey
dssxAx

,             (35) 

тогда  
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)()( 0

))((









yef
dssxA x

,               (36) 

здесь )(xAx  определяется равенством (31), а 

функция )(x  – дифференциальным уравнением (6). 

Продифференцируем (36), используя формулы 
Ито, получим: 

dyedfxAdf
dssxA

x

x





0

))((

)())(()( . 

Учитывая (35), получим: 









dyexAdf
dssxA

x

x

)())(()( 0

))((

 

)]())(()())(([0

))((









dwxBdyxAe x

dssxAx

. 

Выполним преобразования, будем иметь: 

).())(()( 0

))((









dwexBdf
dssxAx

(37) 

Проинтегрируем (37), положив 0)0( f , тогда 

исходное представление )(y  в виде (35) примет вид: 


  





0

))(())((

)())(()( 00 udweuxBey

u

xx dssxAdssxA

,     (38) 

где )(xAx  определяется равенством (31), )(xB  – 

равенством (17), )(x  – дифференциальным уравнени-

ем (6), а )(w  есть стандартный винеровский процесс, 

то есть (38) совпадает с (34). Следствие доказано. 
 
Глобальная аппроксимация процесса изменения 

состояний RQ-систем в полумарковской среде 
Покажем, что для достаточно малых значений па-

раметра   случайный процесс ,)()( yxz   ап-

проксимирующий процесс изменения числа заявок в 

ИПВ 
2 2( / ),i    является однородным диффузион-

ным процессом. Докажем следующую теорему. 
Теорема 3. С точностью до )(o случайный про-

цесс )(z  является решением стохастического диф-

ференциального уравнения: 
)()()()(  dwzBdzAdz ,             (39) 

где )(w  есть стандартный винеровский процесс, 

функция )(zA  определяется правой частью диффе-

ренциального уравнения (6), а функция )(zB  – равен-

ством (17), то есть )(z  является однородным диффу-

зионным процессом с коэффициентом переноса )(zA  

и коэффициентом диффузии )(22 zB . 

Доказательство. Поскольку yxz  )()( , то 

дифференцируя )(z  по   получаем: 

 .)()( dydxdz                 (40) 

В силу (6) и (16) имеем: 

 dxRxxRdz )]()([)( 10  

  )()()()( 10 



 dwxBdxRxxR
x

y . 

Так как правая часть содержит разложение в ряд 
по приращениям y  аргумента x , то можно запи-

сать: 

 dyxRyxRyxdz )]()()([)( 10  

)()(  dwyzB . 

Заметим, что yxz  )()( , тогда с точностью 

до )(o  имеем: 

 dzRzzRdz )]()([)( 10  
)()()(  odwzB . 

С учетом (6) уравнение (40) окончательно примет 
вид: )()()()()(  odwzBdzAdz . 

Таким образом, )(z  является однородным диф-

фузионным процессом с коэффициентом переноса 

)(zA  и коэффициентом диффузии )(22 zB  и опреде-

ляется с точностью до )(o стохастическим дифферен-

циальным уравнением вида (39). Теорема доказана. 
Следствие 3.1. Плотность распределения вероят-

ностей значений процесса )(z  имеет вид: 


 








0

)(

)(2

2

)(

)(2

2

0
22

0
22

)(

1

)(

1

)(

dze
zB

e
zB

zF z

z

du
uB

uA

du
uB

uA

,            (41) 

где )(zA  определяется правой частью дифферен-

циального уравнения (6), )(zB  – равенством (17). 

Доказательство. Обозначим ),( zF  плотность 

распределения вероятностей значений процесса )(z , 

тогда можно записать уравнение Фоккера-Планка для 
плотности этого процесса: 

 







),()(
),(

zFzA
z

zF
 

 ),()(
2

2
2

22





 zFzB
z

, 

где )(zA  определяется правой частью дифферен-

циального уравнения (6), )(zB  – равенством (17). 

Рассмотрим функционирование процесса )(z  в ста-

ционарном режиме, то есть )(),( zFzF  , тогда 

стабильное распределение можно найти из уравнения 
Фоккера-Планка: 

   )()(
2

)()(0 2
2

22

zFzB
z

zFzA
z 







 .        (42) 

Уравнение [42] является однородным дифферен-
циальным уравнением второго порядка. Обозначим  

)()()(2 zGzFzB  .                  (43) 

Понизим порядок уравнения (43) и, положив кон-
станту, возникшую в результате интегрирования, рав-
ной нулю, запишем: 

)(
)(

)(2)(
22

zG
zB

zA

z

zG







. 

Проинтегрируем последнее уравнение 
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1
0

22
0 )(

)(2

)(

)(
Cdu

uB

uA
du

uG

udG zz




  , 

выполним преобразования: 

Cdu
uB

uA
zG

z

ln
)(

)(2
)(ln

0
22




  ,   




z
du

uB

uA

eCzG 0
22 )(

)(2

)( . 

Учтем замену (43) и перепишем последнее урав-
нение в виде: 


 

z

du
uB

uA

e
zB

C
zF 0

22 )(

)(2

2 )(
)( .                 (44) 

Константу C  найдем из условия нормировки 

1)(
0




dzzF , тогда  




 
0

)(

)(2

2
0

22

)(

1
1

du
uB

uAz

e
zB

C .            (45) 

Подставим (45) в (44), получим плотность распре-
деления вероятностей для процесса )(z  в виде (41). 

Следствие доказано. 

Таким образом, в данной работе найдено распре-

деление вероятностей )(xRk  состояний k  канала в 

виде (7). Получено дифференциальное уравнение (6), 
определяющее асимптотическое среднее значение 

)(x  нормированного числа заявок в источнике по-

вторных вызовов. Исследованы величины отклонения 
от этого среднего, показано, что процесс их измене-
ния )(y  определяется стохастическим дифференци-

альным уравнением вида (16). Найдено решение дан-
ного уравнения в виде (34). Доказано, что для доста-
точно малых значений параметра   случайный про-
цесс ,)()( yxz   аппроксимирующий процесс 

изменения числа заявок в системе )/( 22  i , являет-

ся однородным диффузионным процессом. Найдена 
важнейшая из вероятностно-временных характери-
стик этого процесса – плотность распределения веро-
ятностей )(zF  в виде (41).  

Полученные результаты могут быть использованы 
при проведении анализа существующих систем с по-
вторными вызовами, а также при проектировании 
новых сетей связи, реализующих более производи-
тельные протоколы передачи данных. 
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