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Об одной задаче наилучшего выбора с правилом консенсуса1

В работе рассматривается многошаговая игра трёх лиц. Пирог единичного разме-
ра делится между тремя игроками. Для разрешения проблемы приглашается арбитр,
который представлен генератором случайных чисел с распределением Дирихле. Найде-
но аналитическое выражение выигрыша каждого из трех игроков в виде рекуррентных
формул. Оптимальное поведение участников переговоров получено в классе пороговых
стратегии.
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On a Problem of the Best Choice with Consensus Rule

This paper considers the multi-stage game of three persons. A cake of unit size is divided
between the three players. To resolve the problem, an arbitrator who is represented by a
random number from the Dirichlet distribution is invited. The analytical expression of each
of the three winning players as recurrence formulas is found. The optimal behavior of the
negotiators is obtained in the class of threshold strategies.
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Введение. Задача наилучшего выбора является классической задачей теории переговоров.
Одной из наиболее известных среди них является задача о разделе пирога. Под словом «пирог»
подразумевается любой ресурс, который должен быть разделен на части с учетом интересов сто-
рон, участвующих в переговорах. Это может быть вопрос о разделении территорий, материальных
ценностей, сферы влияния и т.д. Проблема состоит в том, чтобы все участники переговоров по-
лучили свой кусок пирога, считая его достаточным. Для раздела пирога существуют различные
процедуры [1; 2; 11].

В данной работе рассматривается многошаговая игра трёх лиц. Для разрешения проблемы
приглашается независимая сторона – арбитр, который представлен генератором случайных чисел.

Пусть для переговоров мы имеемK шагов и пирог единичного размера. На каждом шаге арбитр
генерирует случайные предложения и представляет их игрокам – участникам переговоров. Пусть
генератор случайных чисел представлен распределением Дирихле с плотностью

f(x1, x2, x3) =
Γ(k1 + k2 + k3)

Γ(k1)Γ(k2)Γ(k3)
xk1−1
1 xk2−1

2 xk3−1
3 ,

1Работа выполнена в рамках Государственного задания вузу Минобрнауки РФ, № 8.3641.2011.
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где Γ(k) – гамма-функция, при этом x1 + x2 + x3 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.
Игроки рассматривают предложенный арбитром кусок пирога и либо отклоняют его, либо при-

нимают. Если все игроки соглашаются с предложенияем арбитра, то игра заканчивается. Это так
называемый полный консенсус. Если хотя бы один из игроков не соглашается, то игра переходит на
следующий шаг. Считаем, что после каждого шага пирог «усыхает», т. е. дисконтирует на величину
δ, где δ < 1. Если время для переговоров закончилось (шаг k = 0), а участники так и не пришли к
решению проблемы, то они получают куски пирога малого размера.

Если участники переговоров имеют равные веса, то параметры распределения Дирихле могут
быть выбраны равными. Тогда процедура разделения гарантирует равные возможности для всех
участников. Если у какого-либо из участников есть больший вес, то необходимо увеличить свой
параметр в распределении.

Все существующие модели раздела пирога можно разделить на две группы. В первой группе
участникам предлагают различные варианты дележа [4; 8; 9]. Ко второй группе относятся задачи
с привлечением арбитра, который формирует предложения (куски пирога) и предлагает их участ-
никам [3; 5; 7; 10].

В работе [14] был рассмотрен симметричный случай раздела пирога для трех игроков. Для
решения проблемы использовалось или правило большинства, или правило консенсуса. Развитие
данной модели представлено в работе [13], где была исследована подобная схема с параметрами
распределения Дирихле k1 = k2 = k3 = 2. Проблема наилучшего выбора, рассмотренная в работе
[10], является близкой к данной проблеме.

В статье [6] показано, что задача о дележе пирога с двумя игроками всегда имеет единственное
равновесие по Нэшу, а в работе [12] доказано, что пирог может быть справедливо разделен среди n
игроков.

Задача наилучшего выбора с правилом консенсуса. Рассматривается следующая
теоретико-игровая модель переговоров. Пирог единичного размера делится на трёх игроков с по-
мощью многошаговой процедуры. Для дележа приглашается арбитр, который на каждом шаге
предлагает игрокам I, II и III куски пирога размера x1, x2, x3, соответственно.

Пусть предложения арбитра распределены по закону Дирихле:

f(x, y, z) =
Γ(k1 + k2 + k3)

Γ(k1) · Γ(k2) · Γ(k3)
· xk1−1

1 · xk2−1
2 · xk3−1

3 ,

где x1 + x2 + x3 = 1.
Положим, что k1 = 3, k2 = k3 = 1, тогда

f(x1, x2) = 12x21, x1 + x2 ≤ 1, x1, x2 ≥ 0.

Обозначим через µ1(x1) вероятность того, что игрок I примет текущее предложение арбитра
x1; µ2(x2) – вероятность того, что игрок II примет предложенное x2 и µ3(x3) = µ3(1 − x1 − x2) –
вероятность того, что игрок III примет x3. В силу симметрии игры для второго и третьего игрока
полагаем µ2(x2) = µ3(1− x1 − x2).

Если хотя бы один из игроков отказывается, то игра переходит на следующий шаг, на котором
снова арбитром генерируются случайные предложения x1, x2, x3. Считаем, что на каждом шаге
игры пирог уменьшается и становится размером δ < 1. Игра заканчивается, когда все три игрока
одновременно примут предложения арбитра или закончится время для переговоров.

Обозначим через H(i)
k выигрыш i-го игрока в момент времени, когда до окончания игры оста-

лось k шагов.
Теорема. Оптимальные стратегии игроков на k-м шаге имеют вид

µ1(x1) = I
{x1≥δH

(1)
k−1}

, µi(xi) = I
{xi≥δH

(2)
k−1}

i = 2, 3,

где IA – индикатор события A.
Значение игры удовлетворяет рекуррентным соотношениям

H
(1)
k =

(
1− 2δH

(2)
k−1

)4 [3
5

(
1− 2δH

(2)
k−1

)
− δH

(1)
k−1

]
+

+
(
δH

(1)
k−1

)4 [
1− 2δH

(2)
k−1 −

3

5
δH

(1)
k−1

]
+ δH

(1)
k−1,
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H
(2)
k =

1

5

(
1− 2δH

(2)
k−1

)5
− 2

(
δH

(1)
k−1

)3 (
1− 2δH

(2)
k−1 − δH

(1)
k−1

)2
+

+
−1

5

(
δH

(1)
k−1

)4 [
5− 10δH

(2)
k−1 − 4δH

(1)
k−1

]
+ δH

(2)
k−1.

Доказательство. Пусть до конца игры осталось k шагов. С вероятностью µ1(x1)·µ2(x2)·µ3(x3)
все игроки примут предложения x1, x2, x3. С вероятностью

1− µ1(x1) · µ2(x2) · µ3(x3)

хотя бы один из игроков отвергнет текущее предложение и игра перейдет на следующий шаг с
дисконтированным размером пирога. Тогда уравнение оптимальности для выигрыша игрока I на
k-м шаге имеет вид

H
(1)
k = sup

µ1

∫ 1

0

dx1

∫ 1−x1

0

{
µ1µ2µ3x1 + (1− µ1µ2µ3)δH

(1)
k−1

}
12x21dx2 =

= sup
µ1

12

{∫ 1

0

µ1x
2
1(x1 − δH

(1)
k−1)dx1

∫ 1−x1

0

µ2µ3dx2

}
+ δH

(1)
k−1.

Цель I-го игрока – максимизация своего выигрыша. Рассмотрим выражение при µ1(x1)

x21(x1 − δH
(1)
k−1)

∫ 1−x1

0

µ2(x2)µ3(1− x1 − x2)dx2.

Будем искать равновесие в данной игре среди пороговых стратегий. Пусть

µ1(x1) = I {x1 ≥ b} , µ2(x2) = I {x2 ≥ a} , µ3(x3) = I {x3 ≥ a} .

Тогда получаем

x21(x1 − δH
(1)
k−1)

∫ 1−x1

0

µ2(x2)µ3(1− x1 − x2)dx2 =

= x21(x1 − δH
(1)
k−1)

∫ 1−x1−a

a

dx2I {b ≤ x1 ≤ 1− 2a}+ 0 · I {x1 > 1− a} =

= x21(x1 − δH
(1)
k−1) (1− x1 − 2a) I {b ≤ x1 ≤ 1− 2a} ,

и оптимальная стратегия игрока I имеет вид

µ∗
1(x1) =

{
1 если x1 ≤ 1− 2a,
∀ если x1 > 1− 2a.

Уравнение оптимальности для выигрыша игрока I на k-м шаге примет вид

H
(1)
k =

(
1− 2δH

(2)
k−1

)4 [3
5

(
1− 2δH

(2)
k−1

)
− δH

(1)
k−1

]
+

+
(
δH

(1)
k−1

)4 [
1− 2δH

(2)
k−1 −

3

5
δH

(1)
k−1

]
+ δH

(1)
k−1,

где

a = δH
(2)
k−1, b = δH

(1)
k−1.

Уравнение оптимальности для выигрыша игрока II на k-м шаге имеет вид

H
(2)
k = sup

µ2

∫ 1

0

dx2

∫ 1−x2

0

{
µ1µ2µ3x2 + (1− µ1µ2µ3)δH

(2)
k−1

}
12x21dx1.

Рассмотрим выражение при µ2(y):

(x2 − δH
(2)
k−1)

∫ 1−x2

0

x21µ1(x1)µ3(1− x1 − x2)dx1.

107



Физика, математика, техника, технология

Для пороговых стратегий получаем

(x2 − δH
(2)
k−1)

∫ 1−x2

0

x21µ1µ3dx1 =

=
1

3
(x2 − δH

(2)
k−1)

(
(1 − x2 − a)3 − b3

)
I {a ≤ x2 ≤ 1− a− b}+

+0 · I {x2 > 1− a− b} .
Тогда уравнение оптимальности для выигрыша игрока II на k-м шаге примет вид

H
(2)
k =

1

5

(
1− 2δH

(2)
k−1

)5
− 2

(
δH

(1)
k−1

)3 (
1− 2δH

(2)
k−1 − δH

(1)
k−1

)2
+

+
−1

5

(
δH

(1)
k−1

)4 [
5− 10δH

(2)
k−1 − 4δH

(1)
k−1

]
+ δH

(2)
k−1.

Теорема доказана.

Заключение. В статье рассматривается процедура раздела пирога. Эта модель может быть
адаптирована к различным реальным ситуациям. В одних случаях можно выбирать одинаковые
параметры распределения Дирихле. Если же участники имеют разный вес, то можно увеличивать
или уменьшать соответствующий параметр распределения. Найдено аналитическое выражение вы-
игрыша каждого из трёх игроков в виде рекуррентных формул. Решение задачи будет зависеть
от параметров модели: интервал времени, который был выделен для переговоров k, коэффициент
дисконтирования пирога δ, параметры распределения Дирихле. Оптимальное поведение участников
переговоров получено в классе пороговых стратегий.
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