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Об эффективном решении смешанных краевых задач на плоскости
для уравнения Лапласа 1

Рассмотрены краевые задачи в квадранте и полуплоскости с составной границей в
виде лучей, на которых заданы различные граничные условия, включая неоднородное
условие третьего рода. Методом свёртывания разложений Фурье решения задач выра-
жены через решение классической задачи Дирихле в полуплоскости.
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В теории краевых задач математической физики одними из наиболее сложных являются сме-
шанные задачи, содержащие граничные условия третьего рода [1; 2]. Поэтому имеет большой инте-
рес построение явных решений смешанных краевых задач в различных областях.

1. Решение задачи типа (1, 3) в квадранте. Рассмотрим краевую задачу в квадранте
D(x > 0, y > 0) со смешанными граничными условиями 1-го и 3-го рода на лучах s1(x = 0, y > 0) и
s2(x > 0, y = 0) вида

∆u = 0, x > 0, y > 0; (1)

u|x=0 = 0, ∂yu− γu|y=0 = ϕ(x), (2)

где ∂nx = ∂n/∂xn, ∆u – оператор Лапласа, γ = const > 0, ϕ(x) – заданная непрерывная функция; x, y
– декартовы координаты. Граничное условие третьего рода (2) соответствует наличию на границе s2
слабопроницаемой плёнки. Методом свёртывания разложений Фурье [3; 4] выразим решение задачи
(1), (2) через решение классической задачи Дирихле с сохранением граничной функции (2).

Представим решение задачи (1), (2) в виде

u(x, y) = −
∞∫

0

e−γtv(x, y + t)dt, x > 0, y > 0, (3)

1Работа выполнена в рамках Государственного задания вузу Минобрнауки РФ (код проекта 1.3985.2011).
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где функция v(x, y) удовлетворяет достаточно слабому условию на бесконечности вида

|v(x, y)| = O(eαy), y → +∞, α < γ.

Функция u(x, y) (3) является решением третьей краевой задачи в полуплоскости y > 0 вида ∆u =
0, ∂yu−γu|y=0 = ψ(x), где v(x, y) – решение соответствующей задачи Дирихле ∆v = 0, y > 0; v|y=0 =
ψ(x), т. е. формула (3) выражает решение третьих краевых задач через решение первых краевых
задач в полуплоскости с сохранением граничных функций [3; 4].

Из равенства (3) для функции v(x, y) в квадранте D(x > 0, y > 0) получаем задачу Дирихле
вида

∆v = 0, v|x=0 = 0, v|y=0 = ϕ(x). (4)

Отметим, что граничное условие третьего рода при y = 0 (2) для функции u(x, y) (3) выполняется
тождественно для любой дифференцируемой по x функции v(x, y). Решение задачи (4) строится по
формуле Пуассона в однократных квадратурах:

v(x, y) =
y

π

∞∫

−∞

ϕ1(p)dp

(x− p)2 + y2
, (5)

где

ϕ1(x) =

{
ϕ(x), x > 0

−ϕ(−x), x < 0
.

При этом функция v(x, y) (5) является решением задачи Дирихле в полуплоскости y > 0 вида

∆v = 0, y > 0; v|y=0 = ϕ1(x), (6)

где граничная функция ϕ1(x) определяется для всех x ∈ R посредством продолжения граничной
функции ϕ(x) на полуось x < 0 по нечётному закону. Отметим, что для широкого класса гранич-
ных функций ϕ(x) интеграл (5) вычисляется в конечном виде. Например, для функции ϕ(x) вида
кусочно-непрерывных функций, составленных из многочленов, функция v(x, y) (5) выражается в
конечном виде через элементарные функции.

Таким образом, решение смешанной задачи (1), (2) выражается через решение v(x, y) задачи
Дирихле (6) в полуплоскости по формулам (3), (5).

2. Решение задачи типа (2, 3) в квадранте. Рассмотрим в квадранте D(x > 0, y > 0)
смешанную краевую задачу с граничными условиями 2-го и 3-го рода:

∆u = 0, ∂xu|x=0 = 0, ∂yu− γu|y=0 = ϕ(x). (7)

Представляя решение данной задачи в виде (3), для функции v(x, y) получим смешанную краевую
задачу типа (2, 1):

∆v = 0, ∂xv|x=0 = 0, v|y=0 = ϕ(x).

Решение последней задачи также строится по формуле Пуассона:

v(x, y) =
y

π

∞∫

−∞

ϕ2(p)dp

(x− p)2 + y2
, (8)
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где

ϕ2(x) =

{
ϕ(x), x > 0

ϕ(−x), x < 0
,

при этом функция v(x, y) (8) является решением задачи Дирихле в полуплоскости y > 0 вида

∆v = 0, y > 0; v|y=0 = ϕ2(x), (9)

где функция ϕ2(x) определяется для x ∈ R посредством продолжения граничной функции ϕ(x) на
полуось x < 0 по чётному закону. Как и выше, функция v(x, y) (8) для широкого класса граничных
функций ϕ(x) строится в конечном виде. При этом решение смешанной краевой задачи (7) выража-
ется в однократных квадратурах через решение задачи Дирихле (9) в полуплоскости по формулам
(3), (8).

3. Решение краевых задач типа (1. 3) и (2, 3) в полуплоскости. Рассмотрим на плос-
кости с декартовыми координатами ξ, η смешанную краевую задачу типа (1, 3) в полуплоскости
D1(η > 0) вида

∂2ξu+ ∂2ηu = 0, η > 0, (10)

u|η=0,ξ<0 = 0, ∂ηu− γu|η=0,ξ>0 = f(ξ). (11)

Аналитическая функция ζ = z2 конформно отображает квадрант D(x > 0, y > 0) комплексной
плоскости z = x+ iy на полуплоскость D1(ξ ∈ R, η > 0) комплексной плоскости ζ = ξ + iη. Отсюда

ξ = x2 − y2, η = 2xy, −∞ < x <∞, 0 < y <∞. (12)

Обратное отображение имеет вид

x = sign(η)

√
ξ +

√
ξ2 + η2

2
, y =

√√
ξ2 + η2 − ξ

2
. (13)

При этом в переменных x, y, т.е. на плоскости z, задача (10), (11) примет вид задачи (1), (2), где
ϕ(x) = f(ξ) = f(x2) (12). Отсюда решение задачи (10), (11) строится по формулам (3), (5), где
переменные x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) имеют вид (13).

Рассмотрим смешанную задачу в полуплоскости η > 0 типа (2, 3):

∂2ξu+ ∂2ηu = 0, η > 0, (14)

∂ηu|η=0,ξ<0 = 0, ∂ηu− γu|η=0,ξ>0 = f(ξ). (15)

В переменных x, y (13) указанная задача примет вид (7), где ϕ(x) = f(x2). Отсюда решение задачи
(14), (15) строится по формулам (3), (8), где переменные x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) имеют вид (13).

Таким образом, решение всех рассмотренных задач выражается через решение классической
задачи Дирихле в полуплоскости.

Отметим, что посредством метода конформных отображений можно существенно расширить
класс областей, в которых решение смешанных краевых задач типа (1, 3) и (2, 3) выражается через
решение классической задачи Дирихле в полуплоскости.
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