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Введение. Классическое описание процессов диффузии базируется на законах Фика. След-
ствием из второго закона является классическое дифференциальное уравнение диффузии. В по-
следние годы сформировался повышенный интерес к исследованию диффузионных процессов, не
подчиняющихся законам Фика и не описывающихся классическим уравнением. Явления переноса,
не укладывающиеся в классические представления, наблюдаются, например, в турбулентных пото-
ках, в аморфных полупроводниках, высокоэнергетической плазме, пористых средах. Эти явления
получили название «аномальная диффузия». Довольно полное представление о состоянии развития
исследований аномальной диффузии применительно к различным задачам физики дано, например,
в [1; 2]. Одним из проявлений «аномальности» является диффузия в гетерогенных, в частности во
фрактальных, средах.

Для описания таких процессов используется модифицированный закон Фика [3], что требу-
ет привлечения математического аппарата дробного интегро-дифференциального исчисления [4].
В классическое уравнение диффузии вводятся производные дробного порядка как по простран-
ству, так и по времени. Возникают начально-краевые задачи для дифференциальных уравнений с
дробными производными. Развиваются аналитические методы решения задач, однако наибольшее
распространение получили численные методы [5–10]. Это связано, в первую очередь, с тем, что
аналитические решения удается получить только в редких частных случаях.
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Одна из проблем, возникающих при использовании дробных производных, заключается в том,
что не существует их однозначного определения. Численные методы решения задач для уравнений
с дробными производными привязаны к виду выбранной производной, поэтому возникает необ-
ходимость анализа и сравнения результатов, полученных при использовании разных определений
и численных методов. Такое сравнение проводилось в [6] на примере задачи о распространении
теплового импульса.

В данной работе рассмотрены определения дробных производных Римана-Лиувилля, Капуто
и Грюнвальда-Летникова и соответствующие численные методы. Проведено сравнение численных
решений ряда задач, полученных различными методами для разных типов дробных производных.
Анализ результатов позволил выделить определения и методы, наиболее перспективные c точки
зрения адекватности описания реальных процессов диффузии во фрактальных средах.

Определения дробных производных. Существует ряд различных подходов к определению
понятия производной дробного порядка, отражающих особенности становления дробного исчис-
ления. Наиболее широким и часто используемым является определение Римана-Лиувилля, осно-
ванное на обобщении уравнения Абеля [4]:

Dα
xu(x) =

1

Γ(m− α)

dm

dxm

x∫

a

u(ξ) dξ

(x− ξ)α−m+1
, x > a, 0 ≤ m− 1 < α ≤ m. (1)

Здесь использованы стандартные обозначения оператора дифференцирования и Γ-функции.
Упрощением данного определения является определение Капуто, которое применимо для до-

статочно гладких функций, таких что операция дифференцирования может быть внесена под знак
интеграла:

Dα
xu(x) =

1

Γ(m− α)

x∫

a

(x− ξ)m−α−1u(m)(ξ) dξ, x > a, 0 ≤ m− 1 < α ≤ m. (2)

Операция дробного дифференцирования Римана-Лиувилля обратна операции дробного инте-
грирования. Дробная производная в форме Капуто этим свойством не обладает. Развивая идею
Лиувилля, А. Грюнвальд и – независимо – А. В. Летников ввели понятие дробной производной, как
предела разностных отношений. Согласно определению Грюнвальда-Летникова, правая дробная
производная определяется выражением

∂αu(x)

∂xα
= lim

h→0

∆α
hu(x)

hα
, ∆α

hu(x) =

∞∑

k=0

ωα
k u(x− (k − 1)h). (3)

Биномиальные коэффициенты имеют вид

ωα
k = (−1)k

(
α

k

)
= (−1)k

Γ(α+ 1)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)
=

Γ(k − α)

Γ(−α)Γ(k + 1)
. (4)

Если u(x) непрерывна, а du/dx интегрируема на отрезке [a, x], то производные Римана-
Лиувилля, Капуто и Грюнвальда-Летникова существуют и совпадают.

Мы не будем останавливаться на других определениях производной дробного порядка, посколь-
ку в данной работе они не используются. Анализ применимости и адекватности различных опреде-
лений и соответствующих им методов численного решения был проведен в [6].

Уравнение диффузии с дробными производными. Для вывода уравнения диффузии с
дробными производными используется соответствующий вариант модифицированного закона Фика
[3], тогда оно принимает вид (здесь K0 = const):

Dγ
t u(x, t) = K0D

α
xu(x, t),

Dα
x =

1

2
(1 + β)

∂α

∂xα
+

1

2
(1 − β)

∂α

∂(−x)α , (5)

0 < γ ≤ 2, 1 ≤ α ≤ 2,−1 ≤ β ≤ 1.

Здесь α – дробный порядок дифференцирования по пространству; β – «коэффициент скошен-
ности», который характеризует направление переноса вещества при α → 1; γ – дробный порядок
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дифференцирования по времени. Дробная производная по пространству возникает в случае фрак-
тальности среды, параметр дифференцирования зависит от хаусдорфовой размерности фрактала.
Дробная производная по времени возникает при учёте нелокальности по времени, которая связа-
на с прилипанием диффундирующих атомов к стенкам пор [7]. При α = 2 получаем уравнение
классической диффузии. Случай 1 < α < 2 отвечает «быстрой» диффузии (super-diffusion), когда
частицы распространяются быстрее, чем предсказывает классическая модель. И случай α = 1 – это
классический перенос. Для коэффициента α рассматриваются следующие области значений:

0 < γ < 1− «медленная» диффузия (slow diffusion, sub-diffusion);

1 < γ < 2− «быстрая» диффузия (fast diffusion, hyper-diffusion);

γ = 1− обычная, классическая диффузия.

В режиме субдиффузии скорость роста среднеквадратичного смещения частиц монотонно убы-
вает со временем, тогда как в режиме супердиффузии скорость со временем возрастает [8]. При
γ → 1 рассматриваемое уравнение переходит в классическое уравнение диффузии с экспоненци-
альным затуханием решения на бесконечности. При γ → 2 получаем волновое уравнение. Как
варианты, могут рассматриваться уравнения, в которых только одна из производных заменяется
на дробную.

Методы численного решения. Методы численной аппроксимации дробных производных
напрямую связаны с их определениями. Детальный анализ применимости разных методов аппрок-
симации и существующих разностных схем решения уравнений с дробными производными осу-
ществлен в [6; 9; 10]. Поясним основные идеи использованных методов на некоторых примерах.
Для упрощения анализа результатов по разным методам рассмотрим случай, когда в уравнения
вводится дробная производная только по времени. Представим уравнение теплопроводности в ви-
де:

∂

∂t

(
∂γ−1u(x, t)

∂tγ−1

)
=
∂2u(x, t)

∂x2
, (6)

1 < γ < 2. Этому уравнению сопоставим следующий разностный аналог:

γ−1Lun+1
i −γ−1 Luni

τ
=
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
, (7)

где γ−1L – численная аппроксимация оператора дробной производной порядка γ−1. Воспользуемся
определением производной дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля. Представим оператор
γ−1L в виде конечной суммы интегралов по отрезкам tk ≤ t ≤ tk+1, расположенным между узлами
расчётной сетки:

γ−1Luni =
1

Γ(2 − γ)

d

dtn



n−2∑

k=0

tk+1∫

tk

u(ξ) dξ

(tn − ξ)γ−1
+

tn∫

tn−1

u(ξ) dξ

(tn − ξ)γ−1


 , tk = kτ (8)

Функция u(ξ) на отрезках tk ≤ t ≤ tk+1 аппроксимируется линейно:

u(ξ) = Ak
i ξ +Bk

i . (9)

Тогда, вычисляя аналитически интегралы в скобках, получаем выражение для оператора γ−1L:

γ−1L




u0i
u1i
u2i
u3i
. . .
uni




=




θ0 0 0 . . . . . .
θ1 λ0 0 0 . . .
θ2 λ1 λ0 0 . . .
θ3 λ2 λ1 λ0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
θn λn−1 λn−2 . . . λ0







u0i
u1i
u2i
u3i
. . .
uni



, (10)

θ0 =
1

τγ−1Γ(2− γ)
, θk = θ0

(
k1−γ − k2−γ − (k − 1)2−γ

2− γ

)
, k = 1, 2, . . . , T.
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λ0 =
1

τγ−1(2− γ)Γ(2− γ)
, λk = λ0

[
(k + 1)2−γ − 2k2−γ + (k − 1)2−γ

]
, k = 1, 2, . . . , T.

Выделим из левой части уравнения слагаемое, относящееся к слою n+ 1:

un+1
i

τγ−1(2− γ)Γ(2− γ)
+

γ−1L̃un+1
i −γ−1 Luni

τ
=
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
, (11)

где γ−1L̃ – то же самое, что и γ−1L, но с коэффициентом λ0.Теперь уравнение можно представить
в виде:

Aun+1
i+1 − Cun+1

i +Bun+1
i−1 +D = 0, A = B =

1

h2
,

C =
2

h2
+ λ0, D =

γ−1Luni −γ−1 L̃un+1
i

τ
(12)

и решить методом трехточечной прогонки:

uni = uni+1ai+1 + bi+1, ai+1 =
A

C −Bai
, bi+1 =

D +Bbi
C −Bai

. (13)

Коэффициенты a1, b1 и uN находятся из краевых условий. Порядок аппроксимации данной
схемы: O(τ + h2).

Для производной Капуто оператор γ−1L представим в следующем виде:

γ−1Luni =
1

Γ(2− γ)

n−1∑

k=0

tk+1∫

tk

(tn − ξ)1−γ du(ξ)

dξ
dξ, tk = kτ. (14)

Как и раньше, аппроксимируем искомую функцию линейной на каждом из отрезков tk ≤ t ≤
tk+1 и вычислим соответствующие интегралы. После преобразований, оператор приводится к тому
же виду, что и в случае производной Римана-Лиувилля с коэффициентами θk:

θCaputo
k = λ0

(
(k − 1)2−γ − k2−γ

)
, k = 1, 2, . . . , T. (15)

Для построения численной схемы в случае производной Грюнвальда-Летникова возьмем от
обеих частей уравнения теплопроводности дробную производную порядка 2− γ:

∂2u

∂t2
= D2−γ

t

∂2u

∂x2
. (16)

Полученное уравнение аппроксимируем конечно-разностным с использованием определения
производной Грюнвальда-Летникова:

un+1
i − 2uni + un−1

i

τ2
=

1

τ2−γh2

n∑

k=0

ω2−γ
k

(
un−1
i+1 − 2un−1

i + un−1
i−1

)
, (17)

порядок аппроксимации которой также O(τ +h2). Схема является условно устойчивой, достаточное
условие устойчивости: τγ

h2 ≤ 1
22−γ [8]. Кроме перечисленных авторами рассматривались и другие

варианты определений дробных производных и их численные аппроксимации.
При постановке краевых задач количество необходимых граничных условий определяется тем,

что в определениях дробных производных для данных значений параметра γ присутствует клас-
сическая вторая производная; следовательно, необходимо задавать значение функции и её первой
производной.

Результаты решения задач. Приведём результаты решения по описанным методикам
двух модельных задач. Решение в безразмерных величинах проводилось на отрезке 0 ≤ x ≤ 2π.

Задача 1. Диффузия с правой границей области. Начально-краевые условия:

u(x, 0) = 0.02;
∂u

∂t

∣∣∣∣
(x,0)

= 0; u(0, t) = 0.02; u(2π, t) = 2. (18)
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6.

Результаты решения задачи для двух значений параметра γ приведены на рис. 1, где γ = 1
(классическое уравнение), и рис. 2, где γ = 0.6. Влияние на решение величины γ прослеживается
на рис. 3 и 4, где приведены рассчитанные значения функции u(x) для различных значений γ в
фиксированные моменты времени.

Задача 2. Эволюция примеси из локальной области. Начально-краевые условия:

u(x, 0) = δ(x − π);
∂u

∂t
= 0;u(0, t) = u(2π, t) = 0. (19)

Результаты решения для линейного уравнения диффузии с дробной производной по времени
при γ = 0.8; 1; 1.2 на фиксированный момент времени показаны на рис. 5. Решение этой же задачи в
случае дробной производной по пространству при a = 1, 15 на разные моменты времени приведены
на рис. 6.

Обсуждение результатов, выводы. На основе полученных решений уравнений с дробны-
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ми производными по времени либо пространству проанализирована зависимость поведения решений
от параметров порядка дифференцирования и кососимметричности. При γ < 1 скорость протекания
процесса вначале больше скорости классической диффузии, но с течением времени наблюдается за-
медление, характерное для субдиффузии. При γ > 1 скорость процесса выше, чем в классическом
случае, и процесс с течением времени ускоряется. В этом случае проявляются «волновые» свойства
решения.

Решения уравнений с дробной производной по пространству показывают, что зависимость ско-
рости диффузии от порядка дробной производной, оказывающейся большей, чем предсказывает
классическая модель. При приближении параметра дифференцирования к 1 наблюдается явно вы-
раженный процесс переноса (рис. 6).

Сравнение результатов, полученных при использовании разных определений дробных произ-
водных (Римана-Лиувилля, Капуто, Грюнвальда-Летникова) и соответствующих разностных ап-
проксимаций, показало, что получаемые для рассмотренных задач данные практически совпадают.
Это означает, что для решения данного класса конкретных краевых задач эти методы равноценны
и дают решения, достаточно близкие к полученным в некоторых случаях аналитическим.

Для всех случаев уравнений с дробными производными получаемые решения обладают всеми
качественными свойствами решений «родительских» уравнений.
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