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ОСОБЕННОСТИ ПРЕЛОМЛЕНИЯ И ОТРАЖЕНИЯ ЗВУКА НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА  
МЕЖДУ ВОДОЙ И ПУЗЫРЬКОВОЙ ЖИДКОСТЬЮ 

В. В. Сарапулова 
 

REFRACTION AND REFLECTION SOUND AT THE INTERFACE BETWEEN WATER  
AND BUBBLE LIQUID 

V. V. Sarapulova 
 

В работе представлены результаты теоретического расчета фазовой скорости и коэффициента затухания 
для пузырьковой жидкости, коэффициентов отражения и преломления при нормальном и косом падении аку-
стической волны на границу раздела “вода – пузырьковая вода”, а так же зависимость угла преломления от час-
тоты возмущений и угла падения. На основе полученных аналитических выражений и анализа численных рас-
четов установлено, что в случае, когда волна падает со стороны пузырьковой жидкости на границу раздела, для 
низкочастотной области существует критический угол падения, при углах больше которого происходит полное 
внутреннее отражение. Показано, что полное внутреннее отражение не реализуется, когда волна падает со сто-
роны воды на границу раздела. 

The paper presents the results of a theoretical calculation of the phase velocity and attenuation coefficient for bub-
ble liquid, reflection and refraction coefficients at normal and oblique incidence of the acoustic wave on the interface 
“water - bubble water”, as well as the dependence of the angle of refraction on the frequency of perturbations and the 
angle of incidence. The analytical expressions and numerical calculations analysis revealed that in the case where the 
wave is incident from the bubble liquid on the interface, there is a critical angle of incidence to the low frequency do-
main, and at greater angles total internal reflection occurs. The paper shows that total internal reflection does not occur 
when the wave is incident from the water side on the interface. 

Ключевые слова: акустика пузырьковой жидкости, коэффициенты отражения и преломления, полное внут-
реннее отражение, звуковой канал. 

Keywords: bubble liquid acoustics, reflection and refraction, total internal reflection, sound channel. 
 
 

Введение 
Известно, что выбросы газовых пузырьков в во-

доеме мешают работе гидролокатора, отражая звуко-
вой импульс и, тем самым, скрывая объекты, находя-
щиеся позади себя. Поэтому, завесу из смеси жидко-
сти с газовыми пузырьками можно использовать в 
качестве защитного слоя для подводных объектов от 
воздействия ударных волн, для “маскировки” при 
гидролокации, а также в качестве подводного звуко-
вого канала. 

Пузырьковая жидкость является интересным не-
обычной средой в плане изучения волновых процес-
сов [10; 9]. Наиболее полная математическая модель, 
описывающая распространение малых возмущений в 
жидкости с газовыми пузырьками, представлена в 
[11]. Распространение звуковых волн в двухфракци-
онных смесях жидкости  рассмотрено в [7], где также 
приведено сравнение теории с экспериментальными 
данными из [4]. Особенности отражения и преломле-
ния звука на границе воды и воды с пузырьками при 
прямом падении акустической волны изучались в [1; 
3; 2]. Однако проблема отражения и преломления 
акустических волн при косом падении на границу 
раздела до настоящего времени осталась незатрону-
той как в теоретическом, так и в экспериментальном 
плане. 

В настоящей работе анализируется отражение и 
преломление акустических волн на границу раздела 
между “чистой” и пузырьковой жидкостью при косом 
падении. Установлено, что для волн, падающих со 
стороны чистой воды, при любом угле падения угол 
преломления меньше прямого угла и, следовательно, 
она всегда проникает в зону, охваченную пузырько-

вой водой. В обратной ситуации, когда волна падает 
со стороны воды с пузырьками на границу раздела, 

показано, что для низкочастотной зоны (
( )R , 

( )R  – собственная частота пузырька) при углах па-
дения ���, превышающих некоторое предельное 

значение (0)
 � (0) (0)

   ���, зависящее от пара-

метров дисперсной смеси,�� происходит полное 
внутреннее отражение. И, следовательно, слой пу-
зырьковой жидкости в воде представляет собой зву-
ковой канал. 

Основные уравнения 
Запишем согласно [11] линеаризованные уравне-

ния сохранения масс, числа пузырьков, импульсов и 
изменения давления в пузырьках в предположении 
однородности  
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Здесь нижние индексы i = l и g относятся к пара-
метрам жидкой и газовой фаз; i, a,  
n – средняя по фазе и средняя по смеси плотности, 
скорость, давление, объемное содержание, радиус 
пузырьков, число пузырьков в единице объема смеси 
соответственно, q и  γ  – интенсивность теплообмена, 
отнесенная к единице площади поверхности, и пока-
затель адиабаты газа. 

Уравнения состояния дли жидкой и газовой фаз 
примем как 

 2 0 0 0
0 0 , ,l l l l g g g gp p C p R T               (2) 

где gR – газовая постоянная, Tg и 0
g – распределе-

ние температуры и плотности в пузырьках. Допол-
нительный нижний индекс (0) относится к  равно-
весному состоянию. 

При описании динамики радиального движения 
пузырьков будем полагать, что радиальная скорость 
состоит из двух слагаемых 

a
w

t





, 

( ) ( )R Aw w w  .                (3) 

Причем 
( )Rw  описывается уравнением Рэлея-

Ламба 
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Акустическая добавка 
( )Aw , которая находится 

из решения задачи о сферической разгрузки [11] на 
сфере, запишется как 
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Для описания межфазного теплообмена необхо-
димо добавить уравнение теплопроводности и гра-
ничные условия для газа в пузырьках 
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(5) 
где сg – теплоемкость газовой фазы при постоян-

ном давлении. 
Решение вышеприведенной системы ищется в 

виде затухающей бегущей волны 
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где – частота возмущений, K – волновой вектор, Ср 
и  – фазовая скорость и коэффициент затухания. Из 
условия существования нетривиального решения 
вида (6) системы (1) – (5) следует дисперсионное 
уравнение: 
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Запишем уравнение, которое следует из уравне-
ний импульсов из (1) для решений вида (6): 

( )
( )

0 0

.p

l g

AK
A  

  
    (8) 

Здесь A()  и ( )pA – амплитуды для возмущения 

скорости и давления воды в пузырьковой жидкости. 

Коэффициенты отражения и преломления 
Пусть на плоскую границу раздела между жид-

костью и газонасыщенной жидкостью падает волна. 
Будем полагать, что, как и в случае обычных одно-
фазных сред, отраженная от границы и преломлен-
ная волны представляют плоские гармонические 
волны [8]. Тогда, в зоне воды малые возмущения 
представляют сумму из двух гармонических волн, а 
в зоне пузырьковой жидкости – одну гармоническую 
волну. Возмущения, соответствующие падающей, 
отраженной и преломленной волнам, снабдим верх-
ними значками (0), (r) и (s). Тогда условие нераз-
рывности нормальных составляющих скоростей и 
давления на границе раздела можно записать как 

(0) ( ) ( )
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cos cos cos .

r s
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Здесь 0), (r) и (s) – соответственно углы паде-

ния, отражения и преломления. Ось x направим вер-
тикально вверх в сторону воды, а ось y направим так, 
чтобы волновой вектор был параллелен координат-
ной плоскости xoy. Тогда для падающей, отраженной 
и преломленной волн вида (6) при косом падении 
можем записать: 
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Для волновых чисел K(0) и K(r) имеет место 
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(0) ( ) .r
lK K C    

Волновое число K(s) определяется из дисперси-
онного уравнения (7). Амплитуда возмущений ско-
ростей с амплитудами давления связаны выраже-
ниями вида (8). Тогда имеет место 
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На основе условий (9) для решений вида (10) с 
учетом (11) при x = 0 получим: 
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(12) 

Чтобы эти уравнения выполнялись для любых 
значений y, должны выполняться равенства 

(0) (0) ( ) ( ) ( ) ( )r r s s
y y yK n K n K n  .   (13) 

Отсюда имеем 
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Поскольку волновое число K(s) – комплексное, 
то, как это следует из второго равенства (14), угол 
преломления также имеет мнимую часть. 

Для коэффициентов отражения и преломления, 
определенных как R=A(p)

(r)/A(p)
(0) и S=A(p)

(s)/A(p)
(0) на 

основе (12) с учетом (13) получим: 
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В том случае, когда волна падает со стороны пу-
зырьковой жидкости на границу раздела, вместо 
второго равенства (14) получим: 

 (0) ( ) ( )sin sins s
lK C    .   (16) 

Для коэффициентов преломления и отражения в 
этом случае будем иметь: 
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Результаты расчетов 
В качестве примера пузырьковой жидкости рас-

смотрим смесь воды с воздушными включениями. В 
численных расчетах использовались следующие зна-
чения теплофизических [6] параметров при p0=0.1 
МПа, T0=300 К: для воды– Cl=1500 м/с, l0

0=1000 
кг/м3; для воздуха – g0

0=1.3 кг/м3, сg=1006 
Дж/(кг·К), g=0.026 Вт/(м·К). Для значения радиуса 
пузырьков приняли следующее значение a0=5·10-4 м. 

На рис. 1 представлены зависимости фазовой 
скорости и коэффициента затухания звука от часто-
ты, иллюстрирующие влияние величины объемного 
содержания воздуха. Сплошные и пунктирные линии 
здесь и в дальнейшем соответствуют значениям объ-
емного содержания газовой фазы αg0 =10-3 и 10-2. 

 
Рис. 1. Фазовая скорость (а) и коэффициент затухания (б) 

 
Из этих графиков видно три характерных диапа-

зона частот, где существенно различаются не только 
количественная, но и качественная картина дисперси-

онных кривых. В области низких частот (
( )R )� 

величина фазовой скорости в пузырьковой жидкости 
меньше скорости в чистой жидкости, причем её вели-

чина с ростом частоты также растет от значения, оп-
ределяемого из выражения 
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до значения 
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На основе дисперсионного уравнения (7) нетруд-
но получить также следующие асимптотические фор-
мулы для зависимости коэффициента затухания от 
частоты возмущений: 
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при ( ) ( )T R    . 

В диапазоне частот ( ) ( )R C     
( ) ( ) 0 2

0 0 0( 1 / )C R
l g lC p        величины 

коэффициента затухания и фазовой скорости прини-
мают аномально высокие значения, поэтому эта зона 
частот соответствует полосе непрозрачности. Вне 

этого диапазона  ( )C   скорость звука и коэф-

фициент затухания стремятся к значениям: 
 

01f e
g

C
C С


 


  и 

2 3
0

0

3

2
g

f a


  .              (21) 

Поскольку для пузырьковой жидкости 0 1g  , 

то при объемных содержаниях газовой фазы, удовле-

творяющих условию ( )
0

C
g    

( ( ) 0 2
0 0/C p C     ), сжимаемость жидкости 

несущественна и для величины равновесной скорости 

звука из формул (18), (19) следует, что MC Ce . При 

высоких частотах  ( )C   радиальное движение 

пузырьков «замораживается» из-за инерции окру-
жающей жидкости и, поэтому, сжимаемость смеси 
определяется сжимаемостью несущей фазы. В связи с 
этим скорость звука близка к скорости звука в чистой 
жидкости f lC C . Следовательно, пузырьковая 

жидкость является интересным объектом для процес-
сов преломления и отражения звука. 

На рис. 2 и 3 изображены зависимости коэффици-
ентов отражения (а) и преломления (б), представлен-
ных как R = |R|exp(i) и S =|S|exp(i), от частоты воз-
мущений при прямом падении волны ((0) = 0) на гра-
ницу раздела между водой и пузырьковой водой. 
Случай падения волны со стороны воды на границу 
раздела представлен на рис. 2, из которого видно, что 

для низкокочастотной области ( ( )R  ) пузырько-
вая жидкость является по отношению к воде акусти-
чески более мягкой средой, так как |R|=0.65 и 0.9; 
|S|=0.35 и 0.1 для αg0=10-3 и 10-2 соответственно. При 
этом отраженный импульс давления будет отрица-

тельным. Для высокочастотной области  ( )C   

модуль коэффициента отражения стремится к нулю 
|R|=0, а модуль коэффициента преломления к единице 
|S|=1, то есть здесь прохождение акустической волны 
через границу раздела будет происходить практиче-
ски без искажения.  

 

 
Рис. 2. Коэффициенты отражения (а)  

и преломления (б) при нормальном падении акустической волны со стороны воды 
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Рис. 3. Коэффициенты отражения (а) и преломления (б) при нормальном падении акустической волны  

со стороны пузырьковой воды 
 

 
В обратной ситуации (рис. 3) для достаточно про-

тяженных импульсов ( ( )R  ) имеет место: 
|R|=0.65 и 0.9; |S|=1.65 и 1.9. Таким образом, амплиту-
да отраженного импульса будет ослабленной относи-
тельно исходной, а проходящего – почти в два раза 
больше для данного примера. Короткие сигналы 

 ( )C  , аналогично предыдущей ситуации 

(рис. 2), будут проникать без особой трансформации. 

Как следует из графиков для коэффициента затухания 
(рис. 1(б)) и формулы для f , в данном случае про-

исходит сильное затухание акустических сигналов. 
Поэтому, пузырьковая завеса сравнительно неболь-
шой толщины (для представленных примеров порядка 
несколько десятков сантиметров) имеет свойство 
полностью «проглатывать» короткие импульсы. 
 

 

 
Рис. 4. Угол преломления при падении волны со стороны воды (а) и со стороны пузырьковой жидкости (б)  

в зависимости от угла падения 
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На рис. 4 представлены зависимости угла прелом-
ления от угла падения волны со стороны воды (а) и со 
стороны пузырьковой жидкости (б) на границу раздела 
«вода – пузырьковая вода». Линии 1 и 2 здесь и в даль-
нейшем соответствуют величинам характерных частот 

= 103 ( ( )R  ) и 106  ( )C   c-1. Согласно 

второй формуле из (14) угол преломления θ(s) является 
комплексным числом, поскольку волновое число K(s) 
для пузырьковой системы комплексное. При этом дей-
ствительная часть будет иметь обычный геометриче-
ский смысл. Поэтому, в дальнейшем под углом пре-
ломления будем понимать действительную часть θ(s). 
Из фрагмента (а) видно, что угол преломления на всем 
диапазоне изменения угла падения (0 ≤ (0) ≤ /2) 
меньше прямого угла ((s) < /2). Следовательно, при 
любом угле падения, акустическая волна всегда прони-
кает из чистой жидкости в пузырьковую смесь. 

Иная картина реализуется для случая, когда па-
дающая волна идет со стороны дисперсной смеси (б). 
Видно, что для частоты 103 c-1 при углах падения 

(0)
 ≥ 15 и (0)

 ≥ 5, для αg0=10-3 и 10-2 соответствен-

но, угол преломления начинает “прижиматься” к зна-
чению (s) �90. Таким образом, в этом случае, будет 
реализовываться полное внутреннее отражение [8]. Для 

высоких частот  ( )C   такая особенность, свя-

занная с полным внутренним отражением, исчезает. 
Таким образом, при падении волны со стороны во-

ды на границу раздела она всегда проходит через неё и, 
следовательно, проникает в дисперсную систему. В 
случае, когда волна падает со стороны пузырьковой 
среды на границу раздела, то для низких частот 

(
( )R ) существует критический угол, зависящий 

от параметров смеси, при углах больше которого волна 
полностью отражается от границы раздела. На рис. 5 

представлена зависимость критического угла (0)
  от 

объемного содержания газовых пузырьков в дисперс-
ной системе. Здесь сплошная и пунктирная линии со-
ответствуют значениям частот  = 103 и 102 c-1.  

На рис. 6 и 7 представлены зависимости коэффи-
циентов отражения (а) и преломления (б) от угла па-

дения волны со стороны воды и пузырьковой смеси 
соответственно на границу раздела. Из рис. 6 (а) вид-
но, что при малых углах падения линии 2 (= 106 c-1) 
близки к нулю, что говорит об акустической жестко-
сти пузырьковой жидкости по отношению к воде. А с 
дальнейшим ростом угла падения величина модуля 
коэффициента отражения стремится к единице, то 
есть пузырьковая смесь становится акустически мяг-
кой средой для более косого падения. 

 

 
Рис. 5. Зависимость критического угла падения  
от объемного содержания газовых включений 

 
Из рис. 7 видно, что для = 103 c-1, начиная с кри-

тического значения угла падения (0)
 , модуль коэф-

фициента отражения равен единице(|R|=1). При этом 
величина коэффициента преломления достигает наи-

большее значение (|S|=2, (0) (0)
   ) и затем моно-

тонно падает до нуля. То есть акустическая волна 
полностью отражается от границы раздела обратно в 
смесь воды с пузырьками. 
 

 
Рис. 6. Коэффициенты отражения (а) и преломления (б) при падении волны со стороны чистой воды 
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Рис. 7. Коэффициенты отражения (а) и преломления (б) при падении волны со стороны пузырьковой воды 
 
 

Заключение 
1. Показано, что при падении волны со стороны 

воды на границу раздела она при любом угле падения 
проходит в пузырьковую жидкость. Для высокочас-

тотных волн ( ( )C   ) амплитуда проходящих волн 
меняется незначительно. 

2. Получено, что при падении акустической вол-
ны со стороны пузырьковой среды на границу раздела 

для низкочастотных волн (
( )R ) существует 

критический угол падения, при углах больше которо-
го, она полностью отражается от границы раздела. 

3. Установлено, что пузырьковый слой в воде об-
ладает свойствами звукового канала. 
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