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ДИНАМИЧЕСКИЕ МАТРИЧНЫЕ ИГРЫ И ИХ СМЕШАННОЕ РАСШИРЕНИЕ 
Н. Н. Данилов 

 
DYNAMIC MATRIX GAMES AND THEIR MIXED EXTENSION 

N. N. Danilov 
 
В работе [2] был введен новый класс игровых моделей, названный динамическими матричными играми 

(ДМИ), как обобщение классических матричных игр с учетом фактора времени. Такое обобщение представля-
ется естественным как с теоретической точки зрения – динамические антагонистические игры, в свое время, 
были построены путем введения динамики в бесконечные антагонистические игры, так и с практической точки 
зрения – расширение области приложения теории матричных игр. В [2] была построена модель ДМИ, опреде-
лены основные понятия, введен класс допустимых чистых стратегий и обосновано применение принципа ми-
нимакса. 

В настоящей статье вводится понятие смешанных комбинированных стратегий и в этом классе стратегий 
исследуются вопросы о необходимых и достаточных признаках оптимальности, существования оптимальных 
стратегий и их динамическая устойчивость. 

A new class of game models, called dynamic matrix games (DMG) was introduced in [2] as a generalization of the 
classical matrix games considering the time factor. Such a generalization seems natural both from the theoretical point 
of view, the dynamic zero-sum games once being constructed by adding dynamics in the infinite zero-sum games, and 
from the practical point of view – as the expansion of application field of the matrix games theory. The model of the 
DMG was constructed in [2], the basic concepts were defined, the class of admissible pure strategies was introduced 
and the using of minimax principle was substantiated. 

The concept of mixed combinated strategies is introduced in this paper; the questions of the necessary and suffi-
cient optimality signs, the existence of optimal strategies and their dynamic stability are investigated in this class of 
strategies. 

Ключевые слова: матричные игры, смешанные k-стратегии, оптимальная траектория, динамическая устой-
чивость. 

Keywords: matrix games, mixed k-strategies, optimal trajectory, dynamic stability. 
 

 
Рассмотрим некоторую управляемую систему, 

изменение состояния которой происходит в дискрет-
ные моменты времени t и описывается уравнением 

1 2( 1) ( ( ), , ), 0,1,..., 1,t tx t f x t u u t T               (1) 

из заданного начального состояния 
0(0) .x x  (2)  

В (1)-(2) ( ) kx t R   вектор состояния; 

1 2
1 2,l lt tu R u R    векторы управления в момент t; 

1 2: l lt k kf R R R R     вектор-функция, харак-

теризующая динамические возможности системы. 
Предполагается, что управляющие параметры 

удовлетворяют условиям 

1 1 2 2, , 0,1,..., 1,t t t tu U u U t T        (3) 

где 1 2
1 2,l lt tU R U R    конечные непустые мно-

жества. 
Соотношения (1)-(3) определяют дискретную 

систему с двумя управлениями. Будем считать, что 

выбором управления 0 1
1 1 1{ ,..., }Tu u u   распоряжает-

ся игрок I, а выбором управления 0 1
2 2 2{ ,..., }Tu u u   

– игрок II. Множества значений допустимых управ-

лений игроков на всем интервале 0[ , ]t T  есть соот-

ветственно 
0 1 0 1

1 1 1 2 2 2... , ... .T TU U U U      U U  

Предполагается, что каждой паре управлений 

1 2 1 2( , )u u  U U  соответствует единственная по-

следовательность 
0 0

1 2( ) ( , , , ) { , (1), ..., ( )}x x x u u x x x T     

решений системы (1)-(2), которую будем называть 
траекторией. Множество всех траекторий системы 

(1) – (2) обозначим 
0( , ).X x T  

Введем в рассмотрение множество: 




1 1
1 2

1 1 1 1
1 1 2 2

( ( 1), ) ( ) ( , ( 1), , ) |

( 1) ( ( 2), 1), , ,

t t

t t t t

G x t t x t x t x t u u

x t G x t t u U u U

 

   

   

     
 

которое будем называть множеством достижимости  
t-го уровня, t = 1,…,Т (будем считать, что

0( ( 1), 0)G x x  ). Множество  

0

1

( , ) ( ( 1), )
T

t

G x T G x t t


   

будем называть множеством достижимости системы 

(1)–(3). Считается, что 
0 0( , )x G x T  по определе-

нию. 
Пусть в каждой точке x = x(t) (t = 1,…,T) множе-

ства достижимости G(x0,T) системы (1)–(3) опреде-
лена матрица выигрышей игрока I: 
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11 12 1

21 22 2

1 2

( ( )) ( ( )) ... ( ( ))

( ( )) ( ( )) ... ( ( ))
( ( ))

... ... ... ...

( ( )) ( ( )) ... ( ( ))

n

n

m m mn

a x t a x t a x t

a x t a x t a x t
h x t

a x t a x t a x t

 
 
 
 
 
 

(4) 

(
0( ) 0

m n
h x


  – m n  – матрица с нулевыми эле-

ментами, где m и n конечные числа; в общем случае 
( ( ))m m x t , ( ( ))n n x t ). Целью игрока I являет-

ся максимизация значения функции 

1

( ( ), , ) ( ( ))
t t

T

i j
t

F x I J a x t


   ,                (5) 

где  , 1,...,tI i t T  ,  , 1,...,tJ j t T   – по-

следовательности чистых стратегий игроков, выби-
раемых ими в матричных играх ( ( )), 1,...h x t t T . 

Целью игрока II является минимизация значения 
функции (5). 

Определим классы допустимых стратегий игро-
ков. 

Чистой комбинированной стратегией  (чистой к-
стратегией) игрока I (II) назовем любое отображение 

1 ( )  2( ( ))  , которое каждому состоянию ( )x t  

ставит в соответствие некоторый номер  ( )t ti j  

строки (столбца) матрицы ( ( ))h x t  и некоторое до-

пустимое (на t-м шаге) управление  

1 1 2 2( ),   0,1,..., 1t t t tu U u U t T    . 

Название «комбинированная стратегия» для 

1 ( )   и 2 ( )   объясняется тем, что их первые ком-

поненты являются (чистыми) стратегиями в матрич-
ных играх, а вторые компоненты – допустимыми 
(позиционными) управлениями в системе (1) – (3). 

Множество всех чистых к-стратегий игроков 

обозначим символами 1 2,  . 

Совокупность 
0 0

1 2( , ) ( , );  , ;  Г x T x T F   ,          (6) 

где  
0( , )x T  – символическое обозначение сис-

темы (1) – (2), назовем динамической матричной 
игрой. 

Смешанные стратегии игроков в игре ( ( ))h x t  

обозначим символами  

1( ,..., ),   t t t
mξ ξ ξ 1( )t t t

n,...,   , а их множества 

– соответственно Z и H. Введем в рассмотрение  
Т-кратные прямые произведения: 

... ,    ...Z Z H H     Z H . 

Определение 1. Смешанной комбинированной 
стратегией (смешанной к-стратегией) игрока I (II) в 

игре 
0( , )Г x T  называется любое отображение 

1( )  2( ( ))  , которое каждому состоянию ( )x t  

ставит в соответствие некоторую смешанную страте-

гию
t  

(
t ) в игре ( ( ))h x t  и некоторое допустимое (на t-м 

шаге) управление  

1 1 2 2( ),   0,1,..., 1t t t tu U u U t T    . 

Пара 1 1( ( )) ( , ( ( )))t tx t u x t 
 

2 2( ( ( )) ( , ( ( ))))t tx t u x t   является сечением стра-

тегии 1( )  2( ( ))   в момент t. 

Стратегию 1( )  2( ( ))  , как отображения 

множества 
0( , )G x T  во множестве 1Z U

2( )H U , будем представлять в виде: 

1 1( ) ( , ( ))u    2 2( ( ) ( , ( )))u    , 

где   

{ , 1,.., }t t T   Z , 

1 1 1( ) { ( ( )), 0,1,..., 1}tu u x t t T    U , 

( { , 1,..., }t t T   H , 

2 2 2( ) { ( ( )), 0,1,..., 1}tu u x t t T    U ). 

Следовательно, в начальном состоянии 0x  мат-

ричная игра 
0( ( ))h x  не определена, а в конечный 

момент времени T не определены множества 1
TU  и 

2
TU . 

Множества всех смешанных к-стратегий игроков 

обозначим символами 1 2,     . 

В каждой ситуации 1 2 1 2( ( ),  ( ))      

выигрыш первого игрока равен: 

1 1 1

( ( ), , ) ( ( ))
T m n

t t
ij i j

t i j

K x a x t   
  

  ,          (7) 

где ( )x   – траектория системы (1) – (2), порожден-

ная допустимыми управлениями 1 2( ),  ( )u u  . 

Совокупность 
0 0

1 2( , ) ( , ) ;  , ;Г x T x T             (8) 

назовем смешанным расширением динамической 

матричной игры 
0( , )Г x T . 

В дальнейшем, говоря о к-стратегиях, мы будем 
иметь ввиду смешанные к-стратегии.  

Для того чтобы определить понятие оптималь-
ных к-стратегий в игре (8), сначала введем понятие 
«седловой точки вдоль траектории». 

Определение 2. Пусть 
0( ) ( , )x X x T   – произ-

вольная траектория системы (1) – (2). Пару 

( , )   Z H  назовем седловой точкой вдоль тра-

ектории ( )x  , если для любых ,    Z H  вы-

полняются условия  

( ( ), , ) ( ( ),  , ) ( ( ), , ).K x K x K x               

(9) 
Согласно основной теореме для матричных игр 

(теорема о минимаксе [1; 3; 4; 5; 7]) в любой мат-
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ричной игре ( )h x , 
0( , )x G x T 0( )x x , сущест-

вует седловая точка в смешанных стратегиях. По-
этому мы можем утверждать, что вдоль любой тра-

ектории 
0( ) ( , )x X x T   выполняется равенство 

max min ( ( ), , )

min max ( ( ), , )

K x

K x



 

 

 


 

 

 
HZ

H Z

                   (10) 

и седловую точку вдоль траектории ( )x   можно по-

строить как последовательность седловых точек в 
матричных играх ( ( ))h x t , 1,...,t T . 

Ниже приводится более строгое доказательство 
существования седловой точки вдоль траектории. 

Теорема1. Вдоль любой траектории  
0( ) ( , )x X x T   в игре 

0( , )Г x T  существует седло-

вая точка. 
Доказательство. Для произвольного состояния 

0( ) ( , )x t G x T , 1,...,t T , введем следующие 

обозначения: 

1

( ( ), , ) ( ( )) ,   1,..., ;   
n

t t
ij j

j

K x t i a x t i m 


   

1

 ( ( ), , ) ( ( )) ,   1,...,  ;
m

t t
ij i

i

K x t j a x t j n 


   

( ( )) max{ ( ( ), , )

( ( ), , ),0},   1,...,  ;

t
i

t t

c x t K x t i

K x t i m



 

 

 
 

( ( )) max{ ( ( ), , )

( ( ), , ),0},   1,...,  ,

t t
j

t

d x t K x t

K x t j j n

 



 

 
 

и построим отображение ( ) ( , )t t
x tz    следующим 

образом: 

( )

1 1

( , )

( ( ))( ( )) ˆ ˆ, ( , )
1 ( ( )) 1 ( ( ))

                                1,..., ;    1,..., .

t t
x t i j

tt
j j t ti i

i jm n

i j
i j

z

d x tc x t

c x t d x t

i m j n

 

  

 



 
    
  
  

 

 
 

Преобразование ( )x tz  отображает множество 

Z H  в самого себя. Действительно, 

1) так как 0 1t
i   и 

1

0 ( ( )) ( ( ))
m

i i
i

c x t c x t


  , 

то ˆ0 1,   t
i  1,...,i m ; 

2) 
1 1

1

( ( ))ˆ 1.
1 ( ( ))

tm m
t i i
i m

i i
i

i

c x t

c x t


 



 
   
   

 


 

Точно так же 
1

ˆ ˆ0 1,  1,..., ;  1
n

t t
j j

j

j n 


    . 

Следовательно, ˆ ˆ( , )t t   Z H   и 

( ) :x tz Z H Z H   . 

Стандартным образом (см., напр., [5]) можно ус-

тановить, что пара ( , )t t Z H     является седло-

вой точкой игры ( ( ))h x t  тогда и только тогда, когда 

она является неподвижной точкой отображения  

( )x tz . 

Очевидно, что отображение ( )x tz непрерывна на 

множестве Z H , а множество Z H  выпукло и 
компактно. По этой причине, согласно теореме 

Брауэра, отображение ( )x tz  имеет неподвижную 

точку. 
Для произвольной траектории 

0( ) { , (1),..., ( )}x x x x T  0( , )X x T  на множестве 

Z H  построим векторное отображение ( )x tz  сле-

дующим образом: 
1 1

( ) (1) ( )( , ) ( ( , ),..., ( , )).T T
x x x Tz z z        

Так как верно представление 

( ) ( )

1 1

ˆ ˆ( , ) ( , )

( ( ))( ( ))
, ,   1,.., ,   

1 ( ( )) 1 ( ( ))

1,.., ,  1,.., ,

x i j x i j

tt
j ji i

m n

i j
i j

z z

d x tc x t
t T

c x t d x t

i m j n

   



 

 

 

  
             

 

 
 

то выполнены следующие условия: 

1)  ˆ0 1,  1,..., ,t
i i T    

2)  
1

ˆ 1,   1,..., .
m

t
i

i

t T


   

Поэтому  
1 1 1

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ,..., ) {( ,..., ),..., ( ,..., )} .T T T

m m        Z  

Точно также ̂H .  

Следовательно, ( ) :xz    Z H Z H . 

Пара ( , )   является неподвижной точкой ото-

бражения ( )xz  , если  

1 1
( ) ( , ) ( , ) {( , ),..., ( , )}T T

xZ           . 
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Преобразование ( )xz   является непрерывным 

отображением компактного множества Z H  в са-

мого себя. Так как все отображения ( )x tz ,  1,...,t T

, имеют неподвижные точки, то отображение ( )xz   

так же имеет неподвижную точку. Кроме того, по-

скольку неподвижные точки отображений ( )x tz ,

 1,...,t T , являются седловыми точками матрич-

ных игр ( ( ))h x t , 1,...,t T , соответственно, то не-

подвижная точка  ( , )   отображения ( )xz   являет-

ся седловой точкой вдоль траектории ( )x  , т. е. 

( ( ), , ) ( ( ), , )

( ( ), , ),   1,..., .

t t t t

t t

K x t K x t

K x t t T

   

 

 

 
 

Теорема доказана. 
Число  

( ( )) ( ( ), , )

max min ( ( ), , )

min max ( ( ), , )

x K x

K x

K x



 

  
 

 


 

   
  

 
HZ

H Z

                (11) 

называется ценой траектории ( )x  . 

Поскольку 
0( , )Г x T  является антагонистиче-

ской игрой, то в качестве принципа оптимального 
поведения игроков в ней в классе к-стратегий есте-
ственно использовать принцип минимакса. 

Определение 3. К-Стратегии  

1 1 1( ) ( , ( ))u      и 2 ( ) ( ,   2 2( ))u    

называются оптимальными к-стратегиями игроков в 

игре 
0( , )Г x T , если для любых 1 1( )u  U  и 

2 2( )u  U ,     Z H  выполняются неравенст-

во: 
0

1 2

0
1 2

0
1 2

( ( , , ( ), ( )), , )

( ( , , ( ), ( )), , )

( ( , , ( ), ( )), , ),

K x x u u

K x x u u

K x x u u

 

 

 

   

    

   

        (12) 

где ( , )   – седловая точка вдоль траектории 
0

1 2( , , ( ), ( ))x x u u   . 

 
Числа 

2 21 1

2 2 1 1

0 0
1 2

( )( )

0 0
1 2( ) ( )

( ) max min max  min ( ( , , ( ), ( )), , ),

( ) min max min  max ( ( , , ( ), ( )), , )

uu

u u

v x K x x u u

v x K x x u u



 

 

 
     

    

   

   

U HU Z

U HU Z


   (13) 

 
 
назовем соответственно нижней и верхней ценами 

игры 
0( , )Г x T . Благодаря компактности множеств 

1 2,  U U , Z и H все экстремумы достигаются. 

 

Лемма 1.  В игре 
0( , )Г x T 0 0( ) ( )v x v x


  . 

Доказательство. Равенство (11) позволяет пред-
ставить числа (13) так: 

2 21 1

2 2 1 1

0 0
1 2

( )( )

0 0
1 2( ) ( )

( ) max min ( ( , , ( ), ( ))),

( ) min max ( ( , , ( ), ( ))),

uu

u u

v x v x x u u

v x v x x u u

   

   

   

   

UU

U U


 

откуда и следует справедливость  утверждения лем-
мы. Лемма доказана. 

 
Теорема 2.  Оптимальные к-стратегии в игре 

0( , )Г x T  существуют тогда и только тогда, когда   
0 0( ) ( )v x v x


                           (14) 

Доказательство.  Из левой части (12) получаем  

max ( ( ), , ) ( ( ), , ).K x K x


   


  
Z

           (15) 

Так как для любого  H  верно неравенство 

min max ( ( ), , ) max ( ( ), , ),K x K x
  

   
  

  
H Z Z

 

то верно и неравенство 

min max ( ( ), , ) max ( ( ), , ).K x K x
  

   
  

  
H Z Z    

(16) 

Неравенства (15) и (16) показывают, что  

min max ( ( ), , ) ( ( ), , ).K x K x
 

   
 

  
H Z

       (17) 

Рассуждая аналогично относительно правой час-
ти (12), получаем: 

( ( ), , ) max min ( ( ), , ).K x K x


   


  
HZ

 

С учетом (17), имеем: 

min max ( ( ), , ) max min ( ( ), , ).K x K x
  

   
  

  
H HZ Z

 

Так как противоположное неравенство верно 
всегда, то приходим к (14). 

Пусть выполнено равенство  (14). Тогда  

2 21 1

1 1

0 0
1 2

( )( )

0
1 2

( )

0
1 2

0
1 2

( ) max min  ( ( , , ( ), ( )))

max ( ( , , ( ), ( )))

( ( , , ( ), ( )))

( ( , , ( ), ( )), , )  .

uu

u

v x v x x u u

v x x u u

v x x u u

K x x u u  

   

 

    

    

    

   

UU

U  

Так как  
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1 1

0
1 2

( )

0
1 2

max ( ( , , ( ), ( )))

( ( , , ( ), ( )))

u
v x x u u

v x x u u

 
   

   

U  

для всех 1 1( )u  U , то для любых 1 1( )u  U  и 

 Z  
0

1 2

0
1 2

( ( , , ( ), ( )), , )

( ( , , ( ), ( )), , ) .

K x x u u

K x x u u

 

 

   

   
 

Рассуждая аналогично относительно 
0( )v x , по-

лучаем, что для всех  2 2( )u  U  и  H верно не-

равенство: 
0

1 2

0
1 2

( ( , , ( ), ( )), , )

( ( , , ( ), ( )), , ) .

K x x u u

K x x u u

 

 

   

   
 

Последние два неравенства равносильны нера-
венству (12).Теорема доказана. 

Определение 4. Число 0 0 0( ) ( ) ( )v x v x v x


    

называется ценой игры 
0( , )Г x T  в классе к-

стратегий. 
Для упрощения доказательства теоремы о суще-

ствовании в игре  
0( , )Г x T  цены и оптимальных к-

стратегий, примем следующее условие: для любых 

 0,1,..., 1t T   мощности множеств 1
tU  и 2

tU  

одни и те же и равны соответственно q  и r  (т. е. 

эти множества содержат q  и r  допустимых значе-

ний управляющих параметров). Это условие не явля-
ется принципиальным – приводимые ниже утвер-

ждения верны для любых конечных 1
tU  и 2

tU , мощ-

ности которых зависят от параметра t . 

Любой точке ( ) ( ( 1), )x t G x t t   и паре мно-

жеств 
1 1

1 2,    t tU U 
 соответствуют (в силу системы 

(1)) q r  точек ( 1) ( ( ),  1).x t G x t t    Поэтому 

мощность множества ( ( ),  1)G x t t   равна 
1( )tq r  . 

Пусть игроками выбраны допустимые управле-

ния 1
1 1( ) { ( (1)),ku u x  2

1 1( (2)),..., ( ( ))}Tk ku x u x T , 

1 2
2 2 2 2( ) { ( (1)), ( (2)),..., ( ( ))}Tl l lu u x u x u x T  ,  

где 1 ( ( ))tku x t 1 2 2 ,   ( ( ))tlt tU u x t U  .  

Паре уравнений   
1 1

1 2 1 2

1 2

( ( ),  u ( )) {( ( (1)), ( (1))),..

., ( ( ( )), ( ( )))}T T

k l

k l

u u x u x

u x T u x T

  
 

соответствует траектория 

1 1

0
1 2

0

( ) ( , , ( ), ( ))

{ , (1),..., ( )},T Tk l k l

x x x u u

x x x T

     


               (18) 

где  

1 1

1 1

1 1

1

2

( ) ( , ( 1),

( ( 1)),

( ( 1))) ( ( 1), ).

t t t t

t t t

t t t

k l k l

k k l

l k l

x t x t x t

u x t

u x t G x t t

 

 

 

 



  
 

Для траектории (18) последовательность  
1 1 1 1{ ( 1),..., (1)}t tk l k lx t x   будем называть предысто-

рией точки ( )t tk lx t  и будем писать: 

( ) ( )  t t t tk l k lx t x t 1 1 1 1( 1),..., (1)t tk l k lx t x   . 

В дальнейшем, для удобства, цену игры Г  бу-

дем обозначать символом valГ . 

Построим на каждом шаге   ( 1,..., )t t T  ре-

куррентное семейство матричных игр и определим 
их цены: 

1 ( ( ) ( 1),..., (1))t kl klV x t x t x   

= ( ( )klval valh x t  

( 1) ,..., (1))kl kl
q rx t x               (19) 

 

2 ( ( ) ( 1), ( 2),..., (1))t kl klV x t x t x t x    

1 ( ( ) ( 1),..., (1))t kl kl
q rval V x t x t x        (20) 

 

1( ( ) ( 1),..., (2), (1))t kl
tV x t x t x x    

2 ( ( ) ( 1) ,..
,

., (3), (2), (1))

t
t

kl kl
q r

V x t x t
val

x x x






          (21) 

 

( ( ) ( 1),..., (1))t
tV x t x t x   

=
1( ( ) ( 1) ,..

., (2), (1)) .

t
t

kl
q r

V x t x t
val

x x






                (22) 

В соответствие с мощностью множества допус-
тимости t-го уровня ( ( 1), )G x t t , существует 

( )tq r  чисел вида (19), 
1( )tq r   чисел вида (20) и 

т. д., q r  чисел вида (21) и одно число вида (22). 

Последовательность (19) – (22) для каждого фик-
сированного ( 1,..., )t t T  представляет собой сис-

тему упорядоченных чисел, предписанных к верши-
нам дерева, соответствующего развернутой в фазо-

вом пространстве форме игры 
0( , )Г x T . 

Лемма 2. Пусть kl kl
ij m n

B b


 – система из q r

m n  – матричных игр, имеющих седловые точки, 

1,...,k q ; 1,...,l r . Тогда в q r – матричной 

игре kl

q r
valB


 существует седловая точка. 

Доказательство. Нижнюю и верхнюю цены игры 

B  kl

q r
valB


 можно представить в виде: 
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1,...,
( ) max

k q
v B




1,...,
min
l r

( )klval B =
1,...,

max
k q 1,...,

min
l r

 

1 1

1 1

(max min

min max ),

m n
kl
ij i j

i j

m n
kl
ij i j

i j

b

b



 





  

   

 







HZ

H Z

 

( )v B 
1,...,

min
l r 1,...,

max
k q

( )klval B =
1,...,

min
l r 1,...,

max
k q

 

1 1

1 1

(max min

min max ).

m n
kl
ij i j

i j

m n
kl
ij i j

i j

b

b



 





  

   

 







HZ

H Z

. 

Предположим, что ( )v B  ( )v B . Так как 

( )v B  ( )v B  всегда, то наше предположение сво-

дится к неравенству ( )v B < ( )v B . 

Из неравенства 

max
k

min
l

( )klval B < min max
k l

( )klval B  

следует 

min
l

( )klval B < min
l

max
k

( )klval B , 

1,...,k q , 

и, далее, 

min
l

( )klval B < max
k

( )klval B , 

1,...,k q , 1,...,l r . 

Следовательно, для любой фиксированной пары 
k и l выполняется неравенство: 

min
l

(max min )kl
ij i j

i j

b


 < 

< max
k

(max min )kl
ij i j

i j

b


 .             (23) 

Так как игра klB  имеет седловую точку, то (19) 
можно переписать в виде: 

min
l

(min max )
j

kl
i i j

i j

b
 

 < 

< max
k

(max min )kl
ij i j

i j

b


 .          (24) 

Предположим, что внешние экстремумы в (24) 

достигаются при l l  и k k . Тогда для всех 

1,...,k q  и  1,...,l r  

min max
j

kl
i i j

i j

b
 

  max min k l
ij i j

i j

b





  

и, в частности, 

min max
j

k l
i

i j

b
 



 max min k l
ij i j

i j

b





 . 

Последнее неравенство означает, что 

( )k lv B


< ( )k lv B


. 

Полученное противоречие говорит о несостоя-
тельности нашего предположения и, на самом деле, 

справедливо равенство ( )v B = ( )v B . Лемма доказа-

на. 

Лемма 3. В игре 
0( , )Г x T  существуют все цены 

(19)-(22) и соответствующие им седловые точки. 
Справедливость этого утверждения непосредст-

венно вытекает из леммы 2. 
Теорема 3. В динамической матричной игре 

0( , )Г x T  существуют оптимальные к-стратегии  

( 1 ( )   , 2 ( )   ) игроков, оптимальная (в смысле 

принципа минимакса) траектория ( )x  и цена игры, 

вычисляемая по формуле: 

0( , )val Γ x T = 
1 1 1

( ( ))
T m n

ij i j
t i j

a x t    

  
 , 

где ,  
 – седловая точка вдоль траектории ( )x  . 

Доказательство. На каждом шаге ( 1,..., )t t T , 

последовательно применяя в матричных играх  
h(x), ( ( 1), )x G x t t  , 

1 ( ( ) ( 1) ,..., (1))t kl kl
q rV x t x t x  , 

1,...,k q , 1,...,l r ; 

1( ( ) ( 1) ,..., (2), (1))t kl
t q rV x t x t x x   

1,...,k q , 1,...,l r , 

принцип минимакса, получаем число  

( ( ) ( 1),..., (1))t
tV x t x t x  – итоговую цену семей-

ства матричных игр t-уровня дерева игры (в фазовом 
пространстве), которая, согласно лемме 3, существу-
ет. 

Предысторию точки ( ) ( )x t x t , соответст-

вующую числу ( ( ) ( 1),..., (1))t
tV x t x t x , обозна-

чим 0( 1),..., (1),x t x x  ,  

т. е. ( )x t  ( ) ( 1),..., (1)x t x t x   . 

Седловую точку m n  – матричной игры  

( ( ))h x t
 обозначим ( , )t t 

 

. 

По построению последовательности (19)-(22) и, 

исходя из леммы 3, последовательность { ( , )t t 
 

,

1,...,t T } является седловой точкой вдоль траек-

тории ( )x  = {
0 , (1),..., ( )x x x T 

}, а цена игры 
0( , )Г x T  равна 

0( , )val Г x T = 
1

( ( ))
T

t t
ij i j

t

a x t  
 


 .          (25) 

Допустимые управления, соответствующие тра-

ектории ( )x   обозначим  
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1 2( ( ), ( ))u u   = { 1 2( ( ( )), ( ( )))u x t u x t   
, 

0,1,..., 1t T  }. 

Оптимальные к-стратегии игроков в игре 
0( , )Г x T  имеют вид: 

1 ( )   = 1( , ( ))u   ,  2 ( )   = 2( , ( ))u   , 

а траектория ( )x  = 
0

1 2( , , ( ), ( ))x x u u     оптималь-

на в смысле принципа минимакса. Теорема доказана. 
Теорема 3 является конструктивной, так как из 

ее доказательства следует алгоритм построения оп-
тимальных к-стратегий, оптимальной траектории и 

цены игры 
0( ,  ).Г x T  

В теории игр достаточно примеров, когда прин-
ципы оптимальности, определяющие наилучшие 
исходы (решения) статических игр, будучи приме-
ненными в динамических играх, оказываются несо-
стоятельными во времени, т. е. динамически неус-
тойчивыми (см., напр., [6; 8]). 

Для определения принципа динамической устой-

чивости в игре 
0( , )Г x T , как обобщения принципа 

оптимальности Р. Беллмана из теории оптимального 

управления, погрузим ее в семейство { ( ( )Γ x t ,

)T t , 0,1,...,t T } аналогичных игр, определен-

ных вдоль оптимальной траектории ( )x  . Текущая 

игра 

( ( )Γ x t , )T t = ( ( ), )x t T t  ; 

 1 ,t T ,  2 ,t T ,  ,K t T  

отличается от исходной игры 
0( , )Г x T  (см. (8)) 

только начальным состоянием и продолжительно-

стью ( ( ( ), )x t T t  – система (1), определенная 

на отрезке  ,t T ,  1 ,t T  и  2 ,t T  – сужение 

множеств 1  и 2 на отрезке  

 ,t T ,  ,K t T = 
1 1

( ( )) ,
T m

ij i j
t i j

a x


  
  
 ). 

Определение 5. Будем говорить, что оптималь-
ная (в смысле принципа минимакса) траектория 

( )x   игры 
0( , )Г x T  динамически устойчива, если 

выполнены следующие два условия: 

1) во всех играх ( ( )Γ x t , )T t , 0,1,...,t T , 

существуют цены в к-стратегиях; 

2) 
1

1 1 1

( ( ))
t m n

t t
ij i j

i j

a x


  
 




  
 + ( ( )val Γ x t , 

)T t = 
0( , )val Γ x T , 1,...,t T   (26) 

Теорема 4.  Оптимальная (в смысле принципа 

минимакса) траектория игры 
0( , )Г x T  динамически 

устойчива. 
Доказательство. Выполнение первого условия 

определения 5 для оптимальной траектории ( )x   

следует из теоремы 3. Покажем выполнение условия 
(26). 

 
Исходя из первого условия определения 5, можно записать: 

2 [ , ] 21 [ , ] 1

1

1 [ , ]
( ) [ , ]( ) [ , ]1 1 1

( ( )) max min ( ( , ( ), ( ) ,
t Tt T

t m n
t t

ij i j t T
u t Tu t Ti j

a x v x x t u


  
 


 

    

  
UU

 

2 [ , ]
1 1 1

( ) ) ( ( )) ,
T m n

t t
t T ij

t i j

u a x t  
 

  

                       (27) 

 

где 1 [ , ] 2 [ , ]( ) ,   ( )t T t Tu u   – сужения допустимых 

управлений 1( )u   и 2 ( )u   на множество ( ( ), )G x t t
, 

а 1 1 1[ , ] ...t Tt T U U  U , 2 2 2[ , ] ...t Tt T U U  U . 

Второе слагаемое в левой части можно заменить на

2 2 1 1
1 2

( ) [ , ] ( ) [ , ]
min max ( ( , ( ), ( ), ( ))

u t T u t T
v x x t u u

   
  

U U
 

(здесь 1 2( ( , ( ), ( ), ( ))v x x t u u    – цена траектории 

1 2( , ( ), ( ), ( )x x t u u   ). Следовательно, это слагаемое 

в равенстве (26) можно переписать в виде: 

[ , ][ , ]
1 1

max min ( ( ))
T m n

ij i jt Tt T
t i j

a x  

 

  


  


HZ
. 

Отсюда, с учетом справедливости первого усло-
вия определения 5 получаем для любых  1,...,t T : 

[ , ][ , ]
1 1

[ , ] [ , ]
1 1

1 1

max min ( ( ))

 min max ( ( ))

( ( )) .

T m n

ij i j
t Tt T

t i j

T m n

ij i j
t T t T

t i j

T m n

ij i j
t i j

a x

a x

a x

 

 

 

  

 



  

  

  
 



   



    



  



 



  





HZ

H Z

 

Следовательно,  

1 1

( ( ), ) ( ( )) .
T m n

ij i j
t i j

valГ x t T t a x  



  
  

  

   

Подставляя выражения для   ( ( ), )val Г x t T t   

и  
0( , )val Г x T  (см. (25)) в (26), получаем тождест-

во. Теорема доказана. 
Таким образом, можно констатировать, что 

принцип минимакса в игре 
0( , )Г x T , порождает 

оптимальную траекторию, динамическая устойчи-
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вость которой гарантируется фактом существования 
такой траектории. 

Примечание 1. В ходе предварительного рецен-
зирования рукописи этой статьи был рассмотрен 
следующий пример с целью опровержения леммы 1: 

1 2( 1) ( ) , 0,1;t tx t x t u u t      

(0) 0;x   

   
   

0 1
1 1

0 1
2 2

0,1 , 1,1 ,

0,1 , 1,1 ;

U U

U U

  

  
 

( (1)) 0, ( (1)) | (2) | .h x h x x   

В этом случае (1,1), (1,1)    

и ( ( ), , ) | (2) | .K x x    

По расчетам рецензента: 

2 21 1

0

( )( )
( ) max min | (2) | 1,

u Uu U
v x x

   
   

2 2 1 1

0

( ) ( )
( ) min max | (2) | 2,

u U u U
v x x

   
   

т. е. 0 0( ) ( )v x v x


   (см. лемму 1). 

Однако рецензент допустил ошибку. Расчет с 
применением динамического программирования 
(схемы попятного движения для принципа минимак-

са) показывает, что в данной игре существуют две 
оптимальные (в смысле минимакса) траектории: 

( ) (0, 1,1),x    ( ) (0,0,1)x    

соответствующие управлениям: 

1

2 1 2

( ) (0, 1),

( ) ( 1, 1), ( ) (1, 0), ( ) (1, 0),

u

u u u

 

      
 

которым соответствует одна и та же цена 
0 0 0( ) ( ) ( ) 1v x v x v x


   . 

Таким образом, лемма 1 является справедливой, 
что и следует из ее строгого доказательства. 

Примечание 2.  Динамические матричные игры 
не следует путать с т. н. повторяющимися играми, 
суть которых состоит в многократном разыгрывании 
игры, т. е. в повторении одной и той же игры. В та-
ких играх управляющими факторами выступают по-
веденческие стратегии игроков. В динамических же 
матричных играх условия меняются от состояния к 
состоянию – текущие матричные игры ( ( ))h x t  раз-

ные для разных x и разных t . Более подробно с тео-
рией повторяющихся игр можно ознакомиться в ос-
новополагающих трудах Р. Ауманна, Д. Фридмана и 
др. 
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