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cylindrical shell under dynamic influences. Oscillatory processes of the filler and the bonded shell satisfy the Lamé 

equations. At the contact between the shell and the filler, the conditions of rigid contact are fulfilled. The relationship 
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Аннотация: С помощью вариационного принципа исследуются колебания тонкой продольно 

подкрепленной вязкоупругой цилиндрической оболочки при динамических воздействиях. Колебательные 

процессы заполнителя и скрепленной оболочки удовлетворяют уравнениям Ламе. На контакте оболочки и 

заполнителя выполняются условия жесткого контакта. Зависимости между напряжениями и 

деформациями, для линейного вязкоупругого материала, представляются в виде интеграла Больцмана- 

Вольтера. Для решения поставленной задачи применяются: метод разделенных переменных, методы 

теории потенциальных функций (специальные функции) и метод Гаусса. Построена зависимость изменения 

коэффициента динамичности от относительных весов ребер при различных весах поперечного ребра. 

Ключевые слова: оболочка, мгновений модуль упругости, деформация, полная энергия, ребра, вязкость. 

 
Введение 

Подкрепленные вязкоупругие цилиндричес-

киекие оболочки с деформируемыми 

заполнителями находят большое применение в 

ракетостроении, самолетостроении, судостроении 

и строительстве. Для придания большей жесткости 

тонкостенная часть оболочки подкрепляется 

ребрами, при этом незначительное увеличение веса 

конструкции существенно повышает ее прочность, 

даже если ребра имеют малую высоту. Большой 

практический интерес представляет изучение и 

устранение резонансных явлений в оболочках. 

Исследованию собственных колебаний круговых 

конусов посвящено значительное число 

теоретических и экспериментальных работ. 

Однако, до сих пор отсутствуют надежные 

решения, позволяющие определять параметры 

резонансов в широком диапазоне изменения 

физико-геометрических параметров. Имеются 

также работы, в которых теоретико-

экспериментальным методом получены 

зависимости для определения резонансных частот 

[1] и форм колебаний усеченных конических 

панелей [2,3]. Другой метод в основном 

используется для   исследования оболочек, которые 

позволяют перейти от уравнений устойчивости 

конических оболочек к соответствующим 

уравнениям для цилиндрических оболочек с 

круговым поперечным сечением. Во многих 

работах используется без моментная и полу-без 

моментная теории оболочек [4,5]. Также 

применяются приближённые методы для решения 

задач собственных колебаний [6,7]. Особую 

трудность вызывают задачи колебаний 

подкреплённых конических оболочек в 

геометрически нелинейной постановке с учетом 

реологических свойств материала, решения для 

которых практически отсутствуют. Анализ 

литературы показывает, что имеющиеся 

оптимальные проекты оболочек при заданных 

геометрических и реологических параметрах не 

могут быть реализованы на практике, уровень 

исследований остаётся только теоретическим. В 

связи с этим, не смотря на большую историю 

решения, проблема определения резонансной 

частоты собственных колебаний с учетом 

конструктивных свойств ребристых оболочек 

остаётся актуальной.  

Целью настоящей работы является разработка 

методики, алгоритма и программ   для нахождения 

резонансных частот и форм колебаний для 

круговых ребристых вязкоупругих 

цилиндрических оболочек при различных краевых 

условиях. 

 

2. Методы 

2.1.  Постановка задачи и основные 

соотношения 

Данная работа посвящена исследованию 

свободных колебаний цилиндрических оболочек с 

заполнителем, усиленных дискретно 

распределенными продольными системами ребер 

при осевом сжатии и с учетом трения между 

оболочкой и заполнителем. Проведен анализ 

влияния параметров внешней среды на параметры 

частоты собственных колебаний системы. 

 Рассмотрим замкнутую круговую 

цилиндрическую оболочку с радиусом 𝑅, 

толщиной ℎ, с ребрами к и n (соответственно по 

продольным и кольцевым направлениям). Для 

получения уравнений собственных колебаний 

используем   принцип возможных перемещений 

Лагранжа, который учитывает граничные условия 

𝛿(𝐾 + 𝛱 − 𝐴) = 0,                (1)                                                        

где К - кинетическая энергия оболочки и ребра, П- 

потенциальная энергия оболочки и ребра, А- работа 

внешних сил. Задача решена энергетическим 

способом. Потенциальная энергия оболочки, 

нагруженной осевыми сжимающими силами, 

имеет вид [8]: 

 

𝛱 =
Еℎ

2(1 − 𝜈2)
∫ ∫ {(

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+

𝜕𝜈

𝜕𝜃
− 𝑤)

2

+ 2(1 − 𝜈)
𝜕𝑢

𝜕𝜉
(

𝜕𝜈

𝜕𝜃
− 𝑤) −

2𝜋

0

𝜁1

0
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−
1

4
(

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+

𝜕𝜈

𝜕𝜉
)

2

]} 𝑑𝜉𝑑𝜃 
Еℎ

24(1 − 𝜈2)𝑅2
∫ ∫ (

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+

𝜕𝜈

𝜕𝜃
)

2
2𝜋

0

𝜉1

0

− 

 

−2(1 − 𝜈)  [
𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+ 𝜕𝜈

𝜕𝜃⁄ ) −
1

4
(

𝜕2𝑤

𝜕𝜉𝜕𝜃
+

𝜕𝜈

𝜕𝜉
)

2

]} 𝑑𝜉𝑑𝜃 + 

 

+
𝐸𝑐

2𝑅
∑ ∫ [𝐹𝑐 (

𝜕𝑢

𝜕𝜉
−

ℎ𝑐

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
)

2

+
𝐼𝑦𝑐

𝑅2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
)

𝜉1

0

𝑘

𝑙=1

2

+ 

 

+
𝐺𝑐

𝐸𝑐

𝐼𝑘𝑝.𝑐 ×
𝐺𝑐

𝐸𝑐

𝐼𝑘𝑝.𝑐 (
𝜕2𝑤

𝜕𝜉𝜕𝜃
+

𝜕𝜈

𝜕𝜉
)

2

]

𝜃=𝜃1

𝑑𝜉 − 

−
𝜎𝑥ℎ

2
∫ ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝜉
)

2

2𝜋

0

𝜉1

0

𝑑𝜉𝑑𝜃 −
𝜎𝑥𝐹𝑐

2𝑅
∑ ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝜉
)

2

|
𝜃=𝜃1

𝜉1

0

𝑘

𝑖=1

𝑑𝜉 

 

Здесь 𝜉1 =
𝐿

𝑅
, 𝜉 =

𝑥

𝑅
, 𝜃 =

𝑦

𝑅
; x,у,z- координаты, 

𝐸𝑐 , 𝐺𝑐- модули упругости и сдвиги материала 

продольных ребер, k – количество продольных 

ребер, 𝜎𝑥 - осевые сжимающие напряжения, 𝑢, 𝜈, 𝑤 

- компоненты вектора перемещений оболочки,  Е, 

 - модуль Юнга и коэффициент  Пуассона 

материала оболочки, 𝐹𝑐, 𝐼𝑦𝑐, 𝐼𝑘𝑝.𝑐  - соответственно, 

площади и моменты инерции поперечного сечения 

продольного стержня относительно осей  ОХ и ОZ, 

а также момент инерции при кручении. 

Взаимодействие заполнителя с оболочкой 

представляется как поверхностная нагрузка, 

приложенная к оболочке, которая совершает 

работу на перемещениях поверхности контакта при 

переводе системы из деформированного состояния 

в начальное недеформированное состояние 

𝐴0 = − ∫ ∫ (𝑞𝑥𝑢 + 𝑞𝜃𝜈 + 𝑞𝑧𝑤)𝑑𝜉𝑑𝜃
2𝜋

0

𝜉1

0
+

+ ∫ ∫ 𝑓𝑞𝑧(𝑢 + 𝑣)𝑑𝜉𝑑𝜃
2𝜋

0

𝜉1

0

  

(2) 

 

где 𝑞𝑥 , 𝑞𝜃 , 𝑞𝑧 - давления со стороны заполнителя на 

оболочку, f – коэффициент трения. Полная энергия 

системы:  

П = Э + К + А0. 
Физические соотношения для изотропного 

вязкоупругого тела принимают вид [9] 

 

𝜎𝑥 =
E ˜

1−𝜈2 (휀𝑥
𝑧 + 𝜈 휀𝑦

𝑧); 𝜎𝑦 =
�̃�

1−𝜈2 ⋅ (휀𝑦
𝑧 + 𝜈휀𝑥

𝑧); 

𝜏𝑥𝑦 =
�̃�

2(1+𝜈)
𝛾𝑥𝑦

𝑧 ; 𝜏𝑥𝑧 =
�̃�

2(1+𝜈)
𝛾𝑥𝑧 ; 

 𝜏𝑦𝑧 =
�̃�

2(1+𝜈)
𝛾𝑦𝑧. 

Здесь  𝜇 - коэффициент Пуассона материала 

оболочки, который считается постоянным; Е̃к - 

операторные модули упругости конической 

оболочки и ребра  

�̃�𝑘[𝑓(𝑡)] = 𝐸0к [𝑓(𝑡) − ∫ 𝑅𝐸к(𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
] ,   (3)           

 

𝐸0к- мгновенный модуль упругости Юнга 

(к=1,2,3...L); к=1-мгновенный модуль упругости 

оболочки, к=2,3...L–мгновение модули упругости 

ребер,  𝑓(𝑡) - непрерывная функция; 𝑅Ек(𝑡 − 𝜏) - 

ядро релаксации.  

Физические  соотношения,  при учете  

ползучести  материала (3) на  основе  линейной  

теории  наследственности,  принимают вид [10] 

𝜎𝑥 =
𝐸0

1 − 𝜈2
[휀𝑥

𝑧 + 𝜈1휀𝑦
𝑧 − ∫(휀𝑥

𝑧 + 𝜈1휀𝑦
𝑧)

𝑡

0

𝑅𝐸1(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏] ;

𝜎𝑦 =
𝐸0

1 − 𝜈2
[휀𝑦

𝑧 + 𝜈1휀𝑥
𝑧 − ∫(휀𝑦

𝑧 + 𝜈1휀𝑥
𝑧)

𝑡

0

𝑅𝐸1(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏] ;

 

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸0

2(1+𝜈)
[𝛾𝑥𝑦

𝑧 − ∫   𝛾𝑥𝑦
𝑧

𝑡

0
𝑅𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏] ;

𝜏𝑧𝑥 =
𝐸0

2(1+𝜈)
[𝛾𝑧𝑥

𝑧 − ∫   𝛾𝑧𝑥
𝑧𝑡

0
𝑅𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏] ,

𝜏𝑦𝑧 =
𝐸0

2(1+𝜈)
[𝛾𝑦𝑧

𝑧 − ∫   𝛾𝑦𝑧
𝑧

𝑡

0
𝑅𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏] .

          (4)                                      

Здесь 𝑅Е1(𝑡 − 𝜏), 𝑅Е2(𝑡 − 𝜏) - ядра релаксации. 

Влияние жесткости ребер учитывается с помощью 

импульсной функции Дирака. 

Место расположение и высота   ребер задается 

функцией 
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𝐻(𝑥, 𝑦) = ∑ ℎ𝑗𝑚
𝑗=1 𝛿

_

 (𝑥 − 𝑥𝑗) + ∑ ℎ𝑖𝑛
𝑖=1 𝛿

_

(𝑦 − 𝑦𝑖) −

∑ ∑ ℎ 𝑖 𝑗𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 𝛿

_

 (𝑥 − 𝑥𝑗) 𝛿
_

 (𝑦 − 𝑦𝑖)   (5) 

 

Интегрируя напряжения (3) по z , в пределах 

от −
ℎ

2
 до 

ℎ

2
+ 𝐻, получим усилия, моменты и 

поперечные силы, приведенные к срединной 

поверхности оболочки, для единицы длины 

срединной поверхности 

𝑁𝑦 = �̃�2[(ℎ + �̅�) ⋅ 휀2 + 𝑆̅𝜓2]; 

𝑁𝑥𝑦 = �̃�12[(ℎ + �̅�)𝛾𝑥𝑦 + 𝑆̅𝜓12]; 

𝑀𝑥 = �̃�1 [𝑆 ̅휀1 + (
ℎ3

12
+ 𝐽)̅ 𝜓1]; 

𝑀𝑦 = �̃�2 [𝑆̅ 휀2 + (
ℎ3

12
+ 𝐽)̅ ⋅ 𝜓2],  

                 (6) 

𝑀𝑥𝑦 = �̃�12 [𝑆 ̅𝛾𝑥𝑦 + (
ℎ3

12
+ 𝐽)̅ 𝜓12]; 

𝑄𝑥 = 𝑘�̃�13(ℎ + �̅�) ⋅ (𝜓𝑥 +
𝜕 𝑊

𝜕 𝑥
) ,  

𝑄𝑦 = 𝑘�̃�23(ℎ + �̅�) (𝜓𝑦 +
1

𝑥sin𝜃

𝜕𝑊

𝜕𝑦
+

𝑐𝑡𝑔𝜃

𝑥
𝑉), 

где 

휀1 = 휀𝑥𝑥 + 𝜈휀𝑦𝑦, 휀2 = 휀𝑦𝑦 + 𝜈휀𝑥𝑥 ,  

𝜓1 = 𝜒1 + 𝜈𝜒2, 𝜓2 = 𝜒2 + 𝜈𝜒1 , 𝜓12 = 2𝜒12, 

�̃�1[𝑓(𝑡)] = �̃�2[𝑓(𝑡)] =
�̃�

1 − 𝜈2
[𝑓(𝑡)] =

=
𝐸0

1 − 𝜈2
(𝑓(𝑡) − ∫ 𝑅𝐸(𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

) ,

 

 �̃�12[𝑓(𝑡)] = �̃�13[𝑓(𝑡)] = �̃�23[𝑓(𝑡)] =
�̃�[𝑓(𝑡)]

2(1+𝜈)
=

=
𝐸0

2(1+𝜈)
(𝑓(𝑡) − ∫ 𝑅𝐸(𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0
)

; 

𝐹, 𝑆, 𝐽 - площади (поперечного или 

продольного) сечения ребер, приходящиеся на 

единицу длины срединной поверхности. 

Статический момент и момент инерции срединной 

поверхности оболочки имеют вид 

  
+ + +

===

Hh

h

Hh

h

Hh

h

dzzJdzzSdzF

2

2

2

2

2

2

2 .;;  

Пусть на оболочку действует поперечная 

динамическая нагрузка 𝑞(𝑥,  𝑦,  𝑡). Тогда 

неизвестные искомые функции смещений 𝑈,  𝑉,  𝑊 

и углов поворота нормали 𝜓𝑥 ,  𝜓𝑦  являются  

функциями переменных 𝑥, 𝑦 и 𝑡. Функционал 

полной энергии деформации вязкоупругой 

оболочки имеет вид 

𝐽 = ∫ (К − П + 𝐴)𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
.    (7) 

Кинетическая энергия оболочки: 

 

𝐾 =
Еℎ

2(1−𝜈2)
∫ ∫ [(

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
)

2

+ (
𝜕𝜈

𝜕𝑡1
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡1
)] 𝑑𝜉𝑑𝜃

2𝜋

0

𝜉1

0
+

𝜌𝑐𝐸𝑐𝐹𝑐

2𝑅(1−𝜈2)
∑ ∫ [(

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡1
)]

𝜃=𝜃1

𝑑𝜉
𝜉1

0

𝑘1
𝑖=1        (8) 

 

 

здесь  𝜌𝑐 =
𝜌𝑐

𝜌0
,   где  𝜌0, 𝜌𝑐 - плотности материалов 

оболочки и стержня соответственно,  𝜃𝑖 =
2𝜋

𝑘1
𝑖.   

Уравнение движения среды, в векторной 

форме, имеет вид [11,12]: 

𝑎𝑒
2𝑞𝑟𝑎𝑑𝑑𝑖𝑣 𝑆

→
− 𝑎𝑡

2𝑟𝑜𝑡𝑟𝑜𝑡 𝑆
→

+ 𝜔2 𝑆
→

= 0, 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅   (9) 

где 𝑎2
𝑡 = (𝜆 + 2𝜇)/𝜌, 𝑎2

𝑒 = 𝜇/𝜌, 𝑎𝑡 , 𝑎𝑒- скорости 

распространения продольных и поперечных волн в 

заполнителе соответственно;   𝑆 = 𝑆(𝑆𝑥 , 𝑆𝜃 , 𝑆𝑧) - 

вектор перемещения; 𝜆, 𝜇 - коэффициенты  Ламе. К 

системам уравнений движения среды (9) 

прибавляются контактные условия. 

Предполагается, что контакт между оболочкой и 

заполнителем жесткий, т.е. при 𝑟 = 𝑅: 

𝑢 = 𝑆𝑥; 𝜈 = 𝑆𝜃; 𝑤 = 𝑆𝑧    
(10) 

𝑞𝑥 = −𝜎𝑟𝑥, 𝑞𝑦 = −𝜎𝑟𝜃 , 𝑞𝑧 = −𝜎𝑟𝑟 , 𝑤 = 𝑆𝑟
   

(11) 

 
 

Компоненты 𝜎𝑟𝑥 , 𝜎𝑟𝜃 , 𝜎𝑟𝑟 - тензоры 

напряжений, определяются следующим образом 

[13]: 

1
; ( ) ,

1
( ) 2

x r r r
rx s r s

r r r
rr s s

S S S S
r

r x r r r

S S S S
r

x r r r r





   


  


      
= + = +         

    
= + + + 

     

(12)

 

 

где �̃�𝑠,   �̃�𝑠 -операторные коэффициенты Ламе для 

среды в виде (2). 

Дополняя контактными условиями (11) и (12) 

уравнения движения заполнителя (9), приходим к 

контактной задаче о колебаниях цилиндрической 

оболочки, подкрепленной перекрестными 

системами ребер, заполненной средой. Другими 

словами, задача о колебаниях подкрепленных 

перекрестными системами ребер цилиндрической 

оболочки с заполнителем при осевом сжатии 

сводится к совместному интегрированию 

уравнений теории оболочек и уравнений движения 

заполнителя при выполнении указанных условий 

на поверхности   их контакта. 

Вариационное уравнение, для тонкой 

вязкоупругой оболочки, подкрепленной ребрами k-

того и j-того направления, получаются как 

вариация от суммы потенциальной и кинетической 

энергий с учетом условия сопряжения [14]  
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𝛿𝐾 + ∑ 𝛿𝐾𝑙 + ∑ 𝛿𝐾𝑙 +

𝑛

𝑗=1

𝛿Э + ∑ 𝛿Э𝑙

𝑚

𝑙=1

𝑁

𝑙=1

= 0, 

𝑁 = 𝑛 + 𝑚,                 (13) 

где Э𝑙 = П𝑙 − 𝐴𝑙- разность потенциалов внешних 

сил и работы, приложенных ребрам. Данная сумма 

содержит в качестве слагаемых столько же 

уравнений (8), сколько имеется ребер по 

соответствующим направлениям. Таким   образом, 

применительно к рассматриваемой ребристой 

оболочке, принцип Лагранжа можно 

сформулировать так [15]: 

- действительные перемещения  срединной  

поверхности  оболочки 𝑢, v, 𝑤 и 

ребер𝑢𝑚, v𝑚, 𝑤𝑚  (𝑚 = 𝑘, 𝑗), соответствующие 

данным  граничным  условиям и нагрузке, а также 

переводящие  оболочку  из  естественного  

положения в  состояние упругого равновесия, 

отличаются  от всех возможных  перемещений тем, 

что сообщают   рассматриваемой системе  

минимальное  количество  потенциальной энергии.  

Таким образом, поставлена   математическая 

постановка задачи и приведены основные 

соотношения вязкоупругих цилиндрических 

оболочек при собственных колебаниях, которые 

учитывают геометрическую нелинейность, 

дискретное введение вязкоупругих рёбер, их 

сдвиговую и крутильную жёсткость, поперечные 

сдвиги и инерцию вращения. 

 

3. Методики решения 

Предполагается, что  интегральные члены в 

(4) –(6) малые. Тогда  для  функции 𝑓(𝑡) 

сушествует функция  𝑓(𝑡) = 𝜙(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑅𝑡

 
и  

интегральные члены  заменяются слелдующими  

выражениями[16]    

�̄�к𝜙 = 𝐸0к[1 − 𝛤к
С(𝜔𝑅) − 𝑖𝛤к

𝑆(𝜔𝑅)]𝜙,         (14) 

где Гс(𝜔𝑅) = ∫ 𝑅Е(𝜏) 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑅 𝜏𝑑𝜏,
∞

0
 

Г𝑠(𝜔𝑅) = ∫ 𝑅Е(𝜏) 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑅 𝜏𝑑𝜏
∞

0
 - cответственно 

косинус и синус преобразования Фурье, 𝜔𝑅- 

действительная величина. При вычислениях 

используется трёхпараметрическое ядро 

Колтунова - Ржаницына  

𝑅𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘𝑒−𝛽𝑘𝑡/𝑡1−𝛼𝑘

         
[16]. 

 Далее будут рассматриваться оболочки, края 

которых шарнирно оперты. Компоненты вектора 

перемещений таких оболочек ищем в виде:  

𝑢 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1), 
𝜗 = 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛 𝜙 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1), 

            𝑤 = 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)         

(15)  

где, А, В, С - неизвестные постоянные; 

𝑘 =
𝑚𝜋

𝐿
(𝑚 = 1,2, . . . . ), 𝑚, 𝑛 - волновые числа в 

продольном и окружном направлениях, 

соответственно, 𝐿 - длина оболочки,  

𝜔1 =
𝜔

𝜔0

,       𝑡1 = 𝜔0𝑡,   𝜔0 = √
𝐸0

(1 − 𝜈2)𝜌0𝑅2
,       

 𝜔1 = √
(1−𝜈2)𝜌0𝑅2𝜔2

𝐸0
. 

При равных весах подкрепленной оболочки и 

оболочки без подкрепления, их собственные    

частоты обозначены через 𝜔 и 𝜔0.nРешения 

системы (9) имеют вид [17]: 

а) при малых инерционных действиях со 

стороны заполнителя на процесс колебаний 

системы: 

𝑆𝑥 = (−𝑘𝑟
𝜕𝐼𝑛(𝑘𝑟)

𝜕𝑟
− 4(1 − 𝜈𝑠)𝑘𝐼𝑛(𝑘𝑟)) 𝐴𝑠 + 

+𝑘𝐼𝑛(𝑘𝑟)𝐵𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1) 

𝑆𝜙 = [−
𝑛

𝑟
𝐼𝑛(𝑘𝑟)𝐵𝑠 − −

𝜕𝐼𝑛(𝑘𝑟)

𝜕𝑟
𝛾1𝑟)𝐶𝑠] ×

× 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)

 

𝑆𝑟 = [−𝑘3𝑟𝐼𝑛(𝑘𝑟)𝐴𝑠 +
𝜕𝐼𝑛(𝑘𝑟)

𝜕𝑟
𝐵𝑠 + +

𝑛

𝑟
𝐼𝑛(𝑘𝑟)𝐶𝑠] × 

 

 × 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)           (16) 

 

b) инерционные действия заполнителя на 

процесс колебаний системы существенны: 

𝑆𝑥 = 𝐴𝑠𝑘𝐼𝑛(𝛾𝑒𝑟) − 

−
𝐶𝑠𝛾𝑡

2

𝜕𝑟
𝐼𝑛(𝛾1𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1) 

𝑆𝜙 = [−
𝐴𝑠𝑛

𝑟
𝐼𝑛(𝛾𝑒𝑟) −

𝐶𝑠𝑛𝑘

𝑟𝜇
𝐼𝑛(𝛾1𝑟) −

𝐵𝑠

𝑛

𝜕𝐼𝑛(𝛾1𝑟)

𝜕𝑟
] × 

× 𝑠𝑖𝑛 𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)

 

𝑆𝑟 = [𝐴𝑠
𝜕𝐼𝑛(𝛾𝑒𝑟)

𝜕𝑟
−

𝐶𝑠𝑘

𝜇1

𝜕𝐼𝑛(𝛾1𝑟)

𝜕𝑟
+

+
𝐵𝑠

𝑟
𝐼𝑛(𝛾1𝑟)] 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)      (17)

 Здесь   𝐼𝑛- модифицированная функция 

Бесселя n-го порядка первого рода комплексного 

аргумента, 𝐴𝑠, 𝐵𝑠, 𝐶𝑠-   комплексные постоянные. 

Используя контактные условия (10) и (11), 

перемещения оболочек, решение уравнения 

движения среды (16) и (17), постоянные   𝐴𝑠, 𝐵𝑠, 𝐶𝑠 

выразим  через 𝐴, 𝐵, 𝐶.  В результате, для 𝑞𝑥 , 𝑞𝜃 , 𝑞𝑟 

находим [18]: 

𝑞𝑥 = (�̃�𝑥1𝐴 + �̃�𝑥2𝐵 + �̃�𝑥3𝐶) ∙

∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1) 

𝑞𝜃 = (�̃�𝜃1𝐴 + �̃�𝜃2𝐵 + �̃�𝜃3𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝑛 ∙

∙ 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1) 

𝑞𝑟 = (�̃�𝑥1𝐴 + �̃�𝑥2𝐵 + �̃�𝑥3𝐶) 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜙 ∙  

∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔1𝑡1)

   

(18) 

После подстановки (18) в (10) и 

интегрирования по 𝜉 и 𝜃 получаем, для работы 

распределенных нагрузок со стороны заполнителя, 

приложенных к оболочке: 

 

𝐴 = −𝑅2𝜋[𝑆2�̃�𝑥1𝐴2 + (𝑆2�̃�𝑥2 + 𝑆1�̃�𝜃1)𝐴𝐵 + (𝑆2�̃�𝑥3

+ 𝑆1�̃�𝑟1)𝐴𝐶 + 
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+𝑆1(�̃�𝜃3 + �̃�𝑟2)𝐵𝐶 + 𝑆1�̃�𝜃2𝐵2 + 𝑆1�̃�𝑟3𝐶2 (19) 

Здесь �̃�𝑟𝑎- постоянная, 𝑆1 =
1

2
−

𝑠𝑖𝑛 2𝑘𝜉1

4𝑘
.  

Используя (10), (11), (19) для полной энергии 

системы получим полином второго порядка 

относительно параметров постоянных А, В, С: 

∏ = (�̆�11 − 𝑆2�̆�𝑥1 − 𝜓11𝜔1
2)𝐴2 + 

+(�̆�22 − 𝑆1�̆�𝜃2 − 𝜓22𝜔1
2)𝐵2 + 

+(�̆�23 − 𝑆1�̆�𝑟3 − 𝜓33𝜔1
2 + 𝐼1𝜎𝑥)𝐶2 + 

+(�̆�44 − 𝑆2�̆�𝑥2 + 𝑆1�̆�𝜃1)𝐴𝐵 + 

+(�̆�55 − 𝑆2�̆�𝑥3 + 𝑆1�̆�𝑟1)𝐴𝐶 + 

+𝑆1(�̆�66 + �̆�𝜃3 + �̆�𝑟2)𝐵𝐶
 

Отметим, что величины �̆�𝑖𝑖(𝑖 = 1,2, . . . . . . . . ,6), 
𝜓𝑖𝑖(𝑖 = 1,2, . . . . . . . . ,6), 𝐼𝑖(𝑖 = 1,2) имеют 

громоздкий вид, поэтому их здесь не приводим. 

Условия  экстремума ∏ по параметрам А, В, С 

сводят к решению задачи о колебаниях 

подкрепленных продольными системами ребер, 

заполненных средой и подверженной продольному 

сжатию  оболочки с учетом трения в контакте, к 

однородным системам линейных алгебраических 

уравнений третьего порядка, нетривиальные 

решения которых возможны лишь в случае, если 

определитель этой системы равен нулю. 

Приравнивая далее определители указанных 

систем нулю, получаем следующее частотное 

уравнение: 

2(�̆�11 − 𝑆2�̆�𝑥1 − 𝜓11𝜔1
2)𝐴 + 

+(�̆�44 + 𝑆2�̆�𝑥2 + 𝑆1�̆�𝜃1)𝐵 +  

+(�̆�55 − 𝑆2�̆�𝑥3 + 𝑆1�̆�𝑟1)𝐶 = 0 

(�̆�44 + 𝑆2�̆�𝑥2 + 𝑆1�̆�𝜃1)𝐴 + 

+2(�̆�22 − 𝑆1�̆�𝜃2 − 𝜓22𝜔1
2)𝐵 +             (20) 

+(�̆�66 + �̆�𝜃3 + �̆�𝑟2)𝐶 = 0 

(�̆�55 + 𝑆2�̆�𝑥3 + 𝑆1�̆�𝑟1)𝐴 + (�̆�66 + �̆�𝜃3 + �̆�𝑟2)𝐵 +

+2(�̆�33 − 𝑆1�̆�𝑟3 − 𝜓33𝜔1
2 + 𝐼1𝜎𝑥)𝐶 = 0  

Нетрудно заметить, что в случае а) система 

уравнений (20) приводится к кубическому 

уравнению относительно  𝜔1
2, в противном случае 

оно является трансцендентным. Поскольку в 

дальнейшем нас будут интересовать только низкие 

частоты изгибных колебаний, это уравнение в 

случае а) можно упростить, отбросив слагаемые с  

𝜔1
4и 𝜔1

6. В результате получаем (𝜔1
2 = 𝜆𝑎): 

𝜆𝑎 =

=
𝑓3

2𝑓4 + 𝑓1𝑓5
2 + 𝑓2

2𝑓6

2𝑓5
2𝜓11 + 𝑓2

2𝜓33 − 4𝑓1𝑓4𝜓33 − 0,5𝑓6(𝑓1𝜓22 + 𝑓4𝜓11)
 

𝑓1 = �̆�11 − 𝑆2�̆�𝑥1; 𝑓2 = �̆�44 + 𝑆2�̆�𝑥2 + 𝑆1�̆�𝜃1; 

𝑓3 = �̆�55 + 𝑆2�̆�𝑥1 + 𝑆1�̆�𝑟1; 

𝑓5 = �̆�66 + �̆�𝜃3 + �̆�𝑟2; 𝑓6 = �̆�33 − 𝑆1�̆�𝑟3 + 𝐼1𝜎𝑥   (21) 

Аналогичным образом определяется 𝜆𝑏 для 

случая б). 

В качестве исходных данных следует задать 

радиусы (большие и маленькие), высоту и толщину 

оболочки, угол полу раствора усеченного конуса, 

модуль упругости, коэффициент Пуассона, 

параметры ядра релаксации материала, 

геометрические и механические параметры ребер. 

В качестве ядра релаксации вязкоупругого 

материала примем трехпараметрическое ядро 

𝑅(𝑡) =
𝐴𝑒−𝛽𝑡

𝑡1−𝛼

 

Ржаницына–Колтунова [19], 

обладаюшее слабой сингулярностью. Здесь𝐴, 𝛼, 𝛽 -

параметры материала.       

  

4. Анализ результатов и сравнения 

Приведем результаты исследования влияния 

числа ребер и жесткости заполнителей на 

критическое напряжение осевого сжатия. 

Вычисления выполнены для оболочки, среды и 

ребер с параметрами: 

𝐸 = 𝐸𝑐 = 𝐸ℎ = 6,7 ⋅ 109Н/𝑚2; 
 

   𝜈 = 0,25;     𝑥 = 1;      𝑛 = 8;     ℎℎ = 1,4𝑚𝑚;    

  𝑅 = 150𝑚𝑚; 𝐿1 = 650𝑚𝑚;   

     
𝐹𝑐

2𝜋𝑅ℎ
= 0,1491 ⋅ 10−1;      

𝐼𝑦𝑐

2𝜋𝑅3ℎ
0,7199;          

 ℎ = 0,45𝑚𝑚; 
𝐹𝑥 = 5,55𝑚𝑚2;        𝐼𝑠ℎ = 20,0𝑚𝑚4;       

   |ℎ𝑐| = 0,1270 ⋅ 10−1𝑅;           
𝐼𝑘𝑝𝑐

2𝜋𝑅3ℎ
= 0,5225 ⋅ 10−6; 

𝐼𝑘𝑝ℎ = 0,48𝑚𝑚4;   𝑓 = 0,25

 

Результаты расчетов представлены на рис. 1.  

Здесь приведена зависимость от напряжения 

осевого сжатия (𝜎𝑥10−6(𝑁/𝑚2). Из рис.1 видно, 

что с увеличением напряжения частота системы 

падает. Кроме того, учет трения приводит к 

снижению значения собственной частоты 

исследуемой конструкции. 

Как отмечено, методика определения 

оптимальных параметров подкрепленной оболочки 

построена на сопоставлении минимальных частот 

колебаний ребристой и гладкой цилиндрической 

оболочки, усиленными продольными системами 

ребер, заполненной средой. 

В качестве варьируемых параметров 

рассматриваются: относительная толщина 

оболочки ℎ
∗ = ℎ/𝑅, расстояния между 

продольными и поперечными ребрами, отнесенные 

к толщине оболочки, отношение веса всех ребер к 

весу оболочки 𝜂1 и отношение веса продольных 

ребер к весу поперечных ребер 𝜂2. При этом 

предполагается, что радиус и длина оболочки, а 

также характеристики формы сечений продольных 

и поперечных ребер заранее заданы. Отметим, что 

для прямоугольных сечений необходимо задавать 

отношения 𝜓1 и 𝜓2 высот соответственно 

продольных и кольцевых ребер к их толщинам. 

Безразмерные характеристики ребер, входящие в 

(10), (11), выражаются через указанные параметры: 

𝛾(1)
𝑐

=
𝜙1

′ 𝜙2
′

1 + 𝜙2
′

, 𝛾
𝑠

(2)
=

𝜙1
′

1 + 𝜙2
′
, 
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ℎ𝑐

𝑅
= −

ℎ
∗

2
(1 + √𝑎1𝜙1𝛾

𝑐

(1)
) , 

𝜇𝑠2 =
1 − 𝜈

6

𝑎2

𝜓2

(ℎ
∗)2 (𝛾

𝑠

(2)
)

2

; 

ℎ𝑐

𝑅
= −

ℎ
∗

2
(1 + (1 +

1

𝑘1

) √𝑎1𝜙1𝛾
𝑐

(1)
) , 

𝜂𝑠1
(2)

= 𝛾
𝑠1

(2)
𝛾

𝑠

(2) 𝑎2𝜓2(ℎ
∗)2

12
, 

𝜂𝑠1
(2)

= 𝛾
𝑠1

(2)
𝛾

𝑠

(2) 𝑎2𝜓2(ℎ
∗)2

12
, 

𝜂𝑐
(1)

= 𝛾
𝑐

(1)
[

𝑎1

12
𝜓1𝛾

𝑐

(1)
(ℎ

∗)2 + (
ℎ𝑐

𝑅
)

2

], 

𝜇𝑠1ҳ =
1 − 𝜈

6
(ℎ

∗)2 (𝛾
𝑐

(1)
)

2 𝑎1

𝜓1

 

При такой постановке результат исследования 

практически не зависит от характеристик 

материала оболочки, поскольку (𝜔𝑚𝑖𝑛
2 ), как 

известно, слабо зависят от коэффициента Пуассона 

𝜈, а их отношение 𝜇 не зависит от модуля 

упругости 𝐸. Следует отметить, что для улучшения 

несущей способности оболочки необходимо найти 

такое сочетание параметров ℎ∗
, 𝑎1, 𝑎2, 𝜙1

′ и 𝜙2
′

, 
при 

которых 𝜇 принимает наибольшее значение.
 

 

 

 

 
Рис.1. Зависимость частоты системы  𝝎 = 𝝎𝟏𝝎𝟎 от сжимающих напряжений при различных 

значениях n: 1. n=2; 2. n=3; 3. n=4. 

 

 

В качестве примера, иллюстрирующего 

изменение𝜇 в зависимости от относительных весов 

ребер, приведены результаты вычислений 

усиленных продольно подкрепленными системами 

ребер цилиндрических оболочек, заполненных 

средой. 

Результаты вычислений представлены на рис. 

2 в виде кривых  𝜇(𝜂1) =
𝜔𝑅

2

𝜈2  для различных 

значений 𝜂2. Сплошные кривые соответствуют 

колебаниям ребристой оболочки без заполнителей. 

 

 
 

Рис.2.  Изменение коэффициента динамичности 𝝁 в зависимости от относительных весов ребер при 

различных весах поперечного ребра  𝟏.  𝜼𝟏 = 𝟎;   𝟐.  𝜼𝟏 = 𝟎, 𝟐;  𝟑.  𝜼𝟏 = 𝟎. 𝟒.  
 

Анализируя результаты вычислений, 

нетрудно заметить, что наилучшая несущая 

способность оболочки достигается при усилении 

только поперечными ребрами (𝜂2=0), для которых 

𝜇max = 18,7031. Абсцисса этой точки равна 0,50. 

Учет реологических свойств материала 

позволяет увеличить (или уменьшить) частотные 

значения   оболочки до 10%. Для изгибных 

колебаний наблюдается существенное уменьшение 

локальных максимумов нормальных   

перемещений с увеличением площади кольцевых 

ребер оболочки.  

 

5.  Заключения 

1.  Разработан алгоритм решения задач 

собственных колебаний оболочек для ребристых 

вязкоупругих цилиндрических оболочек.  Для 

решения динамических задач применяется метод 
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разделения переменных и специальных функции 

предмета уравнений математической физики, 

метод замораживания, методы Мюллера и Гаусса. 

2.Анализ результатов расчета показывает, что 

с уменьшением толщины вязкоупругой   

цилиндрических   оболочки, реальные и мнимые 

части первой и второй  частот  колебаний 

монотонно убывают. Реальные части третьей  и 

четвертой  частот умеренно снижаются, а 

соответствующие мнимые части плавно 

возрастают. 

3.Учет реологических свойств материала 

позволяет увеличить (или уменьшить) частотные 

значения   оболочки до 10%. 
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