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ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ ВРАЩЕНИЙ РОТОРА 

ГИРОСКОПА СФЕРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 

 

Аннотация: В работе исследуется условия устойчивости стационарных вращении проводящего 

абсолютно твердого тела (ротора гироскопа) сферической формы при раскрутке неконтактного гироскопа 

в сопротивляющейся среде в случае быстрых вращений гироскопа, когда кинетическая энергия ротора 

велика по сравнению с моментом сопротивления и активным вращающим моментом. 

Ключевые слова: абсолютно твердое тело, регулярная прецессия, высокочастотное магнитное поле,  

неконтактный гироскоп, ротор гироскопа, кинетическая энергия, момент сопротивления, коэффициент  

поляризуемости, эллипсойд инерций, угол нутации. 

 

Введение 

UDC 681.38(62-251) 

 

В работе [8], ,был рассмотрен вопрос об 

устойчивости по отношению к переменным 𝛿, 𝐿, 𝜗 

найденных стационарных движений ротора 

неконтактного гироскопа, соответствующих 

особым точкам: 

𝑆𝑖𝑛𝜗0 = 0,    𝐿0 =
𝑎√2 𝑒1

1𝐼3

2𝑛3−𝑏√2𝑒1
1               

𝐶𝑜𝑠𝜗0 = 0,    𝐿0 =
𝑎√2 (𝑒3

1+𝑒1
1)𝐼1

4𝑛1−𝑏√2(𝑒3
1+𝑒1

1)
         

𝑆𝑖𝑛2𝜗 = 𝐴/𝐵,   𝐿0 = −𝐶/𝐷                

где 

𝐴 = (4𝑛3(𝑒3
1 + 𝑒1

1) −2 𝑏√2𝑒3
1𝑒1

1)𝐼1 − 

(8𝑛1𝑒1
1 −2 𝑏√2𝑒3

1𝑒1
1)𝐼3, 

𝐵 = 𝑏√2𝑒1
1(𝑒3

1 − 𝑒1
1)(𝐼3 − 𝐼1), 

𝐶 = 𝑎√2(𝑒3
1 − 𝑒1

1)𝐼1𝐼3,  

𝐷 = 4(𝑛3𝐼1 − 𝑛1𝐼3) + 𝑏√2(𝑒3
1𝐼3 − 𝑒1

1𝐼1), 

𝑎 = Г(0.5)휀0 √𝜋⁄ /√𝜔, b = Г(1.5)휀0 √𝜋⁄ /

𝜔3/2,  Г - гамма функция, 휀0 = 𝑐/√4𝜋𝜆0𝜇 –  

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
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малый параметр при решении 

соответствующей электродинамической задачи, 𝜔 

- угловая скорость вращения вектора 

напряженности магнитного поля [2]. 

Предположим, что момент диссипативных 

сил является линейной функцией угловой 

скорости тела и в проекциях на оси трехгранника 

х имеет вид [4] 

 

�̅�𝑥 = −𝑁Ω̅𝑥 

где  𝑁 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑛1, 𝑛2, 𝑛3} - диагональная матрица с 

положительными элементами, стоящими на 

главной диагонали,   - угловая скорость 

твердого тела. 

Введя параметр 𝜌 = 𝑒3
1/𝑒1

1 - отношение 

коэффициентов поляризуемости ротора, 

𝑁1 =
𝑛1

𝑏√2𝑒1
1

,     𝑁3 =
𝑛3

𝑏√2𝑒1
1
, 

- нормированные коэффициенты 

сопротивления, характеризующие вязкость 

окружающей среды, были получены [10], 

соотношения (1), (2) и (3), отражающие условия 

устойчивости стационарных вращении и 

регулярной прецессии при раскрутке 

неконтактного гироскопа в сопротивляющейся 

среде в случае быстрых вращений гироскопа, 

когда кинетическая энергия ротора велика по 

сравнению с моментом сопротивления и 

активным вращающим моментом: 

условия устойчивости стационарного 

вращения вокруг полярной оси 

𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌

4
         

𝐼3

𝐼1
> 𝐽2(𝑁)          (1) 

условия устойчивости стационарного 

вращения вокруг экваториальной оси 

𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌

4
               

𝐼3

𝐼1
> 𝐽2(𝑁)     (2) 

условия устойчивости регулярной прецессии 

при 

0 < 𝜌 < 1, 𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌+1

4
  ,   

𝑁1

𝑁3
>

𝜌+1

2
,  

и при 

𝜌 > 1, 𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌 + 1

4
  ,   

𝑁1

𝑁3
<

𝜌 + 1

2
, 

𝐽1(𝑛) < 𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽2(𝑛)              (3) 

 

где   

𝐽1(𝑛) =
(4𝑁3−1)(𝜌+1)

8𝑁1−(𝜌+1)
,    𝐽2(𝑛) =

(2𝑁3)(𝜌+1)−𝜌

4𝑁1−𝜌
. 

Эти соотношения удобно представить в 

безразмерном виде. 

Введем параметр 𝜌 = 𝑒3
1/𝑒1

1 - отношение 

коэффициентов поляризуемости ротора, 

𝑁1 =
𝑛1

𝑏√2𝑒1
1

,     𝑁3 =
𝑛3

𝑏√2𝑒1
1
 

- нормированные коэффициенты 

сопротивления, характеризующие вязкость 

окружающей среды. 

Тогда имеем:  

условия устойчивости стационарного 

вращения вокруг полярной оси 

𝑁3 > 0,5      𝑁1 > 0,25𝜌      𝐼3/𝐼1 > 𝐽2(𝑁)      (4) 

условия устойчивости стационарного 

вращения вокруг экваториальной оси 

𝑁3 > 0,5  ,    𝑁1 > 0,25(𝜌 + 1), 

    𝐼3/𝐼1 < 𝐽1(𝑁)                           (5) 

условия устойчивости регулярной прецессии 

при 0 < 𝜌 < 1, 𝑁3 > 0,5, 𝑁1 > 0,25(𝜌 + 1),
𝑁1/ 𝑁3 > (𝜌 + 1)/2),  

 

и при 𝜌 > 1, 𝑁3 > 0,5, 𝑁1 > 0,25(𝜌 +
1),  𝑁1/𝑁3 < (𝜌 + 1)/2),  

𝐽1(𝑛) < 𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽2(𝑛)                        (6) 

 

где  

         𝐽1(𝑛) =
(4𝑁3−1)(𝜌+1)

8𝑁1−(𝜌+1)
,  

𝐽2(𝑛) = ((2𝑁3)(𝜌 + 1) − 𝜌)/(4𝑁1 − 𝜌) 

 

В качестве примера использования 

полученных условий, рассмотрим частный случай 

когда внешняя поверхность ротора представляет 

собой сферу и следовательно,  

𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛. 

При этом неравенства (4), (5), (6) могут быть 

представлены в виде: 

при  𝜌 > 2,    𝑥 > 𝜌 4⁄   и  𝜌 < 2, 𝑥 >
0.5    𝐼3 𝐼1⁄ > 𝐽2(𝑥)   

при  𝜌 < 1,   𝑥 > 0.5 и  𝜌 > 1, 𝑥 > 

(𝜌 + 1) 4⁄       𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽1(𝑥)          (7) 

при  𝜌 > 1, 𝑥 > (𝜌 + 1) 4⁄  и  𝜌 < 1, 𝑥 >
0.5     𝐽1(𝑥) <  𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽2(𝑥)  

 

где   𝐽1(𝑥) =
(4𝑥−1)(𝜌+1)

8𝑥−(𝜌+1)
,    𝐽2(𝑥) =

(2𝑥)(𝜌+1)−𝜌

4𝑥−𝜌
,  

𝜌 = 𝑒3
1/𝑒1

1,  𝑥 = 𝑛/(𝑏√2𝑒1
1) - безразмерные 

параметры. 

Введем на плоскости прямоугольную 

систему координат с осями, по одной из которой 

будем откладывать значения х, а по другой 

отношение 𝐼3 𝐼1⁄  . 

На этой плоскости графики зависимостей 

𝐼3 𝐼1⁄ = 𝐽2(𝑥) и 𝐼3 𝐼1⁄ = 𝐽1(𝑥) 

представляет собой в общем случае гиперболы. Их 

взаимное расположение полностью характеризует 

области устойчивости найденных частных 

решений.  

Рассмотрим следующие возможные случаи. 

Пусть тензор поляризуемости шаровой, т.е. 

𝜌 = 1. В этом случае  

𝐼3 𝐼1⁄ = 𝐽2(𝑥) = 1  (рис.1).  

Областями устойчивости будут две 

бесконечные полосы:  

- 1 < 𝐼3 𝐼1⁄ < 2                            (8) 

- отвечает устойчивому вращению вокруг 

полярной оси;    

- 0 < 𝐼3 𝐼1⁄ < 1                            (9) 
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– устойчивому вращению вокруг 

экваториальной оси. Здесь учтено неравенство 

𝐼3 𝐼1⁄ < 2, которому должно удовлетворять 

реальное тело. 

Таким образом, при 𝜌 = 1 тело со 

сплюснутым эллипсоидом инерции устойчиво 

вращается вокруг полярной оси, регулярная 

прецессия не существует, а тело с вытянутым 

эллипсоидом инерции устойчиво вращается 

вокруг экваториальной оси. 

Пусть теперь тензор поляризуемости не 

шаровой, т.е. 𝜌 ≠ 1. В этом случае  𝐽1(𝑥) и  𝐽2(𝑥)  

имеют общую горизонтальную асимптоту  

𝑃 = (𝜌 + 1)/2 , при 𝑥 → ∞. 

На рисунках 2 – 4 показано расположение 

областей устойчивости в зависимости от величин 

параметра 𝜌. 

Область обозначенная (8), отвечает 

устойчивому вращению вокруг полярной оси, 

через (9) обозначена область устойчивости 

вращений тела вокруг экваториальной оси,  

заштрихованная область соответствует 

устойчивой регулярной прецессии. Области 

устойчивости попарно не пересекаются.  

В случае 𝜌 > 3, кривые 𝐽1(𝑥) и  𝐽2(𝑥) всюду 

лежат выше горизонтальной асимптоты 𝑃 > 2. В 

случае, когда неравенства (7) не выполнены, 

существует неустойчивая регулярная прецессия, и 

тело выходит либо на режим вращения вокруг 

полярной оси, либо на режим вращения вокруг 

экваториальной оси (в зависимости от начальных 

условий). 

В случае устойчивой регулярной прецессии, 

угол нутации 𝜗 находится из равенства 

 

𝑆𝑖𝑛2𝜗 =
(4𝑥(𝜌 + 1) − 2𝜌)𝐼1 − (8𝑥 − 2𝜌)𝐼3

(𝜌 − 1)(𝐼3 − 𝐼1)
 

Как видно из этого равенства, в зависимости 

от параметров 𝜌, 𝑥 угол нутации 𝜗 может 

принимать разные значения. 

 
Рис.1   Область устойчивости при  𝝆 = 𝟏 

 

 
Рис.2   Графики изменения 𝑱𝟏(𝒙) и  𝑱𝟐(𝒙) при  𝝆 > 𝟑    (𝝆 = 𝟑. 𝟐) 
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Рис.3 Область устойчивости при  𝟎 < 𝝆 < 𝟏    (𝝆 = 𝟎. 𝟔) 

 

 
Рис.4  Область устойчивости при 𝟏 < 𝝆 < 𝟑    (𝝆 = 𝟐. 𝟒) 
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