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PROBLEMELE GEOMETRICE DE CONSTRUCTIE-FACTOR DETERMINANT
iN EDUCATIA INTELECTUALA A ELEVILOR SI STUDENTILOR

Laurentiu CALMUTCHLI, dr. hab., prof. univ., UST
Rezumat. In acest articol se cerceteaza metodologia rezolvirii problemelor de constructive plin aplicarea
diferitor metode de rezolvare acestor probleme. O atentic deosebitd se acordd cercetarii solutiilor
problemelor.
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GEOMETRIC PROBLEMS OF CONSTRUCTION - DETERMINANT FACTOR

IN THE INTELLECTUAL EDUCATION OF PUPILS AND STUDENTS

Abstract. This article investigates the methodology of solving constructive problems by applying
different methods to solve these problems. Particular attention is paid to researching problem solutions.
Keywords: intellectual education, problem of construction, research.

Problemele de constructie au atras atentia matematicienilor din toate timpurile. Cu
astfel de probleme s-au ocupat Pitagora, Hippocrates, Euclid, Arhimede, Apoloniu,
Descartes, Fermat, Newton, Pascal, Euler, Gauss si altii. In secolul IV i.e.n. au aparut
problemele, care au devenit clasice: problema cuadraturii discului, problema dublarii
cubului si problema trisectiei unghiului. Abia la sfarsitul secolului XIX s-a demonstrat,
ca aceste probleme de constructie nu pot fi rezolvate numai cu rigla si compasul.
Cercetarile facute in solutionarea acestor probleme au stat la baza dezvoltarii diferitor
ramuri ale matematicii, mai cu seama a algebrei si analizei matematice.

Este greu de apreciat rolul problemelor de constructie in dezvoltarea capacitatilor
intelectuale ale elevilor si studentilor. Nici un fel de alte probleme nu contribuie atat de
mult pentru dezvoltarea atitudinilor si deprinderilor logice la elevi decat problemele de
constructie. Aceste probleme dupd structura si metodele de rezolvare nu numai ca
stimuleaza obtinerea unor imaginatii geometrice concrete, dar si dezvoltd posibilitatea de
a imagina figura geometrica, permit ca mintal de operat cu elementele figurii. Problemele
de constructie pot influenta la intelegerea de catre elevi a aparitiei diferitor figuri
geometrice, dau posibilitatea transformarii figurilor, iar toate acestea stimuleaza
imaginatia spatiala. Astfel de probleme dezvolta in mod deosebit gandirea logica, intuitia
geometricd. Planul de rezolvare a oricdrei probleme de constructie reprezinta un lant de
constructii de baza (elementare), care fiind efectuate duc la solutia problemei. Prin
urmare, acest plan poate fi privit ca un oarecare algoritm si de aceea poate fi folosit ca un
material util In cursul de informatica si in tehnica de calcul. Problemele de constructie
dezvolta deprinderile de a solutiona problemele practice. Prin intermediul acestor
probleme se dezvolta deprinderile de cercetare si de lucru independent.

Rezolvand problemele de constructie, chiar si cele mai simple, mai profund se
constientizeazd materialul teoretic acumulat despre figurile geometrice, deoarece in

procesul rezolvarii acestor probleme se formeaza un model ilustrativ a proprietatilor si al
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relatiilor studiate si se lucreaza cu acest model. Rezolvarea problemelor de constructie
dezvoltd asa calitdti ale personalitatii ca atentia, disciplina, initiativa, gandirea logica,
creativitatea, dragostea de munca.

Cu parere de rau in manualele scolare de matematica actuale nu se acorda o atentie
meritatd problemelor de constructie. Probabil autorii manualelor de matematicd n-au
consultat suficient manualele [7, 8].

Inca in secolul IV i.e.n. a fost elaborati metodologia rezolvarii problemelor de
constructie, care este actuala si in prezent. Conform acestei metodologii, se considera ca
problema de constructie este bine rezolvata, daca sunt respectate urmatoarele etape: 1)
analiza; 2) constructia; 3) demonstratia; 4) cercetarea. Din practica acumulata putem
afirma, ca primele trei etape sunt ceva mai bine insusite de elevi. Cercetarea nsa, este
mult mai dificila pentru elevi si nu numai doar pentru ei. Scopul cercetarii este de a
stabili conditiile In care problema are solutii si de a determina numdrul acestora.
Metodistii recomandd de a face cercetarea ,,dupd pasii de constructie”. Vom arata ca
aceasta conditie este necesara, dar nu si suficienta. Pentru a ilustra aceasta afirmatie, vom
folosi un exemplu din [4], care dupa parerea noastra este foarte reusit.

Se cere de construit o dreapta, care trece printr-un punct dat A la distante egale de la
doua puncte arbitrare B si C.

Analiza. Construim o dreapta a, notam pe aceasta dreapta un punct A si la distante egale
(de parti diferite a dreptei a) construim punctele B si C.
Construim perpendicularele BB, si CC; la dreapta a, segmentul BC si notam punctul M
de intersectic a segmentului BC cu dreapta a (Fig.1). Observam, ca punctul M este
mijlocul segmentului BC si deja devine clara metoda de rezolvare a problemei date.
Constructia.

1. [BC];

2. M- mijlocul segmentului BC;

3. (AM)- dreapta ce verifica conditiei problemei.

B1

(e} o L

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Demonstratia. Urmeaza nemijlocit din constructie.

Cercetarea. Primul pas intotdeauna este posibil si 1n mod unic. De asemenea este posibil
in mod unic si al doilea pas. Intotdeauna este posibil si pasul trei, dar prin doua puncte
trece o singura dreapta numai daca aceste puncte sunt diferite. Daca insa punctele A si M
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coincid, atunci prin aceste doud puncte trec o infinitate de drepte. Evident, fiecare din
aceste drepte satisface conditiei problemei. Asa dar, problema are o infinitate de solutii,
daca punctul A concide cu mijlocul segmentului BC. Aceasta insa nu inseamna, ca nu pot
exista si alte solutii, ficind constructia in alt mod. Intr-adevir, analizand mai profund
problema, observam ca dreapta paralela la BC (daca asa dreapta existd) de asemenea este
solutie a problemei. Pentru a face asa concluzie este suficient, facind analiza, de avut in
vedere ca punctele B si C pot fi situate si de aceiasi parte a dreptei a. Apare intrebarea:
NU mai existda oare si alte solutii? Acum se cere de demonstrat, ca alte solutii nu exista.
Intr-adevar, fie dreapta a’ nu trece prin mijlocul segmentului BC si nici nu este paralela la
dreapta BC (Fig.2). Atunci, dreapta a’ va intersecta dreapta BC. Sa notam prin D punctul
de intersectie a dreptei a’ cu dreapta BC, iar prin BB’ si CC’ perpendicularele construite

corespunzator din punctele B si C pe dreapta a'.
Deoarece ABB'D~ACC'D, atunci % = %. Din faptul ca dreapta a’ nu trece prin

mijlocul segmentului BC, urmeaza, ca |BD| # |CD| si deci, |BB'| # |CC'|, adica dreapta

a’ nu poate fi soltie a problemei.

Prin urmare, problema are o infinitate de solutii, daca punctul A coincide cu mijlocul

segmentului BC, si are exact doud solutii, daca punctul A nu apartine dreptei BC. Daca

insa, punctul A este un punct arbitrar al dreptei BC, diferit de mijlocul acestui segment,

atunci problema are o singura solutie.

In continuare vom rezolva unele probleme de constructie utilizand diferite metode de

rezolvare a astfel de probleme.

1. Este dat un cerc w(O,R) si un punct A in exteriorul cercului. Din punctul A de
construit 0 secanta astfel, incat cercul sa o imparta in jumatate.

Solutie. Fie secanta AB este dusa astfel, incat |AC| = |CB| (Fig. 3). Evident, problema se

reduce la determinarea punctului B sau C. Sa observam, ca punctul B se determina usor,

daca am cunoaste punctul D, simetricul punctului B in raport cu centrul 0. Unim

punctul D cu punctele A si C. Deoarece unghiul DCB se sprijina pe diametru, urmeaza ca

este unghi drept, dar atunci AACD = ABCD si deci, |AD| = |[DB| = 2R. Asa dar, punctul

D este punctul de intersectie a cercului w (0, R) cu cercul w, (4, 2R).

Prin urmare, pentru a rezolva problema vom proceda in felul urmator: descriem

cercul w; (4, 2R) si punctul de intersectie D al cercurilor w; si w, il unim cu centrul O;
prelungim segmentul DO pana la intersectie cu cercul w in punctul B si unim punctul B
cu punctul A. Triunghiul ADB este isoscel, DC este 1naltimea acestui triunghi, dar si
mediana, urmeaza, ci|AC| = |CB|.
O alta solutie obtinem, daca unim punctul K, cel de-al doilea punct de intersectie a
cercurilor w si w; , cu punctul 0. Prelungind KO pana la punctul L si unim punctele L, A.
Problema are o singura solutie, daca cercul w; (4, 2R) este tangent la cercul w(0, R) si
nu are solutie, daca w N w,; = {0}.
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2. Un lot de pamant are forma unui patrulater convex arbitrar. De construit un gard astfel
incat aria lotului sa se imparta in doua parti egale.
Solutie. Fie lotul are forma patrulaterului ABCD (Fig. 4).

B B B
M
I 1 2 c
E
E D P & & Yo, o & o e ®
4 E D P 1 % D X,

Figura 4 Figura 5 Figura 6

]

Construim diagonala BD, iar din punctul C construim o paraleld la BD. Notam prin K
punctual de intersectie a acestei paralele cu dreapta AD si unim punctele B, K. Observam
cd Apgcp = Aappk (au baza comuna BD si aceeasi ndltime) si deci, A pgoc = Aapok -
Prin urmare, Aupcp = Apapk. Impartind segmentul AK in jumitate, determinim
punctual E. Evident, Ayagr = Apcpk -

Analogic, se procedeaza in cazul, daca gardul incepe din varful C (Fig. 5).

Fie M un punct interior arbitrar de pe latura BC. Din Fig.6 este clar, cum poate fi
construit gardul din punctul M. Evident, E este mijlocul segmentului K, K;.

3. Un lot are forma unui pentagon convex arbitrar. Cu ajutorul unui gard de Tmpartit acest
lot in doua parti cu ariile egale.

Solutie. Fie lotul dat are forma pentagonului arbitrar ABCDE iar M un punct arbitrar pe
latura ED.

0
T ¢
o

Figura 7 Figura 8 Figura 9

Construim DC;||MC si EA,|| MA (Fig. 7).

Apmpc = Aamce, - AWUNCI,  Apypo + Aamoc = Aamoc + A poce,»  adicd  Apypo =
A apcc,- Analogic, ca in problema precedent, putem demonstra c¢d Aamgo, = Aano,a,-
Prin urmare, Aypcpr = Aa,mc,p- Asa dar, pentru a imparti aria pentagonului ABCDE in
jumadtate, este suficient sd impdartim aria patrulaterului A;MC;B in jumatate (vezi
exemplul precedent ).

4. Este dat un triunghi arbitrar ABC. De construit pe laturile AC si BC punctele D si E
corespunzator, astfel incat DE||AB si |AD| + |BE| = n - |DE|.

Solutie.
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In [2] aceasta problema este rezolvata prin metoda algebrici. Vom rezolva acum
aceasta problema prin metoda geometrica.

Presupunem, ca problema este rezolvatd si segmentul DE satisface conditiilor
|AD| | |BE|

problemei. Deoarece |AD|+ |BE| =n-|DE| = —t——= |DE|. Pe DE depunem
IDK| =2, atunci |KE| = |DE| — |DK| = 2. Construim prin C o dreapta paralela

la dreapta AB. Notam punctele de intersectie a acestei drepte construite cu semidreptele
[AK) si [BK) prin M si N corespunzator. Din asemédnarea triunghiurilor ADK si ACM,
avem:

|CM|:|AC| = |DK|:|AD| = 1:n de unde |CM| = %. Din asemanarea triunghiurilor

BKE si BNK, obtinem: |CN| = 'i—cl. Deci, punctele M si N pot fi construite, dar atunci

putem determina punctul K. Ramane de construit prin punctul K o paralela la dreapta
AB. Problema intotdeauna are o singura solutie.

5. De construit triunghiul ABC, daca se cunoaste latura a, indltimea h, = h si suma
b + c = s (Fig. 9).

Solutie.

Fie indltimea AH imparte latura CB in segmentele CH si HB astfel incat, |CH| = % — X,

|HB| = %+ x (Fig. 9). Atunci, b = \/(g —x)24+h%c= \/(% +x)2 4+ h2. Conform

conditiei, avem:

J(%—x)2+h2+J(§+x)2+h2=s.

Rezolvand aceasta ecuatie, obtinem unica solutie pozitiva

X = sVs2—a2-4h2
T 2Vs?aZ
Constructia.
1. y=+s?—a?

. Z=4/y?—4h?

SX

2
3 >
4. |CH| = % —x
5. |HB| = §+ x
6. AAHC
7. AAHB

8. AABC —cautat.
Problema are o singura solutie pentru s > a si s* > a? — 4h2,

Patru puncte A, B, C, D situate pe o dreapta, Se numesc puncte armonice, daca are

loc egalitatea: |AC|: |CB| = |AD|: |DB|.
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Daca in triunghiul ABC construim bisectoarele unghiului interior si a celui exterior de
la varful C, atunci, daca notam corespunzator prin M si N punctele de intersectic a
bisectoarelor respective cu dreapta AB, obtinem ca punctele A, B, M, N sunt armonice
(Fig.10). Intr-adevir, din proprietitile bisectoarelor de la varful triunghiului, avem:
|AM| |AC| |AN| |AC]|
IMB| ~ |BC|’|BN| _ |BC[
Din aceste doua egalitati, obtinem:
|AM|: |MB| = |AN|:|BN|.
Prin urmare, punctele A, B, M, N sunt armonice.

[

y =

A

¢
M B

Figura 10 Figura 11 Figura 12

6. Pe o dreapta sunt date trei puncte A, B si C. De construit al patrulea punct D, astfel
incat aceste patru puncte sa fie armonice.
Solutie.
Metoda I. Fie A, B si C apartin unei drepte. Din punctul A construim o semidreapta
arbitrara [AM), iar prin punctele B si C construim dreptele BX || CY
arbitrare(Fig.11).Notam prin X si Y punctele de intersectic a acestor paralele cu
semidreapta [AM) corespunzator. Pe semidreapta [AM) depunem |YE| = |XY|. Se unesc
punctele B si E, iar din punctul Y se construieste YD || BE. Punctul D este cel cautat.
Intr-adevar,

|AC|: |CB| = |AY]: [YX], (1)

|AD|: IDB| = |AY][: |YE] . (2)
Asa cum, |YE| = |XY| din (1) si (2), avem: |AC|: |CB| = |AD|: |DB]|.
Metoda Il. Fie pe o dreapta sunt date punctele A, M, B astfel incat, punctul M este situat
intre punctele A si B (Fig.12). Pentru a construi cel de-al patrulea punct vom folosi
proprietatile bisectoarelor unghiului interior si a celui exterior de la varful triunghiului.
Prin punctele A si B construim un cerc arbitrar.Fie E mijlocul arcului AB, iar dreapta
ME intersecteaza cercul in al doilea punct C. Unim punctul C cu punctele Asi B. In
rezultat se obtine triunghiul ABC, in care CM este bisectoarea unghiului interior de la
varful C. Semidreapta [CN)este bisectoarea unghiului exterior de la varful C si
intersecteaza dreapta AB in punctul N, cel cautat.
Observatie. Daca punctul M este mijlocul segmentului AB, atunci triunghiul ABC este
isoscel si bisectoarea unghiului exterior de la varful C nu intersecteaza dreapta AB. In
acest caz punctul N nu poate fi determinat prin aceasta metoda.
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Metoda I1l. Aceastd metoda se bazeaza pe folosirea triunghiurilor asemenea (Fig. 13). Fie
date punctele A, M si B astfel incat punctul M sa fie situat intre punctele A si B. Prin
punctele A si B construim doua drepte paralele arbitrare, iar prin punctul M construim o
secanta arbitrara la aceste doud drepte paralele. Notam prin P si Q corespunzator punctele
de intersectie a secantei cu dreptele paralele construite. Pe dreapta BQ depunem |BE| =
|BQ|. Atunci dreapta PE va intersecta dreapta AB in punctul N, cel cautat.
Intr-adevir, din aseminarea triunghiurilor APN si BEN, avem:

|AN|: [BN| = |AP|: |BE]|, (3)
Din asemanarea triunghiurilor APM si BQM obtinem:

|AM|: [MB| = |AP[: |BQ], (4).
Avand in vedere ca |BE| = |PQ]|, din (3) si (4), obtinem: |AM|: [MB| = |AN]|: |BN].

M

. x .3

. M B M M:
71 A 1\/ B N M
o .

Figura 13 Figura 14 Figura 15

Prin urmare, N este punctul cautat.
7. Pe plan sunt date doud puncte A si B. De construit locul geometric de puncte M a
planului, astfel incat |[AM|: |MB| = 2.
Solutie. Metoda . Initial sa admitem, ca punctul M nu apartine dreptei AB(Fig.14). Fie M
poseda astfel de proprietate, adica |AM| = 2|MB|. Prelungim segmentul AB si construim
bisectoarele unghiurilor AMB si BMA'. Fie M; punctul de intersectie al bisectoarei
unghiului AMB cu segmentul AB, iar M, punctul de intersectie al bisectoarei unghiului
BMA' cu prelungirea segmentului AB. Conform proprietatii bisectoarei unghiului interior
al triunghiului, avem:

|AM, |: M, B] = |AM|: [MB| = 2 (1)

Conform proprietatii bisectoarei unghiului exterior al triunghiului, avem:

|AM,|: |M,B| = |AM|: |MB| = 2 (2)

Din (1) si (2) urmeaza, ca pozitia punctelor M; si M, pe dreapta AB nu depinde de
aceia, unde este situat punctul M. Avand in vedere, ca unghiul dintre bisectoarea
unghiului interior a triunghiului si bisectoarea unghiului exterior al triunghiului este
unghi drept, atunci devine clar, daca punctul M apartine locului geometric de puncte
cautat, atunci segmentul M;M, se vede din punctul M sub un unghi drept. Aceasta
inseamna ca punctul M apartine cercului, construit pe M; M,, ca pe diametru.

Afirmatia de mai sus isi pierde sensul in cazul, cand punctul M apartine dreptei AB
(in acest caz nu se poate, de exemplu, de cercetat unghiul AMB si bisectoarea acestuia).
Pe dreapta AB, sa determinam punctul M, care satisface locului geometric de puncte
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cautat ne ajutad punctele M; si M,, deja construite. Punctul M; imparte segmentul AB
(considerand de la punctul A) in raport 2: 1. Punctul M, este indepartat de la punctul A la
o distanta de doud ori mai mare decéat de la punctul B.

Sa demonstram acum afirmatia inversa: fiecare punct M al cercului, construit pe
segmentul M, M,, ca pe diametru, poseda prorpictatea: |AM| = 2|BM|, adicd apartine
locului geometric de puncte cautat. Extremitatile diametrului M; M, adica punctele M; si
M,, evident, poseda prorpictatea ceruta. Fie M — un punct arbitrar al cercului cu
diametrul M; M, (Fig.15). Construim prin punctul B o dreapta, paralela la dreapta AM si

fie K, L punctele de intersectie ale acestei drepte cu dreptele MM, si MM, corespunzator.

Din asemanarea triunghiurilor AMM, si BKM,, avem: Ilzlz: :211\\2: = 2. Din aseménarea
triunghiurilor AMM, si BLMl, avem: llzlfll :211\31: = 2. Din egalitatile primite urmeaza,
ca |BK| = 'AM' si |BL] =2 adica |BK| = |BL|.

Prin urmare, in trlunghlul dreptunghic KML, segmentul BM este mediana si deci,
|IBM| = |BK|. Avand in vedere, ca % = 2, obtinem: % = 2. Asa dar, fiecare punct al

cercului cu diametrul M; M,, poseda proprietatea ceruta.

Metoda Il. Introducem un sistem rectangular cartezian de coordonate cu originea in
punctul A , iar axa absciselor sa coincida cu dreapta AB (Fig.16 ). Fie ca in acest sistem
punctul B are coordonatele (m;0).

Sa presupunem ca punctul arbitrar M(X; y) apartine locului geometric pentru care

|AM| = 2|BM|. Deoarece, |AM| = \/x% + y2 si [BM| = /(x — m)? + y? urmeazi
ca coordonatele punctului M satisfac ecuatiei:

Vx?+y2=(x —m)? +y2. (1)
Transformam ecuatia (1) in felul urmator:
x? + y? = 4x% — 8mx + 4m? + 4y?,

x? — gmx + gmz + y? =0,

(x — gm)2 + y? = %mz. (2)
Ecuatia primita reprezinta un cerc cu centrul in punctul C ( gm; 0) siraza egala cu gm.
Sa demonstram si afirmatia inversda. Presupunem ca punctul M(X; y) apartine cercului

determinat de ecuatia (2). Aceasta inseamnd cd coordonatele punctului M satisfac

ecuatiei (2), care este echivalenta cu ecuatia (1) (conform judecdtii de mai sus). Prin
. o e 4 .
urmare, locul geometric de puncte cautat reprezintd un cerc cu centrul C (gm; 0) si raza
R=2m
3
8. De construit un cerc, tangent la doud drepte paralele a si b si cercul sa treacad printr-un
punct dat M.
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Solutie.
Analiza. Notam distanta dintre dreptele paralele date prin d. Atunci raza cercului cauta

. g d . : . <
trebuie sa fie egala cu > Problema se reduce la construirea centrului cercului, care sa

satisfaca la doud conditii:
1) Centrul trebuie sa fi egal departat de la dreptele a si b;

C e . d
2) Centrul trebuie sa fie situat de la punctul M la distanta >

Constructia. Dintr-un punct arbitrar A de pe dreapta a coboram perpendiculara AB pe
dreapta b (fig.17 ). Determinam punctul C- mijlocul segmentului AB. Construim LGP,
egal departate de la dreptele paralele a si b; acesta va fi o dreapta c, care trece prin
punctul C, paralela la dreptele a si b. Construim LGP, care satisface conditiei 2). Acesta

: d y : : :
va fi un cerc w(M, E)’ Notam punctul 0; de intersectie al cercului w cu dreapta c.

Construim cercul w, (04, 0;M). Acest cerc reprezinta o solutie a problemei.
Demonstratia. Cercul w, este tangent la dreptele a si b, asa cum distantele centrului O,

. d .
de la aceste drepte sunt aceleasi si egale cu s Acest cerc trece si prin punctul M.

Cercetarea. Sunt posibile trei cazuri.

1. Punctul M este situat intre dreptele a si b. In acest caz existi doud solutii:
w1(04,0.M) si w,(0,,0,M). Alte solutii nu existad, deoarece dacd ar exista trei
cercuri, atunci centrele lor 0,, 0, si O trebuie sa apartind dreptei c. Pe de alta parte,
noi ar trebui sa avem O;M = 0,M = O;M = AC, adica punctele 0,, O, si O5 ar trebui
sa apartina unui cerc(M, AC)-contrazicere.

2. Punctul M apartine uneia din sreptele a sau b. In acest caz exista o singura solutie.

3. Punctul M este situat inafara fasiei determinate de dreptele a si b. In acest caz

problema nu are solutii.

NG ‘ NS

a

oC i

Figura 16 Figura 17 Figura 18

Wy

9. Printr-un punct dat M de construit un cerc, tangent la cercul dat w in punctul Lew.

Solutie. Fie w; cercul cautat. Deoarece punctul de tangentd a doua cercuri apartine
dreptei ce trece prin centrele acestor cercuri, urmeaza cd centrul cercului w; apartine
dreptei OL.Deoarece L, M € w,,urmeaza ca centrul cercului w, apartine mediatoarei PQ
a segmentului LM. Prin urmare, centrul O, este punctul de intersectie a dreptelor OL si

PQ.
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Asa dar, pentru a rezolva problema datd, trebuie sd construim semidreapta OL,
mediatoarea segmentului LM si la intersectia OL N LM sa determinam centrul O; a
cercului cautat, iar O;M va fi raza acestui cerc. Efectuand aceste constructii obtinem
|O.M| = |0;L] ca oblice, ce au proiectii egale. Prin urmare, cercul w,(0,,0,M ) va trece
prin punctele L, M si va fi tangent la cercul dat w, deoarece distanta |0, 0| este egald cu
suma razelor. Asa cum, centrul O; reprezintd intersectia a doud drepte, urmeaza ca
problema are o solutie, sau nu are solutie. Problema nu are solutie in cazul cand (ML) L
(OL). Daca L = M problema are o infinitate de solutii.

10. De construit un cerc tangent la trei drepte date .

Solutie. Pot avea loc urmdtoarele cazuri:

Cazul 1. Doud drepte sunt paralele, iar a treia dreaptd intersecteaza aceste doud drepte
paralele.

Fie dreptele a si b sunt paralele, iar dreapta c intersecteaza aceste drepte. Pentru ca cercul
sa fie tangent la dreptele a si b, este necesar ca centrul acestui cerc sa apartina dreptei [

< C : d .
paraleld la dreptele a si b si situata la distantele > de la aceste drepte, unde d este distanta
dintre dreptele a si b.Pentru ca cercul sa fie tangent la dreapta c, trebuie ca centrul

. . 9 . . d
cercului sa apartind la doua drepte m, n paralele la dreapta c si situate la distanta > de la

dreapta c. Astfel determinim punctele 0, si 0,, care satisfac ambelor conditii. In acest
caz cercurile w; si w, (fig. ) sunt solutiile problemei.

Cazul 1. Dreptele a si b nu sunt paralele, iar dreapta c intersecteaza ambele drepte a, b.
In acest caz problema iarisi are doua solutii. Centrele cercurilor cautate sunt determinate
de intersectiile bisectoarelor unghiurilor AKT, KTC si unghiurilor BKT, KTB. Acestea
sunt punctele 0, si 0,. (fig.)

Figura 19 Figura 20 Figura 21
Cazul III. Daca dreptele a, b si ¢ sunt paralele intre ele, atunci problema nu admite

solutii.

11. De construit triunghiul ABC fiind date baza BC = a. indltimea AH = h si diferenta
unghiurilor de labazi B — C = ¢.Solutie. La rezolvarea acestei probleme este bine
venita metoda simetriei in raport cu o dreaptd. Sa admitem ca problema este rezolvata si
triunghiul ABC este triunghiul cautat. Fie punctul B’ este simetric cu punctul B in raport
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cu dreapta [, dusa prin punctul A, paralel cu latura BC .Notam unghiurile cum este indicat
in Fig. 20.
Evident,2 = 1 = B si deci, 3 = 180° — B. Deoarece 4 = C, atunci BAC = 3 +
F = 180° +C — B = 180° — ¢. Asa dar, B’AC = 180° — ¢. Ultima egalitate ne
permite sa rezolvam problema.
Constructia.
1. Construim BC = a;
2.1 || BC ladistanta h;
3. B' = S;(B);

4. Construim arcul de cerc w din toate punctele caruia segmentul B'C se vede sub

unghiul 180° — ¢;

5. wnl={A4};
6. AABC - cel cautat.
Demonstratia rezultd nemijlocit din constructie. Problema intotdeauna are o singura
solutie pentru ¢ < 180°.
12. De construit triunghiul isoscel, fiind datd latura laterala a si sumas a bazei cu
inaltimea.
Solutie. Fie in triunghiul ABC(Fig.22) |AB| = |BC| = a si |BD| + |AC| = s. Problema
dati se reduce la determinarea punctului A. Introducem in desen suma dati. Pentru
aceasta depunem pe semidreapta [BD) punctul E astfel incat |DE| = |AC].
Evident, [DE| = 2|AD| si atunci forma triunghiului ADE devine cunoscuta. Dacd in
unghiul AED vom construi arbitrar [GF]||[AD], vom obtine |FE| = |2GF|. Prin urmare,
pentru a rezolva problema construim un unghi drept arbitrar GFE, depunem |FE| =
|2GF|, |[EB| = s, iar din punctul B descriem un cerc w(B,a). Cercul w va intersecta
semidreapta [EG). in punctul A, iar semidreapta [AD) in punctul C. Triunghiul ABC este
cel cautat. Problema admite o singura solutie in conditia ca |AB| sd nu fie mai mica decat
lungimea perpendicularei |BK]|.
13. De construit triunghiul ABC, stiind raportul a : b, C si r.
Rezolvare. Asa cum in triunghiul cautat este dat unghiul si raportul laturilor acestui
unghi, atunci neglijand ultima conditie (raza cercului inscris) se poate de construit un
triunghi asemenea cu cel cautat. Pentru aceasta pe laturile unghiului dat C (fig. 22)
depunem segmentul [CD] cu lungimea egala cu suma lungimilor a carorva m segmente si
segmentul [CE] cu lungimea egala cu suma lungimilor a n segmente de aceiasi lungime

si unim punctele D, E.
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Figura 22 Figura 23

Triunghiul CDE este asemenea cu triunghiul cautat, deoarece ele au cite un unghi
congruient si laturile proportionale la acest unghi. Dacd vom intersecta unghiul C cu
drepte paralele la DE vom obtine triunghiuri asemenea cu triunghiul cautat, dar cu
diferite raze ale cercurilor inscrise. Din toate aceste triunghiuri, doar unul va avea raza
cercului inscris egalda cu r. Centrul cercului cautat se determina ca punctul bisectoarei
unghiului C situat la distanta r de la dreptele CD si CE. Cunoscand centrul cercului
putem determina AABC. Pentru aceasta trebuie de construit OF L DE (pe semidreapta
[FO) ) de depus |OK| = r si prin punctul K de construit o dreapta perpendiculara la KF
(paralela la DE) care va intersecta laturile unghiului C in punctele B si A. Triunghiul
BAC este triunghiul cautat. Problema 1n totdeauna admite o singura solutie.
13. Este dat un cerc w, doua puncte A si B pe acest cerc si o dreapta | . Pe cercul w de
construit asa un puct C incat dreptele AC si BC sa taie pe dreapta | un segment [MN] de
lungime m.
Solutie. Sa presupunem ca problema este rezolvata si punctul C este cel cautat (fig. 23).
Translam punctul A paralel la dreapta | in punctul Az la distanta m. Unim punctele A si N.
Atunci figura AA1NM este un paralelogram deoarece |AA;| = |[NM| si [AAL]||[NM]. Prin
urmare A = N = a , unde @ este mirimea unghiului inscris in cercul w , care se sprijina
pe coarda AB.
Constructia.

1. Translam punctul A paralel la dreapta | la distanta m . Fie A este imaginea

punctului A ;
2. Pe segmentul A:B construim locul geometric de puncte din care segmentul A:B se
vede sub unghiul «;

3. Fie N este unul din punctele de intersectie a acestui loc geometric cu dreapta | ;

4. Punctul C este punctul de intersectie a cercului w cu segmentul BN.

Cercetarea. In dependentd de mirimea si pozitia elementelor date problema poate

avea pana la patru solutii, deoarece translatia paraleld a punctului A poate fi efectuatd

in doua directii.
14.  De construit triunghiul ABC, daca sunt date inaltimile ha, hp si he.
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. . 25 25 . 25
Solutie. Se stie ca a = e b= =i
Prin urmare,
@bic=—:—:—=hy hhy he:hy hy , sau a:b:c = 2ole, fale falp - ypqe 1 este
ha hb hc m m
un numar oarecare pozitiv.
hp he _ hahc _hahp

Sa notdm a,;= —, A=~ —, Q3= — si obtinem: a: b: ¢ = a;: by: ¢;.

Construim un triunghi A;B,C; cu laturile a,, b; si ¢; . Acest triunghi A,B;C, va fi
asemenea cu triunghiul ciutat cu coeficientul de asemdnare k = h,:h, . Evident,
problema intotdeauna are o singura solutie, daca poate fi construit triunghiul 4; B, C;.
Teoria si practica invatarii prin descoperire (discovery learning) reprezintd un ansamblu
de procese foarte complexe, bazate pe proceduri euristice si de cercetare care-i determina
pe elevi (studenti) sa descopere prin ei Insasi noi adevaruri, sa rezolve Insasi probleme.
Astfel invatarea prin descoperire denotd un mai mare grad de eficientd intelectuald,

cultivd o motivatie interioard a invatarii.
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