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СТАЦИОНАРНОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛИННЫХ УЕДИНЕННЫХ ВОЛН,  

РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ ПО ПОВЕРХНОСТИ ВОДЫ НАД МЕДЛЕННО ИЗМЕНЯЮЩИМСЯ 

НАКЛОННЫМ ДНОМ 

 

Аннотация: В данной работе найдены частные стационарные решения некоторых уравнений теории 

сильно-нелинейных волн с помощью упрошенным методом укороченных разложений и методом tanh-coth 

функций. Результаты этих методов сходятся быстрее к точному решению для некоторых нелинейных 

проблем. Эти методы очень эффективны для нахождения точных и приближенных решений для широких 

классов проблем механики. Созданием фазового портрета уединенных стационарных волн сделаны 

качественные выводы о состояние нелинейных и дисперсионных эффектов при решении задач 

распространения волн на водной поверхности. 

Ключевые слова: упрошенный метод укороченных разложений и метод tanh-coth функций, 

приближенное решение, частное решение, поверхностные волны, фазовый портрет. 
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Введение 

При изучение нелинейных волновых 

процессов основные учитываемые эффекты 

являются нелинейность и дисперсия. Известно, 

что учет нелинейности приводит к появлению в 

спектре волн высоких гармоник, которые могут 

формировать крутые фронты, а дисперсия, 

наоборот, приводит к разбеганию этих 

зарождающих гармоник [14]. Если эти две 

эффекты уравновешивается, то в изучаемое 

процессе возникают стационарные бегущие 

волны. Если рассматривается распространение 

волн по поверхности воды над переменным 

наклонным дном, то ожидается влияние 

дисперсии, амплитуда волны и искривление ее 

профили изменяются. Даже могут возникнуть и 

иногда долгое время существовать волны 

постоянного профиля, несмотря на определенного 

наклона дна. Поэтому, изучение волновой 

динамики требует учет широкий спектр явлений, 

связанных с нелинейностью, дисперсией, вязкости 

и трением. Для достижение этой цели сначала 

можно изучать распространения уединенных волн 

на водной поверхности. Этот процесс можно 

описать уравнениями теории сильно-нелинейных 

волн, так как, поверхностные длинные волны не 

могут распространятся без изменения формы. 

Именно учет влияние дисперсии позволяет 

решению вопроса изучения уединенных волн. 

Исходя из этого в работе [14] приведен более 

современные уравнения теории сильно-

нелинейных волн, а также их упрошенные 

варианты. Там некоторые частные случаи этих 

уравнений решены аналитически или численно. 

Теория длинных волн широко и успешно 

используется для описания прибрежных волн и 

волн на тонких слоях вязких жидкостей [2, 5, 7, 

16]. Несмотря на это остается актуальным 

усовершенствования методики решения таких 

нелинейных уравнений и многосторонний анализ 

их результатов [3, 4, 8, 14-16]. В данной работе 

найдены частные стационарные решения 

некоторых уравнений теории сильно-нелинейных 

волн с помощью упрошенным методом 

укороченных разложений [1, 6, 12, 13, 15], 

методом синус-косинус функций [9, 11] и методом 

tanh-coth функций [9, 10]. 

Постановка задачи. В общем виде требуется 

решить следующую нелинейное уравнение, 

заданное в неявной форме 

,0...),,,,,( =xxttxt uuuuuF              (1)  

где u=u(x,t) - неизвестная функция; x - координата; 

t – время; F - неявной функцией зависящая от u(x,t) 

и его различные частные производные; 

tuut = / ; xuux = /  и т.д.  

В работе [14, с.210, форм. (7.24)] отмечены, 

что процесс распространения поверхностных волн 

по поверхности воды в одном направлении, 

начальная глубина которой очень медленно 

меняется в масштабе длины волны, учитывающий 

различные нелинейные эффекты (например, 

капиллярность, вязкость, трения о дно), можно 

описать нелинейным уравнением в размерных 

(физических) переменных вида 

( )
+++−−

−−=−−−

)/(32

)/(3/2

2

2

husughuughuuu

ughughughghuu

txxxxxxttx

ttxxxxxxxxtt





 
)22)(/(2 txxtxxtxx uhuhhu +++ 

.                   (2) 

В работе [14, с.207, форм. (7.1)] также 

отмечены, что уравнение (2) можно упростить 

фактором постоянства глубины (h = const), без 

вязкости (  = 0) и трения о дно ( s  = 0), а с учетом 

только капиллярности, дисперсию и 

нелинейности: 

( )
,32

)/(3/

2

2

xxxxxx

ttxttxxxxtt

ughuughu

uuughghuu

+−

−−−=− 

    (3) 

где дисперсионный член  

( ) ttxxugh )/(3/2 −  учитывает влияния: 

ttxxuh )3/( 2
 - дисперсионные свойства 

поверхностных волн и )/( gh  - эффект 

капиллярности, а остальные члены - 

нелинейности. Это уравнение приближенно 

справедливо, если глубина моря порядка 100 м, а 

длина волны больше 200 м. 

Ниже рассмотрены вопросы нахождения 

частное стационарное решение вида уединенных 

волн, формируемые на водной поверхности, 

уравнения (3) и её частных случаев. 

Алгоритмы упрощенного метода 

укороченных разложений, метода синус-

косинус функций и метода tanh-coth функций.  

Алгоритм 1. Основные этапы упрощенного 

метода укороченных разложений: 

Шаг 1. Используя преобразование 

)(),( utxu =  с «бегущей» координатой  
Сtx −=                               (4)  

где С – скорость волны, мы можем переписать 

уравнение (1) как следующее нелинейное 

обыкновенное дифференциальное уравнение 

(ОДУ):  

0...),,,,( = uuuuP ,                 (5)  

где верхние индексы обозначают производные 

относительно  ; 𝑃 - неявная функция 𝑢 и его 

полных производных относительно  . Затем 

интегрируем ОДУ (5) столько раз, сколько это 

возможно, устанавливая постоянную 

интегрирования равной нулю. 

Шаг 2. Предположим, что формальное 

решение уравнения (5) может быть выражено 

следующим образом 
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 
=

=
N

k

k

kau
0

)(/)()( 
,                (6) 

где ka  (k = 0, 1, 2, …, N) - произвольные 

постоянные, которые будут определены таким 

образом, который 0Na ; )( - неизвестная 

функция, которая будет определена позже.  

Шаг 3. Положительное целое число N может 

быть определено, считая гомогенный баланс 

между самым высоким порядком производной и с 

самым высоким порядком нелинейности, 

появляющимся в уравнение (5). 

Шаг 4. Вычисление всех необходимых 

производных ...,,, uuu  , входящие в 

уравнение (5) на основе (6) и подстановка их на 

место. Приравнивание все коэффициенты 

)( j−
 к нулю, где j ≥ 0. Эта операция приводит 

к системе который может быть решен, чтобы 

найти ka  (k = 0, 1, 2, …, N) и )( . Замена 

значений ka  и )(  в (6) заканчивает 

определение решения уравнение (1). 

Алгоритм 2. Основные этапы метода синус-

косинус функций: 

Шаг 1. Повторяется 1-шаг 1-го алгоритма. 

Шаг 2. Следуя выводам работ [9, 11, 15], 

решения (5) могут быть установлены в виде 

( ) ( ) sin=u   или  ( ) ( ) cos=u ,      (7) 

где , ,  - определяемые параметры; 

 /5,0 . 

Шаг 3. Как следствие, производные (7) 

становятся 

( ) ( ) 
 cossin 1−=u ,   

( ) ( ) ( ) 
 sinsin1 2222 −−= −u  

или 

( ) ( ) 
 sincos 1−−=u ,                        (8) 

( ) ( ) ( ) 


2222 cos1cos −−+−=u . 

Шаг 4. Подставим соотношений (7) и (8) в 

приведенного уравнения (5) и будем решать 

полученную систему алгебраических уравнений с 

помощью компьютеризированных символических 

пакетов. Далее мы собираем все члены с 

функциями ( )sin  для балансирования синусов 

или ( )cos  для балансирования косинусов, и 

приравниваем к нулю их коэффициентов, чтобы 

получить систему алгебраических уравнений с 

неизвестными λ, , . Далее решим последующую 

систему, чтобы получить все возможные значения 

этих параметров. 

Алгоритм 3. Основные этапы метода tanh-

coth функций: 

Шаг 1. Повторяется 1-шаг 1-го алгоритма. 

Шаг 2. Следуя выводам работ [9, 10, 15], 

решения (5) могут быть установлены в виде 


=

−

=

+=
N

k

k

k

N

k

k

k ybyau
10

)(
,              (9) 

где )tanh()(  == yy  или )coth()(  == yy ; 

ka  (k = 0, 1, 2, …, N) и kb  (k = 1, 2, …, N) - 

произвольные постоянные, которые будут 

определены таким образом, который 0Na  или 

0Nb ;  - определяемый параметр. 

Шаг 3. Повторяется 3-шаг 1-го алгоритма. 

Шаг 4. Повторяется 4-шаг 1-го алгоритма, но 

с учетом неизвестных коэффициентов ka , kb  и 

неизвестной функции  

)tanh()(  == yy  или )coth()(  == yy . (10) 

Основным преимуществом этих методов 

являются то, что они может быть применены 

непосредственно к большинству типов 

дифференциальных уравнения. Другим важным 

преимуществом этих методов являются то, что 

они способны значительно сократить размер 

вычислительной работы. 

Результаты расчетов. Для нахождения 

частного стационарного решения уравнения (1) 

примем обозначение вида (4). В этом случае 

уравнение (3) преобразуется в ОДУ, которое 

имеет первый интеграл 

1

32

2

2

1

2 )()()( CughuBuCBuCgh +−+=−  . (11) 

Здесь 3/)/( 2

1 hgB −=  ; ghCB += 2/2

2
; 

C1 – постоянная интегрирования. 

Сначала введем обозначение wu = , 

wu =  и вместо (11) получим более простое 

ОДУ относительно новое неизвестной функции w: 

032 =++++ dcwbwaww .           (12) 

Здесь 

)./();/(

);/();/()(

2

11

2

1

2

12

2

1

2

CBCdCBghc

CBBbCBghCa

=−=

=−=

 
Это уравнение с наличием третьего и пятого 

слагаемым отличается от уравнения Дуффинга. 

Для построения фазовой плоскости ),( ww  

уравнению (12) приведем к виду умножая ее на 

w  и интегрируя один раз: 

02)2/()3/2( 2

4322 =+++++ Cdwwcwbaww , (13) 

где C2 – постоянная интегрирования. На фазовой 

плоскости ),( ww  точка (0, 0) устойчивого 

положения равновесия типа «узел», кроме того 

точки на полупрямой 0ww   неустойчивого 

положения равновесия, а одна их них (0, w0) типа 

«седло». Фазовой портрет говорит о том, что по 
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поверхности воды могут существовать как 

периодические стационарные волны (им 

соответствуют движения по фазовым траекториям 

вокруг положения равновесия типа «узел»), так и 

уединенная стационарная волна (движение по 

«седло») (см. рис.1). Эти факты существуют 

только при определенных соотношениях 

нелинейных и дисперсионных эффектов. 

 

 

 
Рис.1. 

 

 

Далее в работе [14] отмечены, что решения 

уравнения (13) может быть выражены в терминах 

эллиптических функций с двумя произвольными 

константами С1 и С2.  

Теперь перейдем к решению уравнения (12) с 

помощью упрошенного метода укороченных 

разложений и методом tanh-coth функций. 

Упрошенный метод укороченных 

разложений. 

Предположим, что решение уравнение ОДУ 

(12) может быть выражено полиномом по 

)(/)(    как показано в (6). Условие 

балансирование w3 и w′′ в уравнении (12) дает: 3N 

= N+2, т.е. N = 1. Таким образом, мы можем 

написать (6) как следующая простая форма 

)(/)()( 10  += aaw ,            (14) 

где а0 и а1 - константы, которые будут определены 

таким образом, чтобы выполнялось условие а1  0. 

Подставляя (14) в (13) и приравниваем к нулю 

коэффициентов 
0 , 

1− , 
2− , 

3− , легко 

получим систему уравнений относительно 

неизвестных констант а0 и а1. Из первого 

кубического уравнения находим 0а , а из 

четвертого имеем са /21 −= , тогда из второго 

и третьего уравнения получим  





=





  
 ec2= ;    mec2=   




 e

mс
с 2

1)( +=
, 

где с1, с2 – постоянные интегрирования;  

10)3(

3

acab
m

+
=

   

)32( 2

00 cabaam ++−= . 

Отсюда имеем точное решение уравнение 

(13)  










meсс

emс
aaw

21

2
10)(

+
+=

, в частности это 

означает, что, если с1 = 1, с2m = δ, то уединенная 

стационарная волна имеет форму перепада 

(кинка) и описывается гиперболическим 

тангенсом: ))2/tanh(1)(2/()( 10  ++= aaw , а 

если с1 = –1, с2m = δ, то гиперболическим 

котангенсом: 

))2/coth(1)(2/()( 10  ++= aaw . Заметим, 

что произведение амплитуды уединенной волны 

на ее ширину является постоянной величиной 

constа =1
. 

Точное решение уравнение (11) равно  

( ) 32110 ln)( cmeссaau +++=  , 

а для (3) при Ctx −=  имеем  
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( ) 3

)(

2110 ln)(),( cmeссaCtxatxu Ctx +++−= − .  (15)  

где с3 – постоянное интегрирование.  

Частные случаи. Теперь рассмотрим две 

упрошенные версии решения уравнения (3) и их 

будем решать, как в общем случае. 

1. Пусть c = 0. Это соответствует к случаю 

постоянство глубины воды и не учету донное 

трение. В этом случае уравнение (12) примут вид 

02 =+++ dbwaww               (16) 

На фазовой плоскости ),( ww  уравнения 

(16) в этом случае точка (0,0) является 

единственным устойчивым положением 

равновесия. Это положение равновесия типа 

«узел». Это означает, что в воде могут 

существовать только периодические 

стационарные волны. 

Упрошенный метод укороченных 

разложений. 

Предположим, что решение уравнение ОДУ 

(16) может быть выражено полиномом по 

)(/)(    как показано в (6). Условие 

балансирование w2 и w′′ в уравнении (16) дает: 2N 

= N+2, т.е. N = 2. Таким образом, мы можем 

написать (6) как следующая простая форма 

 2210 )(/)()(/)()(  ++= aaaw , (17) 

где а0, а1 и а2 - константы, которые будут 

определены таким образом, чтобы выполнялось 

условие а2  0. Подставляя (17) в (16) и 

приравниваем к нулю коэффициентов 
0 , 

1− , 

2− , 
3− , 

4−  легко получим систему уравнений 

относительно неизвестных констант а0 , a1 и а2. Из 

первого находим 

( ) bdbabaа /)2/()2/(
2

0 −−= , а из пятого 

имеем bа /62 −= , тогда из второго и четвертого 

уравнения получим  





=






 ec2= ;   

 mec2=  




 e

mс
с 2
1)( +=

, 

где с1 и с2 – постоянные интегрирования; 

211

25

abaa

a
m

+
=

; )2( 0baam +−= . Из третьего 

получим уравнение относительно неизвестного а1: 

02)/2()/3( 2022

2

1

2

1 =−−+− abaaaamamba . 

Тогда имеем точное решение уравнение  
2

21

2
2

21

2
10)( 









+
+

+
+=


















meсс

emс
a

meсс

emс
aaw

. 

2. Рассмотрим случай кубической 

нелинейности, когда 0)( 2

2 =uB , 01 =C  в 

уравнение (3). В этом случае мы имеем, что 

0)( 3 =++   uuu .            (18) 

где  

wwwu

CBghCBghC

==

−=−=





;

);/();/()( 2

1

2

1

2

 

и получим следующее ОДУ 

03 =++ www  .                     (19) 

Упрошенный метод укороченных 

разложений. 

Предположим, что решение уравнение ОДУ 

(19) может быть выражено полиномом по 

)(/)(    как показано в (6). Условие 

балансирование w3 и wʹʹ в уравнении (19) дает: 3N 

= N+2, т.е. N=1. Таким образом, как и в 

предыдущих случаев, получим  

00 =а  или  /0 −=а ;  /21 −=а . 

Частные случаи: 

Случай 1.  /0 −=а , /21 −=а , 

тогда получим 





=





   ec2= ;   mec2=  




 e

mс
с 2

1)( +=
, 

где с1 и с2 – постоянные интегрирования;  

10

1

aa
m


=

;    
10

2

03

aa

a






+
−=

. 

Отсюда имеем точное решение уравнение 

(19)  










meсс

emс
aaw

21

2
10)(

+
+=

 

или точное стационарное решение уравнения (3)  

3

)(

2110 )ln()(),( cmeссactxatxu ctx +++−= − . 

Случай 2. 00 =а  и 01 а , тогда получим  

3

)(

211 )ln(),( cmeссatxu ctx ++= − , 

где с3 – постоянный интегрирования. 

Метод tanh-coth функций.  

Предположим, что решение уравнение ОДУ 

(16) может быть выражено полиномом по )(y  

как показано в (9). Условие балансирование w3 и 

w′′ в уравнении (16) дает: 3N = N + 2, т.е. N = 1. 

Таким образом, мы можем написать (17) как 

следующая простая форма )()( 10  yaaw += , 

где а0 и а1 - константы, которые будут определены 

таким образом, чтобы выполнялось условие а1 0. 

Легко получим следующие равенства:  

yaaw 10)( += ;   )1(2)( 2

1

2 −= yyaw  .   (20)  
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Эти выражения (20) подставляем в уравнение 

(16) и приравниваем к нулю коэффициентов 0y , 

1y , 2y , 3y . Тогда имеем систему уравнений 

относительно неизвестных констант а0, а1 и b1 и 

получим при 1= : 00 =а  или  /0 −=а

; /21 −=а . Частные случаи: 

Случай 1.  /0 −=а  и /21 −=а . 

Отсюда имеем точное решение уравнение (16) 

 tanh)( 10 aaw =  или точное решение 

уравнение (12)  

310 )ln(cosh)(),( cactxatxu +−=  , 

где с3– постоянный интегрирования. 

Случай 2. 00 =а  и 01 а , тогда получим  

31 )ln(cosh),( catxu +=  . 

 

 

Выводы.  

Таким образом, приближенно решены 

уравнения поверхностных волн в частном случае 

и получены точные решения. Упрошенным метод 

укороченных разложений и метод tanh-coth 

функций успешно применены к решению 

некоторых эволюционных уравнений. Результаты 

расчетов проверены с помощью Maple. Эти 

методы полезны и для линейных и для 

нелинейных уравнений разного порядка и разного 

типа. Эти методы очень эффективны для 

нахождения точных и приближенных решений 

для широких классов проблем механики. 
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