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ОБ n-КРАТНО ω-ВЕЕРНЫХ КЛАССАХ ФИТТИНГА КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

 

Аннотация: Данная статья посвящена исследованию классов Фиттинга конечных групп. Основным 

методом исследования, применяемым в статье, является функциональный метод. В статье установленаn-

кратная ω-веерность некоторых классов Фиттинга конечных групп. 

Ключевые слова: конечная группа, класс групп, класс Фиттинга, ω-веерный класс Фиттинга, n-кратно 

ω-веерный класс Фиттинга. 

 

Введение 

В рамках алгебры зародился один из 

важнейших разделов математики ‒ теория групп 

(см., например, [4]). Её последующее развитие 

дало толчок к появлению новых подразделов 

теории групп. Одним из них является теория 

классов групп, в которой рассматриваются особые 

структуры – классы групп, то есть множества, 

содержащие вместе с каждой своей группой и все 

группы ей изоморфные. Изучая классы групп, 

были выделенытакие объекты, как классы 

Фиттинга [15, 16]. Результаты последующих 

исследований в этом направлении связаны с 

локальными классами Фиттинга. Так, были 

введены ω-локальные классы Фиттинга, позднее – 

ω-веерные классы Фиттинга. Исследованием 

таких классов Фиттинга занимались Л.А. 

Шеметков, Н.Т. Воробьев, А.Н. Скиба, Н.Н. 

Воробьев, В.А. Ведерников, М.М. Сорокина, О.В. 

Камозина, В.Е. Егорова, Е.Н. Бажанова и другие 

(см., например, [1‒3, 9, 11‒14]). 

В 1987 году А.Н. Скибойбыла введена в 

рассмотрение концепция кратной локальности для 

формаций конечных групп (см., например, [10]). В 

последующем она была обобщена на локальные и 

ω-локальные классы Фиттинга. В результате 

появились новые понятия, необходимые для 

описания подобных структур, одним из которых 

явилось понятие индекса 𝐼𝑛𝑑𝑙(𝔉) локальности 

класса Фиттинга 𝔉. В данной работе вводится в 

рассмотрение понятие индекса 𝐼𝑛𝑑𝜔𝛿(𝔉)  ωδ-

веерности класса Фиттинга 𝔉 конечных групп и 

изучаются его свойства. 

В статье рассматриваются только конечные 

группы. Все используемые определения для групп 

и классов групп стандартны (см., например, [15]). 

Здесь приведены лишь некоторые из них. Классом 

групп называется множество групп, содержащее 

вместе с каждой своей группой 𝐺 и все группы, 

изоморфные 𝐺. Через (𝔛) обозначается класс 

групп, порождённый множеством групп (𝔛). Если 

𝔉1 и 𝔉2 – классы групп, то 𝔉1𝔉2 =
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(𝐺 | существует 𝑁 ⊲ 𝐺 такая, что 𝑁 ∈ 𝔉1и 𝐺/
𝑁 ∈ 𝔉2). Класс групп 𝔉 называется классом 

Фиттинга, если выполняются следующие условия:  

1) если 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 ⊲ 𝐺, то 𝑁 ∈ 𝔉; 

2) если 𝐺 = 𝑁1𝑁2, 𝑁1 ∈ 𝔉, 𝑁2 ∈ 𝔉, 𝑁1 ⊲ 𝐺, 

𝑁2 ⊲ 𝐺, то 𝐺 ∈ 𝔉. 

Через 𝔈 обозначается класс всех конечных 

групп; 𝔑 – класс всех конечных нильпотентных 

групп; ℙ – множество всех простых чисел. Пусть 

𝔉 – класс групп, 𝑝 ∈ ℙ, ∅ ≠ 𝜋 ⊆ ℙ. Тогда 𝔉𝑝 и 𝔉𝜋 

– соответственно классы всех p-групп и 𝜋-групп, 

принадлежащих классу 𝔉. Через 𝜋(𝐺) 

обозначается множество всех простых делителей 

порядка группы 𝐺;через ω обозначается 

произвольное непустое множество простых чисел; 

через 𝐺𝔉 обозначается 𝔉-корадикал группы 𝐺, т.е. 

наименьшая нормальная подгруппа группы 𝐺, 

фактор-группа по которой принадлежит классу 𝔉; 

через 𝐺𝔉 обозначается 𝔉-радикал группы 𝐺, т.е. 

наибольшая нормальная подгруппа группы 𝐺, 

принадлежащая классу 𝔉.  

Зададим следующие функции: 

𝑓: 𝜔 ∪ {𝜔′} → {классы Фиттинга}, где 

𝑓(𝜔′) ≠ ∅, 

ℎ: ℙ → {классы Фиттинга}, 

𝛿: ℙ → {непустые формации Фиттинга}, 

называемые соответственно ωR-функцией, 

ℙ𝑅-функцией, ℙFR-функцией. Класс Фиттинга 

𝔉 = (𝐺 ∈ 𝔈 | 𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓(𝜔′) и 

 𝐺𝛿(𝑝) ∈ 𝑓(𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 ∩ 𝜋(𝐺)) 

называется ω-веерным классом Фиттинга с 

ω-спутником 𝑓, направлением 𝛿 и обозначается 

𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿); класс Фиттингаℌ = (𝐺 ∈ 𝔈 |𝐺𝛿(𝑝) ∈
ℎ(𝑝)для любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺)) называется веерным 

классом Фиттинга со спутником ℎ и направлением 

𝛿 и обозначается ℌ = ℙ𝑅(ℎ, 𝛿) [13]. Направление 

𝛿 ω-веерного (веерного) класса Фиттинга 

называется b-направлением, если 𝛿(𝑝) = 𝔑𝑝𝛿(𝑝) 

для любого 𝑝 ∈ ℙ; p-направлением, если 𝛿(𝑞) =
𝛿(𝑞)𝔈𝑞′ для любого 𝑞 ∈ ℙ, bp-направлением, если 

𝛿является b-направлениеми p-направлением [12].  

Пусть δ – произвольная ℙ𝐹𝑅-функция, 𝑛 ∈
ℕ ∪ {0}. Согласно [12], всякий класс Фиттинга 

считают 0-кратно ω-веерным с направлением 𝛿. 

При 𝑛 ≠ 0 класс Фиттинга 𝔉 называют n-кратно 

ω-веерным с направлением 𝛿, если 𝔉 имеет хотя 

бы один 𝜔𝑅(𝑛−1)-спутник, то есть такой 𝜔𝑅-

спутник, все непустые значения которого 

являются (𝑛 − 1)-кратно ω-веерными классами 

классами Фитинга с направлением 𝛿. 

Теорема 1. 

Пусть δ ‒ произвольная ℙ𝐹𝑅-функция. Тогда 

класс Фиттинга 𝔉 = 𝔈 является n-кратно ω-

веерным классом Фиттинга с направлением δ для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Доказательство. 

Доказательство проведём методом 

математической индукции по параметру 𝑛.  

1) Установим справедливость утверждения 

при 𝑛 = 1. По теореме 1 [8] класс групп 𝔉 = 𝔈 

является ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. 

2) Предположим, что утверждение верно при 

𝑛 = 𝑘. 

3) Покажем, что утверждение верно при 𝑛 =
𝑘 + 1. Согласно теореме 1 [8] 𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿), где 

𝑓(𝜔′) = 𝔈 и 𝑓(𝑝) = 𝔈 для любого 𝑝 ∈ 𝜔. По 

предположению индукции 𝑓(𝜔′) и 𝑓(𝑝) для 

любого 𝑝 ∈ 𝜔 являются k-кратно ω-веерными 

классами Фиттинга с направлением δ. Тогда 𝑓 ‒ 

𝜔𝑅𝑘-спутник класса Фиттинга 𝔉. Следовательно, 

𝔉 ‒ (𝑘 + 1)-кратно ω-веерный класс Фиттинга с 

направлением δ. 

Из пунктов 1) ‒3) по методу математической 

индукции следует, что утверждение верно для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2. 

Пусть δ ‒ произвольная ℙ𝐹𝑅-функция. Тогда 

класс Фиттинга 𝔉 = 𝔈𝜔′ является n-кратно ω-

веерным классом Фиттинга с направлением δ для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Доказательство. 

Доказательство проведём методом 

математической индукции по параметру 𝑛.  

1) Установим справедливость утверждения 

при 𝑛 = 1. По теореме 4 [8] класс групп 𝔉 = 𝔈𝜔′ 

является ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. 

2) Предположим, что утверждение верно при 

𝑛 = 𝑘. 

3) Покажем, что утверждение верно при 𝑛 =
𝑘 + 1. Согласно теореме 4 [8] 𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿), где 

𝑓(𝜔′) = 𝔈𝜔′ и 𝑓(𝑝) = ∅ для любого 𝑝 ∈ 𝜔. По 

предположению индукции 𝑓(𝜔′) является k-

кратно ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. Тогда 𝑓 ‒ 𝜔𝑅𝑘-спутник класса 

Фиттинга 𝔉. Следовательно, 𝔉 ‒ (𝑘 + 1)-кратно ω-

веерный класс Фиттинга с направлением δ. 

Из пунктов 1) ‒ 3) по методу математической 

индукции следует, что утверждение верно для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 3. 

Пусть δ ‒ произвольная ℙ𝐹𝑅-функция, ∅ ≠
𝜋 ⊆ ℙ. Тогда класс Фиттинга 𝔉 = 𝔈𝜋 является n-

кратно ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ для любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Доказательство. 

Доказательство проведём методом 

математической индукции по параметру 𝑛.  
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1) Установим справедливость утверждения 

при 𝑛 = 1. По теореме 1 [6] класс групп 𝔉 = 𝔈𝜋 

является ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. 

2) Предположим, что утверждение верно при 

𝑛 = 𝑘. 

3) Покажем, что утверждение верно при 𝑛 =
𝑘 + 1. Согласно теореме 1 [6] 𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿), где 

𝑓(𝜔′) = 𝔈𝜋 и 𝑓(𝑝) = 𝔈𝜋 для любого 𝑝 ∈ 𝜔. По 

предположению индукции 𝑓(𝜔′) и 𝑓(𝑝) для 

любого 𝑝 ∈ 𝜔 являются k-кратно ω-веерными 

классами Фиттинга с направлением δ. Тогда 𝑓 ‒ 

𝜔𝑅𝑘-спутник класса Фиттинга 𝔉. Следовательно, 

𝔉 ‒ (𝑘 + 1)-кратно ω-веерный класс Фиттинга с 

направлением δ. 

Из пунктов 1) ‒ 3) по методу математической 

индукции следует, что утверждение верно для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Теорема доказана. 

 

Через 𝔈𝑐𝜔 обозначим класс всех групп, у 

которых каждый главный ω-фактор централен; 

𝔈𝑐𝜔′ – класс всех групп, у которых каждый 

главный ω'-фактор централен. 

Теорема 4. 

Пусть δ ‒ произвольная ℙ𝐹𝑅-функция, 

являющаяся bp-направлением таким, что 

⋂ 𝛿(𝑝)𝑝∈𝜔 ⊆ 𝔈𝑐𝜔 ∩ 𝔈𝑐𝜔′. Тогда класс Фиттинга 

𝔉 = 𝔑 является n-кратно ω-веерным классом 

Фиттинга с направлениемδ для любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Доказательство. 

Доказательство проведём методом 

математической индукции по параметру 𝑛.  

1) Установим справедливость утверждения 

при 𝑛 = 1. По теореме 2 [6] класс групп 𝔉 = 𝔑 

является ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. 

2) Предположим, что утверждение верно при 

𝑛 = 𝑘. 

3) Покажем, что утверждение верно при 𝑛 =
𝑘 + 1. Согласно теореме 2 [6] 𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿), где 

𝑓(𝜔′) = 𝔑 и 𝑓(𝑝) = (1) для любого 𝑝 ∈ 𝜔. По 

предположению индукции 𝑓(𝜔′) ‒ k-кратно ω-

веерный класс Фиттинга с направлением δ, а 𝑓(𝑝) 

для любого 𝑝 ∈ 𝜔 ‒ по лемме 3 [7]. Тогда 𝑓 ‒ 𝜔𝑅𝑘-

спутник класса Фиттинга 𝔉. Следовательно, 𝔉 ‒ 

(𝑘 + 1)-кратно ω-веерный класс Фиттинга с 

направлением δ. 

Из пунктов 1) ‒ 3) по методу математической 

индукции следует, что утверждение верно для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 5. 

Пусть δ ‒ произвольная ℙ𝐹𝑅-функция, 

являющаяся bp-направлением таким, что 

⋂ 𝛿(𝑝)𝑝∈𝜔 ⊆ 𝔈𝑐𝜔 ∩ 𝔈𝑐𝜔′, ∅ ≠ 𝜋 ⊆ ℙ. Тогда класс 

Фиттинга 𝔉 = 𝔑𝜋  является n-кратно ω-веерным 

классом Фиттинга с направлением δ для любого 

𝑛 ∈ ℕ. 

Доказательство. 

Доказательство проведём методом 

математической индукции по параметру 𝑛.  

1) Установим справедливость утверждения 

при 𝑛 = 1. По теореме 3 [6] класс групп 𝔉 = 𝔈𝜋 

является ω-веерным классом Фиттинга с 

направлением δ. 

2) Предположим, что утверждение верно при 

𝑛 = 𝑘. 

3) Покажем, что утверждение верно при 𝑛 =
𝑘 + 1. Согласно теореме 3 [6] 𝔉 = 𝜔𝑅(𝑓, 𝛿), где 

𝑓(𝜔′) = 𝔑𝜋, 𝑓(𝑝) = ∅, если 𝑝 ∈ 𝜔\𝜋, 𝑓(𝑝) = (1), 

если 𝑝 ∈ 𝜋. По предположению индукции 𝑓(𝜔′) ‒ 

k-кратно ω-веерный класс Фиттинга с 

направлением δ, а 𝑓(𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜋 ‒ по 

лемме 3 [7]. Тогда 𝑓 ‒ 𝜔𝑅𝑘-спутник класса 

Фиттинга 𝔉. Следовательно, 𝔉 ‒ (𝑘 + 1)-кратно ω-

веерный класс Фиттинга с направлением δ. 

Из пунктов 1) ‒ 3) по методу математической 

индукции следует, что утверждение верно для 

любого 𝑛 ∈ ℕ. 

Теорема доказана. 
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И.Г. Петровского. 
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