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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ MAPLE К ВЫЧИСЛЕНИЮ ТЕНЗОРОВ   

 

Аннотация: В данной статье рассматриваем вопросы компьютерной интерпретации свойств 

полилинейных отображений. Как известно, вычисления, связанные с тензорами,  являются достаточно 

трудоемкими. Мы предлагаем способы решения подобных задач на компьютере. 

Ключевые слова: векторное пространство, дуальное пространство, базис и кобазис,  тензор.   

 

Введение 

УДК  512.647  

 

Приведем известные определения и факты. 

Определение 1. Пусть mVV ,...,1 - векторные 

пространства над  полем R .
 

 Функция  

RVVT m → ...: 1     
называется полилинейной, 

если для каждого  mi ,..,1=
 
линейной является 

функция  ),...,,,...(: 11 miiii xxxxxTxf +  от 

аргумента ix
 

при фикcированных 

mii xxxx ,...,,... 111 +−  . 

Всюду далее предположим, что 

расматриваемые векторные пространства 

конечномерные (см. [2,6,8]). Пусть nV =dim  и 

обладает базисом  },...,{ 1 nee . Множество всех 

линейных отображений RVf →:  можно 

превратить в векторное пространство, которое 

называется дуальным пространством к V
 

и 

обозначается символом  
V .  Известно, что 

множество },...,{ 1 n
 

элементов из 
V , 

удовлетворяющая  условиям 
i

jj

i e  =)( ,  где 

i

j -символы Кронекера, образует базис 

дуального пространства (см. [1,4]). },...,{ 1 n  

называют также кобазисом исходного 

пространства V .  

Интересным является ситуация, когда в 

пространстве V  осуществляется переход к 

другому базису  },...,{ 1 nuu .  Напомним 

соотношения, связывающие эти базисы. Вектора 
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},...,{ 1 nuu  должны разлагаться по базису  

},...,{ 1 nee :  

 

j

j

ii eau = ,                                                                    (1)       

 

где коэффициенты  
j

iа
 

являются 

действительными числами. Нижний индекс 

указывает на принадлежность коэффициента к 

вектору iu , а верхний индекс является индексом 

суммирования. Так как базисы равноправны, с 

таким же успехом мы можем разложить вектора 

},...,{ 1 nee по  базису  },...,{ 1 nuu :  

 

j

j

kk ube = ,                                                                    (2) 

 

где 
j

kb
 

являются коэффициентами разложения 

вектора ke
  

по базису },...,{ 1 nuu .  Из формул (1) 

и (2) получаем следующее  

 
j

kk be = p

p

j ea p

p

k e= .   

 

Следовательно, матрицы )( j

iaA =
  

и 

)( j

kbB =
  

являются взаимно обратными.  

Естественно, при переходе от базиса 

},...,{ 1 nee
 

к базису },...,{ 1 nuu
 

изменится и 

соответствующий дуальный базис },...,{ 1 n . 

Пусть новым дуальным базисом является   

},...,{ 1 n
 

такой, что 
i

jj

i u  =)( . 

Сформулируем известный результат:  Если базисы 

},...,{ 1 nee  и  },...,{ 1 nuu  связаны формулами (1) 

и (2), то соответствующие дуальные базисы  

},...,{ 1 n
 
и },...,{ 1 n  связаны формулами 

 
ki

k

i a  = ,  
jk

j

k b  = .                                      (3)                                                                                    

 

Покажем вывод формул в (3). Очевидно, что  

 

 == )()( k

k

j

i

j

i eau  =)( k

ik

j ea  i

j

i

k

k

j aa = .  

 

C другой стороны 

 
i

j

k

j

i

kj

ki

k aaua ==  )( . 

 

Значения линейных функций 
i  и 

ki

ka 
 

совпали на базисных векторах ju . Следовательно, 

они совпадают всюду согласно известным 

результатам  (см. [2],[6]).  Вторая формула в (3) 

теперь очевидна. Продемонстрируем работу 

формул (1)-(3) в системе Maple [3]. Выбираем 

размерность пространства V , его базис и кобазис 

>  

 

> 

 

 

 

Используя генератор случайных чисел, 

выбираем матрицу перехода к другому базису  

 
> 

 

 

 

>  

 

>  

 

Согласно (1) находим новый базис 

пространства V  

>  
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Согласно (3) соответствующий новый базис 

дуального пространства  
V  имеет вид 

>  

 

Находим выражения для  )( j

i u  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Следующий фрагмент программы 

подтверждает равенства  
i

jj

i u  =)( ,  

очевидные из соотношений 

 

== ))(()( m

m

j

ki

kj

i eabu  m

j

i

k ab

=)( m

k e k

m

m

j

i

k ab  k

j

i

k ab= i

j=
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для наших целей нам нужны также формулы, 

связывающие координаты в новых базисах. 

Напоминаем эти формулы. Пусть Vx  -

произвольный вектор. Очевидно имеют место 

разложения    i

i

j

j uxexx ~== . Тогда из  (1)  и 

единственности разложения по базису вытекает, 

что 

 
ij

i

j xax ~= ,                                                                  (4) 
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Аналогично из разложений  
i

i

j

j  ~==
  

согласно   (3) получаем 

следующее: 

 

i

i

jj b  ~= .                                                                (5) 

 

Определение 2. Полилинейная функция 

специального вида 

 

RVVVVT
sr

→ 

 ......:  

 

называется тензором типа (или ранга) ),( sr  

[1,4,5,7]. Информацию о приложениях тензоров 

можно найти в [9,10]. 

Для простоты рассмотрим  случай 2== sr

. Пусть на векторном пространстве V  

размерности n  задан тензор  

RVVVVT → : . Значения 

),,,( sk

ji eeT 
 

на базисных векторах 

обозначим традиционно   
ij

ksT . Аналогично 

значения ),,,( sk

ji uuT 
 
тензора T  в новых 

базисах обозначим   
ij

ksT
~

.  Тогда из  (1), (3) 

получаем, что 

 
ij

ksT
~

),,,( q

q

sp

p

k

lj

l

mi

m eaeabbT = = 

 
ml

pq

q

s

p

k

j

l

i

m Taabb= .                             (6) 

 

Рассмотрим теперь задачу вычисления 

значения ),,,( yxT   на векторах Vyx , и 

V , .  Согласно теории   значение  

),,,( yxT    не должно зависеть от выбора 

базисов [1]. Действительно, на базисах   

},...,{ 1 nee , },...,{ 1 n
 

и },...,{ 1 nuu ,

},...,{ 1 n
 
соответственно имеем    

 

),,,( yxT 

( ) qp
lm

ml
pqq

q
p

pl
l

m
m yxTeyexT  == ,,, ,               (7) 

 

),,,( yxT 

( ) sk

ji

ij

kss

s

k

kj

j

i

i yxTuyuxT ~~~~~~,~,
~

,~  == . (8) 

 

C учетом  (6),(5) и (4) получаем равенство 

правых частей  (7) и  (8): 

 
sk

ji

ij

ks yxT ~~~~~
 ml

pq

q

s

p

k

j

l

i

m Taabb= =sk

ji yx ~~~~ 
 

ml

pqT=
i

mb i~ j

lb j
~ p

ka kx~ q

sa sy~ ml

pqT= m l

px qy .  

 

Продемонстрируем это равенство на  

компьютере. Для простоты  остановимся на  

случае  2=n . Случай больших размерностей 

аналогичен этому.   
> 

 

 

Пусть ковектора и вектора yx,,,
  

задаются своими координатами: 

 
 

 

 

 

 

 

Итак мы имеем
 p

pexx = ,
 q

qeyy = ,  

m

m =  и 
l

l =  . Тогда для  ),,,( yxT 
 
 

согласно  (7)  мы получаем следующее: 
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Осуществим теперь переход к новому базису, 

используя матрицу 
>  

 

>  

 

Далее мы хотим вычислить ),,,( yxT 
 
в 

новых базисах. Из формул (4),(5), выражающих 

матричные равенства  XAX
~

= , =
~TB , 

вытекают следующие равенства 

 

BXX =
~

, = TAˆ ,                                        (9) 

 

поскольку   
TTT ABB == −− )()( 11

.    

Используя формулы (9),  находим новые 

координаты  векторов yx,,, : 

 

 

 

 

 

 

 

В таком случае с учетом (8) ),,,( yxT   в 

новых базисах
 
имеет представление  

 

 

где новые коэффициенты  
ij

ksT
~

 
находятся по 

формулам (6) 
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Явное выражение  ),,,( yxT    в новых 

базисах получается громоздким, поэтому здесь 

приводить его не будем. Для нас важен конечный 

результат вычислений, подтверждающий тот 

факт, что значение тензора не зависит от выбора 

базиса. Действительно, как показывают 

вычисления:   

>  

 

 

Замечание. Мы ставили целью показать 

принципиальную возможность использования 

системы Maple в задачах полилинейной алгебры. 

Мы допускаем вероятность того, что другие 

библиотеки этой системы (например, with(tensor))  

могут  располагать более эффективными 

командами, чем использованные здесь нами. 
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