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СМЕШАННЫЙ МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 

УПРУГОСТИ 

 

Аннотация: Сформулирован смешанный метод конечных элементов решения краевых задач теории 

упругости. Исследована корректность смешанных аппроксимаций для напряжений (деформаций) и 

перемещений. Показана однозначную разрешимость континуальной и конечномерных задач. 

Ключевые слова: теория упругости, метод конечных элементов, смешанная схема, аппроксимация, 

априорные оценки. 

 

Введение 

УДК 539.3  

 

В настоящее время наиболее универсальным 

методом решения краевых задач теории упругости 

является метод конечных элементов (МКЭ). 

Однако, отмечая достоинства классического 

МКЭ, следует учитывать и его недостатки. К 

наиболее существенным из них относятся 

разрывная аппроксимация напряжений и 

деформаций, а также более низкий порядок 

сходимости аппроксимации напряжений и 

деформаций по сравнению с таковым для 

перемещений. В то же время напряжения обычно 

являются основными искомыми Функциями в 

задачах теории упругости, и, следовательно, 

должны быть определены с достаточно высокой 

степенью точности. 

В связи с этим перспективным в численном 

анализе задач теории упругости представляется 

применение смешанных формулировок МКЭ, в 

которых напряжения и деформации входят в 

разрешающие уравнения наряду с перемещениями 

как равноправные неизвестные. Основной 

выигрыш при использовании смешанных 

формулировок МКЭ по сравнению с классическим 

МКЭ в форме метода перемещений состоит в 

уменьшении погрешности аппроксимации для 

напряжений и деформаций, а также возможности 

точного удовлетворения статических граничных 

условий на поверхности тела. Еще одно 

преимущество заключается в том, что смешанные 

схемы МКЭ позволяют обеспечить 

непрерывность аппроксимации не только для 

перемещений, но и для напряжений и 

деформаций. 
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Обобщенная постановка краевой задачи 

теории упругости. Пусть рассматриваемая тело 

занимает область 𝛺 ⊂ ℝ𝑛(𝑛 = 2,3) имеет 

регулярную границу Г. На части границы Ги 

заданы перемещения, а на оставшейся части Г6 – 

поверхностные нагрузки. Кроме того, тело 

подвержено воздействию массовых сил и 

начальных деформаций. 

Вектор – функции, описывающие 

перемещения точек тела, будим рассматривать как 

элементы функционального множества: 

}0),(,)({ 1

1 === = uГii

n

ii vHvvvVU (1) 

Множество допустимых тензор-функций для 

напряжений и деформаций определим формулой: 

( ) ( ) 2, 1
| ,    

=
= = =  

n

ij ij iji j
X L .      (2) 

Связь между перемещениями и 

деформациями зададим соотношениями Коши, 

которые будем записываем в виде: 

, =  Bu u U ,   (3) 

где B - линейный дифференциальный оператор, 

действующий из U в X: 

( )
1

; , 1,..,
2

 
= + = 

   

ji

ij

j i

VV
BV i j n

X X
.        (4) 

Скалярные произведения на пространствах X 

и U зададим соответствии с формулами:  

( ), ; ,     


=    ij ijx
d X ;      (5) 

( ) ( ), , , ,=  
U x

u v Bu Bv u v U .      (6) 

Тогда норма в U  

‖𝑣‖𝑈: 𝑣 ∈ 𝑋 → ‖𝑣‖𝑈 = (𝑣, 𝑣)𝑈

1

2 .    (7) 

Норма в X   

‖𝜏‖𝑋: 𝜏 ∈ 𝑋 → ‖𝜏‖𝑈 = (𝜏, 𝜏)𝑈

1

2 ,    (8) 

Соотношения между напряжениями и 

деформациями запишем в виде  

( ), ,    = −  D X .   (9) 

D-самосопряженный, положительно 

определенный и ограниченный оператор их Х в X, 

причем существует m0 и M0 положительных чисел 

такие, что  

( )
2

0 0, , ,
X X x X

D m M X          .   (10) 

U*- пространство непрерывных линейных 

функционалов, определенных на U. Значение 

произвольного линейного функционала *g U  

на элементе v U обозначим через , Ug v  . 

Тогда норма в *U  определяется равенством. 

‖𝑔‖𝑈∗: 𝑔 ∈ 𝑈 ∗→ ‖𝑔‖𝑈∗ = 𝑠𝑢𝑝
𝑣∈𝑈\{0}

|<𝑔,𝑣>𝑈|

‖𝑣‖𝑈
.    (11) 

Определим на X U  билинейную форму  

( )
1

, ,
2

ji

ijX

j i

vv
v Bv d

x x
  



 
→ = +  

   
 .   (12) 

Тогда в силу вариационного принципа 

Лагранжа [1] статические соотношения 

содержатся в уравнении: 

( ), , , , *UX
Bv v v U U  =       .   (13) 

Равенства (3), (9) и (13) позволяют 

полностью сформулировать краевую задачу 

теории упругости. Подставляя равенства (3), (9) в 

(13) получаем:  

( ) ( ), , , ,UX X
DBu Bv v D Bv v U =   +   . (14) 

Уравнение (14) соответствуют классической 

обобщенной постановке краевой задачи теории 

упругости в перемещениях. Доказано однозначное 

разрешимость (14). 

Использование уравнения (14) для 

построения сеточных схем приводит к обычной 

формулировке МКЭ в форме методы 

перемещений. В результате, деформации 

вычисляется не прямо, а путем 

дифференцирования приближенных значений 

перемещений, полученных при решении задача в 

перемещениях, что является основной причиной 

ухудшения сходимости аппроксимации для 

напряжений и деформаций по сравнению с 

таковым для перемещений. 

Альтернативный подход состоит в 

изменении обобщенной постановки краевой 

задачи таким образом, чтобы напряжения и 

деформации являлись ее непосредственными 

аргументами, а не определялись на основе 

решения задачи в перемещениях. С этой целью 

представим краевую задачу следующей системой 

уравнений: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

, , ,

, , , ,

, , ,

X X

X X X

UX

Bu X

D D X

Bv v v U

   

      

 

 =  


= −  
 =   

 ( )

( )

(15)

16

17

 

Таким образом, получаем обобщенную 

постановку краевой задачи теории упругости 

относительно перемещений, напряжений и 

деформаций. 

Показано однозначное разрешимость 

смешанной задачи теории упругости. Получены 

априорные оценки решений: 

0

*
0 0

1
U U X

M
u

m m
  + ;    (18) 

0

*

0 0

1
X U X

M

m m
   + ;   (19) 

0 0

0*

0 0

1
X U

M M
M

m m
  

 
 + + 

 
.    (20)                                          

Построение смешанных проекционно-

сеточных алгоритмов МКЭ основывается на 

дискретизации исходной континуальной задачи, 

описываемой системой уравнений (15)-(17). По 

аналогии определим дискретную задачу 
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следующим образом. Найти тройку 

( ), ,h h h h h hu U X X       такую, что 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

, , ,

, , , ,

, , ,

h h h h h hX X

h h h h h h hX X X

h h h U h hX

Bu X

D D X

Bv v v U

   

      

 

 =  


= −  
 =   

( )

( )

( )

21

22

23

 

где ,h hU U X X   - конечномерные 

подпространства для перемещений и напряжений 

(деформаций). Система уравнений (21) - (23) 

можно представить в виде: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

ˆ ˆ, ,

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

h h h h h h h hX X

h h h h h h h h h h hX X X

h h h h h U h hX

R R Bu X

R R DR D R Z

R Bv P v v V

   

      

 

 =  


= −  
 =   

             

( )

( )

( )

24

25

26

 

 

,h hV Z  - конечномерные пространства узловых 

перемещений, и деформаций ,h hP R - операторы 

продолжения из hV  в hU , из hZ  в hX . h hB BP=  - 

линейный оператор, действующей из hV  на hY  где 

hY образ оператора hB . 

Обозначим через 
* * *, ,h h hP R B - операторы 

сопряженные к , ,h h hP R B   соответственно. 

Оператор hM  отображающий hZ  в 
*

hZ  

определим следующим образом:  
*

h hM R R=  в 
*

hZ .   (27) 

Оператор hG  отображающий hZ  на 
*

hZ  

определим следующим образом  
*

h h hG R DP=  в 
*

hZ .   (28) 

Оператор hH  отображающий hV  на 
*

hZ   

определим следующим образом  
*

h h hH R B=  в 
*

hZ .    (29) 

Тогда hH   транспозиция оператора hH , 

отображает hZ  на 
*

hV  и определяется следующим 

образом 
' *

h h hH B P=  в 
*

hV .   (30) 

Систему уравнений (24)-(26) можно 

представить в виде 
*

*

ˆ ˆ в Z

ˆˆˆ ,в

ˆˆ

h h h h h

h h h h h h

h h

M H u

M G Z

H



  

 

 =


= −
 =


  (31) 

где * * * *ˆ
h h h h h hR D Z и P V   =  =  . 

Если представить hG  в виде: ˆ
h h hG M D=  в 

*

hZ , тогда систему уравнений (31) можно 

представить в виде: 

( )

*ˆ ˆ ,в

ˆˆ ˆˆ ,в

ˆˆ ,в

h h h h h

h h h h h

h h h h

M H u Z

D Z

H V



  

 

 =


= −


 =

  

( )

( )

( )

32

33

34

 

Уравнения (32)-(34) могут быть 

представлены в форме одного операторного 

уравнения относительно перемещений, т.е. 

ˆˆ
h h hA u f=  в *

hV .   (35) 

В котором линейный оператор *:h h hA V V→  

определяется выражением  
' 1ˆ

h h h h hA H D M H−=  в *

hV .   (36) 

А элемент 
*ˆ

h hf V=  имеем вид: 

*ˆ ˆˆˆ
h h h h h hf H D V = +  .   (37) 

Показано, что решения уравнения (35) 

существует, единственно и непрерывно зависит от 

правой части, т.е. от элемента 
*ˆ

h hf V . При этом 

имеет место оценки  

*

0 0

1 ˆ
h

h hU V
u f

d
     (38) 

*

0

1 ˆ
h

h hX V
f


     (39) 

*

0

0

0

ˆ ˆ
hh

h h hX ZV
f 




 +  .  (40) 

Учитывая (37) априорные оценки (38)-(40) 

примут вид:  

*

0

0 0

1 ˆˆˆ
h h

h

h h hV V Z
u  

 


 + ;  (41) 

*

0

0 0

1 ˆˆ ˆ
h h

h

h h hZ V Z
  

 


 + ;  (42) 

*

0 0

0

0 0

ˆˆˆ 1
h h

h

h h hZ V Z
  

 

  
 +  + 

 
.  (43) 

Предложенный итерационный процесс 

сходится со скоростью геометрической 

прогрессии независимо от выбора начального 

приближения [6-10] 
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