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Аннотация: В данной статей разработано точной математической модели деформирования 

вязкоупругой (или полимерной) конической оболочки и алгоритмов ее исследования. В получены нелинейные 

математические модели деформирования ребристых конических оболочек при динамических нагружённых. 

Проведено исследование напряженно-деформированного состояния и устойчивости вязкоупругих панелей 

конических оболочек и усечённых замкнутых и выявлены некоторые характерные особенности. 

Ключевые слова: коническая оболочка, панель, динамика, нагрузка, нелинейный, модель, устойчивость, 

вязкоупругость, теория. 

 

Введение 

При решении задач устойчивости конических 

оболочек в линейной постановке часто 

применяется метод Эйлера [1,2]. Рассматриваемая 

задача сводится к отысканию действительных 

собственных значений [3]. Другой метод, основной 

использоваться для исследования оболочек, 

который позволяет перейти от уравнений 

устойчивости конических оболочек к 

соответствующим уравнениям для 

цилиндрических оболочек с кругового 

поперечного сечения. Во многих работах 

используется без моментная и полу безмоментная 

теория оболочек [4,5]. Также применяются 

приближённые методы для решения задачи 

нелинейных уравнений устойчивости [7,8]. 

Особую трудность вызывают задачи устойчивости 

подкреплённых конических оболочек в 

геометрически нелинейной постановке с учетом 

реологических свойств материала, решения для 

которых практически отсутствуют. Статья 

посвящена частично рещение этих проблем. В 

статье получены нелинейные математические 

модели деформирования ребристых вязкоупругих 

конических оболочек при динамических 

нагруженные. 

Постановка задачи и методики решения. 

Рассмотрим замкнутую круговую коническую 

оболочку с углом конусности   толщиной h  

(рисунок 1). Срединная поверхность оболочки 

принимается за координатную поверхность. 

 Оси X ,Y ортогональной системы координат, 

направленных по линиям главных кривизн, 

показаны на рис. 1, ось Z  направлена 

ортогонально срединной поверхности в сторону 

вогнутости. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема конической оболочки. 

 

Срединная поверхность оболочки 

принимается за координатную поверхность. Оси 

X , Y  ортогональной системы координат, 

направленных по линиям главных кривизна, 

показаны на рисунок 1, ось Z  направлена 

ортогонально срединной поверхности в сторону 

вогнутости.  

Для конической оболочки параметры Ляме 

приведены в работе [9], принимают следующий 

вид 1=A , = sinxB , а кривизны  
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Деформации в координатной поверхности 

оболочки выражаются через перемещения WVU ,,  

вдоль осей ZYX ,,  соответственно следующим 

образом 
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Деформации в слое, отстоящем на z  от 

координатной поверхности при учете поперечных 

сдвигов имеют вид  
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Здесь 
yx  ,  - углы поворота отрезка нормали у 

координатной поверхности в сечениях XOZ  и 

YOZ  соответственно; ( )zf  - функция, 

описывающие  распределение 
xz  и 

yz  

касательных напряжений;  

k =const. 

Функции, характеризующие изменения кривизну 

21,  и кручения 
12  имеет вид [2] 
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Физические соотношения для изотропного 

вязкоупругого тела принимают вид [9] 
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Здесь   - коэффициент Пуассона материала 

оболочки, считается постоянными; 
кЕ
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операторные модули упругости 
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кE0
- мгновенный модуль упругости Юнга; )(tf  - 

непрерывная функция; )( −tRЕк
- ядро 

релаксации. Предполагается, что интегралнқе 

члени (5) малыми, тогда для функции )(tf  

сушествують функция ( ) ( ) ti Rettf
 −

= . Тогда 

интегральные член заменяется слелдуюўими 

выражениями  
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ответственно косинус и синус преобразования 

Фурье, R -действителная величина. При 

вычислении используется трёхпараметрическое 

ядро Колтунова-Рижанициа ( ) kk teAtR
t

kk

 −−
=

1
/

[9]. Физически соотношения при учете ползучести 

материала (5) на основе линейной теории 

наследственности ползучести принимает вид [10] 
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] ; 

Здесь R1(t,s), R2(t,s) - функция вылияния (ядра 

реолакции Колтунова - Рижанициа). 

Месторасположение и высоту ребер задается 

функцией 
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Интегрируя напряжения (4) по z  в пределах 

от 
2

h
−  до H

h
+

2
, получим усилия, моменты и 

поперечные силы, приведенные к срединной 

поверхности оболочки, для единицу длины 

срединной поверхности, 

( ) 111 ++= SFhGN x
 ; 

( ) 222 ++= SFhGN y
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( ) 1212 ++= SFhGN xyxy
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единицу длины срединной поверхности. 

Статический момент и момент инерции срединной 

поверхности оболочки имеет вид 
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Пусть на оболочку действует поперечная 

динамическая нагрузка ( )tyxq ,, . Тогда 

неизвестные  искомые функции смещений 

WVU ,,  и углов поворота нормали 
yx  ,  
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является функциями следующих переменных x , y  

и t . 

Функционал полной энергии деформации 

вязкоупругой оболочки имеет вид 
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В выше приведённых формулах 

  - плотность материала оболочки; в выражениях 

(9) и (10) точками обозначены производные по 

переменной t ; = 2b  - конической оболочки. 

Энергия можно выразить через деформации, тогда 

выражение (10) представляется следующим виде; 

В выше приведённых формулах   - плотность 

материала оболочки; в выражениях (9) и (10) 

точками обозначены производные по переменной 

t ; = 2b  - конической оболочки. Энергия можно 

выразить через деформации, тогда выражение (10) 

представляется следующим виде; 
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где  

2

1
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−
= . 

Если коническая вязкоупругая оболочка замкнута, 

тогда 01 =a . В статье рассмотрена подкрепления 

коническая оболочки узкими ребрами. 

Рассматриваемая задача решается в безразмерных 

параметрах. Тогда соотношение принимает 

следующий вид;  

( )
,,,,

1
,,

,
sin

,,,
sin

,,,
sin

,,

322

0

24

4

2

2

1

h

J
J

h

S
J

h

F
Ft

E

a

h
t

Eh

Pa
P

h

a
a

h

xb

h

a

h

W
W

h

Vxb
V

h

aU
U

xb

a

b

y

a

x

y

y
x

x

===
−

===

====

=====



















  (12) 

получим 

( )( )

( ) ( ) .
12

1
2

1
1

2222

1

0

22222

1

2

1





ddJVUS

WaVUF
a

К

yxyx

a





+







+++

++++=          (13) 

( )

(

) ( )

( )  .12

42
12

1
2

2
6

5

6

5
21Э

2

2

12

2

121

22

2

42

112

2

1

1

2

2

2

2

4

1

2

322

1

1

0

2

2

1

22

1

2242

1

1













ddWP

J

SV
cW

a

W
aF

xy

yxyxy

xxyyxy

a

−−

−+++







++

+++++















+




++







+












+




+++++= 

               (14) 

Получена нелинейная зависимости 

деформирования вязкоупругой оболочки без учета 

поперечных сдвигов, а также выведены уравнения 

в смешанной форме [10-12]. 

В частные случаи получено нелинейное 

выражение энергии деформирования ребристой 

вязкоупругой конической оболочки при 

статических нагруженных. 

Таким образом, получено математическая 

формула основные выражения вязкоупругих 

конических оболочек ступенчато-переменной 

толщины при статических, квазистатических и 

динамических нагруженных. Который учитывают 

геометрическую нелинейность, дискретное 

введение вязкоупругих рёбер, их сдвиговую и 

крутильную жёсткость, поперечные сдвиги и 

инерцию вращения. 

 

Численные результаты и анализ.  

Рассматриваются вязкоупругих панели 

конических оболочек, которые шарнирно 

неподвижно закрепленные по контуру. Коническая 

оболочка находится под действием равномерно 

распределенной поперечной нагрузкой и 
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подкрепленной ребрами высотой 4h и шириной 2h. 

Параметры конической оболочки, изготовленной 

из стали, имеют следующие значения: угол 

конусности 003477,0= ; размеры вдоль оси х 

мамa 18,151 ==  (протяженность оболочки 10 

метров); угол разворота оболочки 57,1=ky  
значение реологических параметров примем в виде 

1,0;05,0;048,0 === A . 

 

 
Рисунок 2. Зависимость прогиба от нагрузки )57,1( =ky : 1-вязкоупругая оболочка, 2- четырёх 

ребрная оболочка 

 

 
 

Рисунок 3.Зависимость прогиба от нагрузки ( 80,1=ky ): 1-вязкоупругая оболочка, 2- четырех 

рёберная оболочка. 

 

На рис. 2 представлены графики «нагрузка q-

прогиб W» для вязкоупругой оболочки без ребра и 

подкрепленных четырёх ребра по каждый 

направление по две ребра )57,1( =ky .  

На рис. 3 представлены графики «нагрузка q-

прогиб W» для вязкоупругой оболочки 4 ребрами 

по два в каждом направлении )80,1( =ky . 

Как видно из рис.3 подкрепление оболочки 

четырём ребрами позволяет, увеличит 

критическую нагрузку. Также с увеличением угла 

разворота, жесткость вязкоупругой оболочке 

увеличивается, и критическая нагрузка возрастают. 

Для стальной оболочки протяженностью 10м при 

толщине 1 см критические нагрузки получилось 

высокими. Для оболочки из оргстекла критическая 

нагрузка для вязкоупругой оболочки с углом 

разворота =ky  составит 2105,0 −=kq МПа, а с 

углом разворота 57.1=ky , 21012,0 −=kрq Мпа, 

значение реологических параметров примем в виде  

1,0;05,0;048,0 === A . 

Также исследуется устойчивость ребристых 

вязкоупругих панелей конических оболочек при 

динамических награждения. Безразмерная 

нагрузка берется в виде tАР = , где А  

характеризует скорость награждения. Для анализа 

достоверности получаемых результатов был 

проведен расчет вязкоупругих панели конической 

оболочки, отстоящей от вершины на большое 

расстояние. Результаты, критические нагрузки, 

сравнивается результатами работ других 

исследователей. На рис. 4 представлены графики 

«нагрузка Р - прогиб W » в центре панели 

конической оболочки с параметрами 
1а =20 м; а

=30 м; h =0,01 м; 
ky =1,57; 52350,= ; значение 

реологических параметров примем в виде 

1,0;05,0;048,0 === A . 
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Рис. 4. Зависимость нагрузка Р и прогиб W  в центре панели конической оболочки: Кривая 1 - А=10, 

2- А=100. 

 

Исследования устойчивости ребристых 

вязкоупругих панелей конических оболочек при 

динамических нагруженных показали, что с 

увеличением скорости нагруженные критические 

нагрузки существенно возрастают, а время 

наступления потери устойчивости сокращается. 

При подкреплении оболочки критические нагрузки 

так же существенно возрастают. Учет 

реологических свойств материала позволяет 

увеличит критические значение оболочки до 6-8% 

 

Выводы.  

1. Разработаны алгоритмы решения 

нелинейных задач для ребристых вязкоупругих 

конических оболочек при статическом и 

динамическом нагружении. Для решение 

динамических задач применяется метода Л. В. 

Канторовича, метод замораживания и метода 

Рунге-Кутта 4-го порядка точности. 

 2. Выявлены особенности деформирования 

вязкоупругой панелей ребристых конических 

оболочек, что наибольшие напряжения и 

перемещения достигается к более широкой части 

оболочки. Для слабо конических вязкоупругих 

оболочек наибольшие напряжения достигается в 

областях близких к угловым точкам оболочек.  

3. Исследована устойчивость вязкоупругой 

ребристых конических оболочек при различной 

жесткости и показано, что при увеличении угла 

разворота панели оболочек ее жесткость и 

критические нагрузки увеличиваются. Наличие 

ребер способствует существенно увеличение 

критические нагрузки. 
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