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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

 

Аннотация: В этой работе сначала определена тип дифференциального уравнения в частных 

производных второго порядка, и она приведена к каноническому виду, а затем приближенно решена 

смешанная задача для волнового уравнения методом разделения переменных, методом вариационных 

итераций и методом разложения Адомиана. Все эти методы обеспечивает последовательность функций, 

которая сходится к точному решению. Во всех случаях получены одинаковые результаты, но при этом 

метод разложения Адомиана являлся очень простим и удобным. 

Ключевые слова: смешанная задача, волновое уравнение, метод разделения переменных, метод 

вариационных итераций, метод разложения Адомиана, точное решение. 

 

Введение 

Основной задачей строительной механики 

является разработка методов расчёта и получения 

данных для надёжного и экономичного 

проектирования зданий и сооружений. Надёжные 

методы расчётов таких зданий и сооружений 

позволяют возводить достаточно лёгкие и 

надёжные конструкции. Определённые 
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математические модели и расчёты некоторых 

объектов строительной механики приводятся к 

решению линейных или нелинейных уравнений 

математической физики. Известно, что во многих 

практических случаях моделирование 

прикладных задач приводятся к решению 

дифференциальных уравнений, в частности, к 

решению дифференциальных уравнений с 

частными производными. При этом важный этап 

решения таких задач является определить тип 

полученного уравнения и привести ее к 

каноническому виду, чтобы далее было удобно 

применить к решению данной задачи более 

известную метод [1, 2, 7, 9-11]. В данной работе 

предложены применения современных более 

простых и точных методов решения таких 

уравнений [1-11]. 

Постановка задачи. В общем случае, 

сначала требуется определить тип уравнения 

),(),(),(),(

),(),(2),( 221211

yxfuyxcuyxbuyxa

uyxauyxauyxa

yx

yyxyxx

=+++

+++
 (*) 

и привести его к каноническому виду [12], а затем 

требуется точно решать смешанную задачу для 

волнового уравнения методом разделения 

переменных (МРП), методом вариационных 

итераций (МВИ) и методом разложения Адомиана 

(МРА). 

Алгоритм определения тип уравнения и 

приведения её к каноническому виду: 

10. Тип уравнения (*) определяется знаком 

выражения 2211

2

12 aaa − : уравнение (*) в точке 

),( yxM называется уравнением: 

гиперболического типа, если 02211

2

12 − aaa ; 

эллиптического типа, если 02211

2

12 − aaa ; 

параболического типа, если 02211

2

12 =− aaa . 

Уравнение (*) будет являться уравнением 

гиперболического, эллиптического, 

параболического типа в области D, если оно 

гиперболично, эллиптично, параболично в каждой 

точке этой области. Уравнение (*) может менять 

свой тип при переходе из одной точки (области) в 

другую. Например, уравнение 0=+ yyxx uyu  

является уравнением эллиптического типа в 

точках 0),,( yyx ; параболического типа в 

точках )0,(x ; и гиперболического типа в точках 

0),,( yyx . 

20. Чтобы привести уравнение к 

канонического виду, необходимо: • определить 

коэффициенты ),(),,(),,( 221211 yxayxayxa ; • 

вычислить выражение 2211

2

12 aaa − ; • сделать 

вывод о типе уравнения (*) (см. п. 10.); • записать 

уравнение характеристик: 

0),(),(2),( 2

2212

2

11 =+− dxyxadxdyyxadyyxa ; 

• решить данное характеристическое уравнение. 

как квадратное уравнение относительно dy: 

dxaaaayxady ]/)),([( 112211

2

1212 −= ; 

найти общие интегралы характеристическое 

уравнение (характеристики уравнения (1)): 

,),(,),( 2111 CyxCyx ==   - в случае 

уравнения гиперболического типа; 

Cyx =),(2  - в случае уравнения 

параболического типа; 

Cyxiyx = ),(),( 33   - в случае уравнения 

эллиптического типа; • ввести новые 

(характеристические) переменные  и  : в 

случае уравнения гиперболического типа в 

качестве   и   берут общие интегралы 

);,(),,( 11 yxyx  ==  в случае уравнения 

параболического типа в качестве   берут общий 

интеграл ),(2 yx = , а в качестве   берут 

произвольную, дважды дифференцируемую 

функцию 
2 , не выражающуюся через ),(2 yx , 

т.е. ),(2 yx = ; в случае уравнения 

эллиптического типа в качестве   и   берут 

вещественную и мнимую часть любого из общих 

интегралов; • пересчитать все производные, 

входящие в уравнение (*), используя правило 

дифференцирования сложной функции; • 

подставить найденные производные в исходное 

уравнение (*) и привести подобные слагаемые. В 

результате уравнение (*) примет один из 

следующих видов: в случае уравнения 

гиперболического типа: 

( ) 0,,,,1 =+  uuuFu ; в случае уравнения 

параболического типа: 

( ) 0,,,,1 =+  uuuFu ; в случае уравнения 

эллиптического типа: 

( ) 0,,,,1 =++  uuuFuu .  

 

Пример 1. Определить тип уравнения 

0coscossin2 2 =+−−− xyxuxuxuu yyyxyxx  

и привести его к каноническому виду. 

Решение: Решение данного примера 

выполним с помощью Maple 17 [5, 12]. 
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Таким образом, заданное уравнение является 

гиперболического типа во всей плоскости xOy, а 

её канонический вид .0=+− xtvv xxtt  

Алгоритм метода разделения переменных 

(МРП), метода вариационных итераций (МВИ) и 

метода разложения Адомиана (МРА) приведены 

в работах [1, 2, 6, 7, 9-11]. 

 

Пример 2. Считаем, что заданное 

дифференциальное уравнение в частных 

производных приведен к каноническому виду. 

Требуется точно решать следующую смешанную 

задачу для волнового уравнения методом 

разделения переменных (МРП), методом 

вариационных итераций (МВИ) и методом 

разложения Адомиана (МРА) [2, 6]: 

txuau xxtt sin2 += ,         0,0  tlx ,     (1) 

tltlutu sin),(,0),0( −== ,          (2)     

xxu
l

x
xu t −== )0,(,sin)0,(


.        (3) 

Для решения задачи примем обозначение

 txtxvtxu sin),(),( −= . Из задачи (1)-(3) 

получим следующую задачу: 

 
xxtt vav 2=     0,0  tlx ,                               (4) 
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0),(,0),0( == tlvtv ,          (5)     

0)0,(,sin)0,( == xv
l

x
xv t


.             (6) 

1) По идею МРП имеем: )()(),( tTxXtxv = . 

Подставляя это выражение к уравнению (4) имеем 

две уравнения вида [6] 

TXaXT = 2


const
X

X

Ta

T
−=


=




2
. 

Отсюда получим спектральную задачу: 

0=− XX  , 0)()0( == lXX .  

При 0  имеем

xbxaxX  −+−= sincos)( , 

0)0( =X  и 0)( =lX    

x
l

n
xX n


sin)( = , Nn ; а вторая 

0

2

=







+


nn T

l

an
T




t
l

an
bt

l

an
aT nnn


sincos += . 

Общее решение уравнение (4) и (5): 




=









+=

1

sinsincos),(
n

nn x
l

n
t

l

an
bt

l

an
atxv


,  

a из условия (6) имеем 




=

==
1

sinsin)0,(
n

n x
l

n
a

l

x
xv




11 =a , 0=ka  k=2,3,4,… ; 




=

=
1

sin)0,(
n

nt x
l

n
b

l

an
xv




0=nb . 

Точное решение задачи (4)-(6):  

l

x
t

l

a
txv


sincos),( = . 

2) Теперь уравнение (4) будем решать 

сначала по начальным условиям (6), а затем с 

граничными условиями (5) методом разложения 

Адомиана (МРА).  

Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (4) и (6) [2]: 

 

  dxvaddxvd

t t

xx

t t

),(),(
0 0

2

0 0

   =  


dxvad
l

x
txv

t t

xx ),(sin),(
0 0

2

 += . 

По идею МРА: =


=

),(),(
0

txvtxv
n

n  =+++ ...),(),(),( 210 txvtxvtxv  

  


dxvxvxvad
l

x
t t

xx  ++++=
0 0

210

2 ...),(),(),(sin ;  
l

x
txv


sin),(0 = ;  

 
l

xt

l

a
dxvadtxv

t t

xx


 sin

!2
),(),(

22

0 0

0

2

1 







−==   ; 

 
l

xt

l

a
dxvadtxv

t t

xx


 sin

!4
),(),(

44

0 0

1

2

2 







==   ;…;

  ( )
l

x

n

t

l

a
dxvadtxv

nn

n
t t

xxnn


 sin

)!2(
1),(),(

22

0 0

1

2 







−==   −    и т.д. 

Точное решение задачи (4) и (6):  
l

x
t

l

a
txvtxvtxv


sincos...),(),(),( 10 =++= . 

Для МРА имеем формулу приближенного решения задачи (4) и (5): 

  dtv
a

ddtvd

x x

tt

x x

),(
1

),(
0 0

2

0 0

   =   dtv
a

dtxtxv

x x

tt ),(
1

)(),(
0 0

2 += . 

Здесь   ),0()( tvt x= ,     (7) 
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По идею МРА: =


=

),(),(
0

txvtxv
n

n  =+++ ...),(),(),( 210 txvtxvtxv  

   dtvtvtv
a

dtx

x x

tt  ++++=
0 0

2102
...),(),(),(

1
)( ;  

 )(),(0 txtxv = ;     )(
!3

1
),(

1
),(

32

0 0

021 t
x

a
dtv

a
dtxv

x x

tt
 








==   ; 

  )(
!5

1
),(

1
),(

54

0 0

122 t
x

a
dtv

a
dtxv IV

x x

tt
 








==   ;…;

  )(
)!12(

1
),(

1
),( )2(

122

0 0

12
t

n

x

a
dtv

a
dtxv n

nnx x

ttnn  
+









==

+

−     и т.д. 

Общее решение уравнение (4), (5) и (7): 

...)(
)!12(

1
...)(

!5

1
)(

!3

1
)(),( )2(

1225432

+
+









++








+








+=

+

t
n

x

a
t

x

a
t

x

a
txtxv n

nn

IV   

 a из условия (6) имеем 

...)0(
)!12(

1
...)0(

!5

1
)0(

!3

1
)0(sin)0,( )2(

1225432

+
+









++








+








+==

+
n

nn

IV

n

x

a

x

a

x

a
x

l

x
xv 


 

...)0(
)!12(

1
...)0(

!5

1
)0(

!3

1
)0(0)0,( )12(

1225432

+
+









++








+








+== +

+
n

nn

V

t
n

x

a

x

a

x

a
xxv      

;)1()0(;...;0)0(;)0(;0)0(;)0(

2

)2(

2 n

nn

l

a

ll

a

ll








−==








−===








  

0)0()12( =+n  и.т.д.   t
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Точное решение задачи (4)-(6): 
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3) Уравнение (4) будем решать сначала по 

начальным условиям (6), а затем с граничными 

условиями (5) методом вариационных итераций 

(МВИ).  

Для решения задачи (4)-(6) МВИ примем 

обозначение 
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Применяя МВИ, получим следующие результаты: 

0),(0 =txw ;   
l

x
t

l

a
txw


sin),(

2

1 







−= ; 

l

xt

l

a
t

l

a
txw


sin

!3
),(

342

2 



















+








−=    и т.д. 

Точное решение задачи (9): 

l

x

n

t

l

at

l

a
t

l

a
txwtxw

nn

n

n
n

n


sin...

)!12(
)1(...

!3
lim),(lim),(

122342













+

−








−++








+








−==

−

→→
 

a из обозначения (8) имеем   =+= 
t

l

x
dxwtxv

0

sin),(),(




  

.sincossin...
)!2(

)1(...
!4!2

1
224422

l

x
t

l

a

l

x

n

t

l

at

l

at

l

a nn

n 
=












+








−++








+








−=  

 

Для решения задачи (4) и (5) МВИ примем 

обозначение
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приближенного решения задачи (11): 

 

.
),(~1),(

)(),(),(
0 0

2

2

21 









dd
t

tw

a

tw
txwtxw

x

nn
nn  
















−




+=+  

Здесь также 1)( −= . Тогда имеем 
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 Точное решение задачи (4)-(6):  
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Точное решение задачи (1)-(3):  
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Эти результаты проверены с помощью 

математического пакета Maple 17 [5]. 

Выводы.  

Таким образом, МРП, МВИ и МРА дают 

одинаковые результаты, но МРА является более 

простим, точным и быстро приближающим к 

точному решению задачи. Поэтому в дальнейшем 

рекомендуется использование МРА при решении 

линейных и нелинейных задач математической 

физики [1, 2, 8-12]. 
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