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Abstract 

In the paper the question of the existence of a differential inclusion )()(
.

xatx   under the 

initial condition 00 )( xtx 
 is considered. It is assumed that a multivalued mapping a continuous 

and the sets )(xa  are almost convex. 
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1. Введение 
Дифференциальным включением называется соотношение вида 

).(xa
dt

dx


      (1) 
Рассмотрим вопрос существования решения дифференциального включения с 

начальным условием 00)( xtx 
. В зависимости от свойств многозначного отображения 

(непрерывность в том или ином смысле) решения дифферециального включения (1) 
обладает различными дифференциальными свойствами. 

Пусть вектор функция 
)(tx

 определена на интервале или отрезке 
)( 0 JtJ 

 и 00)( xtx 
. 

Она называется классическим решением, если всюду на J  имеет непрерывную 
производную и удовлетворяет включению (1). 

Вектор функция 
)(tx

 называется решением Каратеодори дифференциального 

включения (1) на интервале J , если она на интервале J  абсолютно непрерывна и почти 
всюду удовлетворяет включению (1). 

Решение включения (1) с выпуклозначной правой частью при предположении 
полунепрерывности сверху многозначного отображения впервые было рассмотрено 

Зарембой в своей статье (Zaremba, 1934). Паратингентной производной )( 0tDx  функции )(tx  

в точке 0t  называется совокупность всех пределов: 

nk

nk

tt st

sxtx

xkx
k 







)()(
lim

0

0

,   kn ts  .  
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Заремба определял решение как непрерывную функцию, паратингентная производная 

)(tDx  которой всюду удовлетворяет включению: 

))(()( txatDx       (2) 
Верна следующая теорема. 

Теорема 1 (Zaremba, 1934), Пусть многозначное отображение 
nRnRa 2:  с выпук-

лыми замкнутыми значениями полунепрерывно сверху и существует число 0C  такое, что 

)(xayCy  , nRx .  

Тогда существует липшицева функция )(tx  с начальным условием 0)0( xx  , 

паратингентная производная )(tDx ,  которой всюду удовлетворяет включению: 

))(()( txatDx  ,    ]1,0[t . 
Дифференциальное включение с обобщенными производными (контингентными 

производными) было рассмотрено Вазевским (Wazewski, 1961).  

Доказано, что если для любого x  множество )(xa
 − выпуклый компакт и отображение 

а непрерывно, то включение (2) равносильно включению в контингентциях и 
дифференциальному включению (1). 

Для дифференциальных включений с невыпуклой правой частью первая теорема 
существования классического локального решения была доказана Филипповым, при 
условии, что правая часть удовлетворяет условию Липшица (Филипов, 1967). Затем им же 
была доказана теорема существования решения Каратеодори с непрерывной правой частью 
(Филипов, 1971). А в статье (Филипов, 1977) построен пример дифференциального 
включения вида (1), где многозначное отображение а с невыпуклыми значениями 
непрерывно, не удовлетворяет условию Липшица и включение (1) не имеет классическое 
решение. В настоящее время имеются достаточно содержательных и подробных 
монографии и статей целиком или в значительной степени излагающих проблемы 
существования решений (классические или в смысле Каратеодори) дифференциальных 
включений. К числу таких работ можно отнести: Ж.П. Обен (Aubin, Celina, 1984), 
А.А.Толстоногое (Толстоногов, 1986), Е.С. Половинкин (Полованский, 2015), А.Д. Иоффе 
(Ioffe, 2017), В.И. Благодатстких (Благодаских, Филипов, 1985), В.Д. Гельман (Барисович и 
др., 2005). 

Однако, в литературе достаточно мало работы посвящены дифференциальными 
включениями с обобщенными производными. 

В настоящей статье рассматривается вопрос существования липшицевой функций )(tx , 

]1,0[t  с начальным условием 0)0( xx  , паратингентная производная которой 

удовлетворяет всюду включению (2). Предполагается, что множества )(xa  являются почти 

выпуклыми, а отображение а непрерывно. Оказывается, что в этом случае 
дифференциальное включение (1) не равносильно включению (2) и оно вообще говоря не 
имеет классическое решение. Доказывается существование липшицевой функции, 
удовлетворяющей включению (2) всюду. 

Понятие почти выпуклости было введено в работах (Остапенко, 1982; Остапенко, 1983). 
Потребность изучения таких множеств возникла в теории диффернциальных играх 
(Остапенко, 1982). 

 
2. Методы исследования 
В статье применены методы выпуклого и негладкого анализа. Ключевую роль здесь 

играет теорема Арцела о компактности. 

В дальнейшем )(aB - замкнутый шар с центром а радиуса; nRM   замкнутое 

множество: )(Mdiam  диаметр множества М; 
}{Mconv

- выпуклая оболочка множества М. 

Определение 1 (Остапенко, 1982). Множество nRM   удовлетворяет условию почти 

выпуклости с константой 0B , если для любых 
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Mx j  , 0 j , Jj , 

где J - конечное множество индексов, таких, что 1
Jj

j  , выполняется 

)0(1
2BrMx j

Jj

j 


. 

где ji
Jji

xxr 
,

max . 

Заметим, что если 0 , то M -выпуклое множество. Класс почти выпуклых множеств 
достаточно широк. 

Пример 1. Множество },{ baM   состоящих из двух точек почти выпукло. 

Действительно, имеем 

)0(
2

1
},{ 1

2
Bba

ba
Mbaconv 


 , 

т.е. в этом случае константа почти выпуклости   можно выбрать 

)2(1 ba  (см. Рисунок 1). 

Пример 2. Дуга на окружности является почти выпуклым множеством. Это 
непосредственно следует из достаточного условия почти выпуклости, доказанный в 
(Остапенко, 1983) (см. теорема 2). Найдем константа почти выпуклости. Предположим, что 

дуга М меньше полуокружности и множество },...,,{ 21 kxxxQ  находится на этой дуге. 

Пусть ABQdiamdxBxA k  )(,,1 . Тогда множество }{Qconv  находится на                   

a -окрестности множества М, где a  = CD (см. Рисунок 1).  
Имеем 

4

2
2

d
RRDC 

. 
Теперь число   выберем из неравенства: 

2dDC  , 

т.е. 




4

1

2
2

d
RR

. 

Очевидно, что этому неравенств удовлетворяет числа R21 . Если дуга больше 

полуокружности, то она почти выпукла по теореме 3 (Остапенко, 1983) с некоторой 

константой  . Тогда, как видно из рисунка 1, если },{ baQ  , то множество }{Qconv  

находится в   − окрестности дуги, где 2ba  .  

Таким образом 

ba 


2

1
. 

Значит, если 0 ba , то  . 
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Рис. 1. Множество }{Qconv  находится на a -окрестности множества М, где a  = CD 

 

Пример 3. Окружность M  с радиусом R является почти выпуклым множествим с 

константой )3(1 R . Действительно, пусть множество MxxxQ k  },...,,{ 21  

(см. Рисунок 1). Рассмотрим две случаи. Если }{0 Qconv . Это означает, что множество 

находится в некоторой полуокружности. Тогда из примера 2 следует включение: 

  )0()(
2

1
}{ 1

2
BQdiam

R
MQconv  .    (3) 

Если Qint0 . Тогда в convQ  существует некоторый остроугольный треугольник, 

содержащий внути себя центр окружности 0. Значит, окружность описана этому треуголь-

нику. Следовательно, длина некоторой стороны треугольника больше или равно 3R . 

Отсюда 

RQdiam 3)(  .  

Очевидно, что множество Q находится в R-окрестности множества M .  
Теперь выберем число   из условия 

2))(( QdiamR     (4) 

Это неравество имеет место, если )3(1 R . Если точка О находится на границе 

множества }{Qconv , то RQdiam 2)(  . Тогда неравенство (4) выполняется, если R21 . 

В общем случае, имея ввиду и включение (З), имеем 

}{Qconv )0())((
3

1
1

2 BQdiam
R

M  . 

Отсюда M − почти выпуклое множество с константой )3(1 R . 

В дальнейшем мы используем следующее свойство почти выпуклых множеств. 
Предложение 1 (Остапенко, 1983). Теорема 3, Следствие 3). Если М почти выпуклое 

множество с константой  , то для любого )16(1   множество )0( BM  почти выпукло с 

константой 4 .  

Напомным теперь определения многозначного отображения. Пусть nR2 совокупность 

всех непустых подмножеств из nR . 

Отображение nRnRa 2:   называется полунепрерывным снизу в nRx 0 , если для 

любого 0  существует такое 0 , что 

)0()()( 0  Bxaxa  )( 0xBx  . 
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Отображение 
nRnRa 2:   называется полунепрерывным сверху в nRx 0 , если для 

любого 0  существует такое 0 , что 

)0()()( 0  Bxaxa )( 0xBx  . 

Если отображение a  полунепрерывно снизу и сверху в 0x , то оно называется 

непрерывным в этой точке (см. Барисович и др., 2005), Определение 1.2.43, с. 38: 
определение непрерывности в смысле Хаусдорфа). 

 

Основным результатом статьи является следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть 

1) многозначное отображение 
nRnRa 2:   с компактными значениями 

непрерывно; 

2) существует число 0  такая, что для любого 
n

Rx  множество )(xa  почти 

выпукло с констатой  ; 

3) существует константа С > 0 такая, что для любого )(xay  
nRxxCy  )1(

. 

Тогда существует липшицевая функция )(tx , паратингентная производная )(tDx  

которой всюду удовлетворяет включению 

)),(()( txatDx   ]1,0[t . 

с начальным условием 0)0( xx  . 

Доказательство. Доказательство аналогично теореме Зарембы. Отметим ключевые 

моменты доказательства. Разобьем отрезок ]1,0[  на m2 (m-натуральное число) частей и 

положим m 2 . Запишем вместо соотношения (1) разностное включение 

))(()()( txatxtx   ,                    (5) 

 )12(,...,2,,0 mt . 

Решение )(tx  разностного включения (3) построим шаг за шагом. Положим 

0)0( xx  . В первом шаге в качестве )(x  выберем произвольный элемент множества 

))0(()0(   xax . Во втором шаге в качестве )2( x  выберем такой элемент множества 

))(()(   xax , что 


















 







)()0()(
min

)()2()0()(

))(()(

xuxxxxxx

xaxu
            (6) 

 

Аналогично, построим точки )1(),...,3(   xx . 

Доопределим )(tx  для всех [0,1], построив линейную интерполяцию: 




 



)())1((
)()()(

kxkx
ktkxtx ,  ])1(,[  kkt , 

)12(,...,1,0  mk . 

Из разностного включения (5) следует, что 

CtxCtx   )()1()(
 

Отсюда получим 

 1)1(1)1()( 00 xexetx CCt . 

Значит,  для  любого ))(( txay   

LvCtxCy   )1())(1(
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Поэтому 

Ltxtx   )()(
, ...,0 t                                         (7) 

Отсюда 

2121 )()( ttLtxtx   , ]1,0[, 21  tt . 

Поэтому в силу теоремы Арцела из последовательности )}({ tx  функций можно 

выбрать равномерно сходящуюся подпоследовательность. Без ограничения общности 

можно предполагать, что сама последовательность (.)x  сходится к некоторой функции 

(.)0x , причем 

.0)()(max)( 0
10




txtx
t

  

Покажем, что предельная  функция )(0 tx  удовлетворяет условию Липшица с 

константой L. В самом деле, 

  )()()()( 1102010 txtxtxtx
 
  )()()()( 20221 txtxtxtx

 
)()( 21  ttL . 

Устремляя   к нулю, получим требуемый результат. 
Так как 

  )()()()( 000 txtxtxtx
 

),()()( 0000   ttLtxtx  

то в силу полунепрерывности сверху отображения a   спаведливо включение 

)0())(())(( 100 Btxatxa  
 

как только разность 0tt   и   достаточно малы. Предположим, что это включение 

выполняется, если выполнены следующие условия  0tt , 0 . 

Покажем, что паратингентная производная )(tDx  удовлетворяет включению (2) всюду 

на отрезке [0,1]. Пусть )1,0(0 t  и 21, tt -фиксированные точки, имеющие вид 111  kt , 

122  kt , 1 , причем 

 01 tt ,  02 tt . 

Так как m 2 , то при 1  точки  21, tt  будут входить в разбиение отрезка [0,1].  

Имеем 




















211 ,...,, 1212

12 )()()()(

ttt

txtx

tttt

txtx
. 

Для достаточно малых   имеем 

ty







  )()( txtx

)0())(( 100 Btxa  ,  211 ,...,, tttt . 

Так как множество ))(( 00 txa  почти выпукло с константой  , то по предложению 1 при 

)16(1  множество )0())(( 100 Btxa   почти выпукло с константой 4 . Поэтому согласно 

определению 1 почти выпуклости имеем 

12

12 )()(

tt

txtx



   )0(max4)0())(( 1

2

,
100 ByyBtxa pt

pt
                        (8) 
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Так как отображение a  непрерывно по Хаусдорфу, то оно равномерно непрерывно на 

компактном множестве 
)0(B

. Это означает, что для любого 0  существует 0  

такое, что если  xx , )0(B
, то 

 xx )0()()(  Bxaxa . 

Отсюда, если положим )(   txx , )(txx  , то из неравенства (7) следует, что при 

L   

 )()( txtx    

и поэтому из соотношения (6) получим 

 tt yy ,  211 ,...,, tttt . 

Отсюда для произвольных  211 ,...,,, tttpt  справедливо неравенство 

21 ttyy pt  . 

Поэтому, если 2 , то 

422
12

2
)(  ttyy pt      (9) 

Имеем 
 














 

12

12

12

1020

12

1020 )()()()()()(

tt

txtx

tt

txtx

tt

txtx

 
 

12

102 )()(

tt

txtx




 

.      (10) 
Выберем теперь число   настолько малым, что первое и третье слагаемое в (10) были 

по модулю меньше  . Теперь имея ввиду соотношения (8)-(10), получим 






12

1020 )()(

tt

txtx
)0(4)0(3))(( 1

4
100 BBtxa  . 

Отсюда, посколку   произвольно, получим 

))(()( 0000 txatDx  . 

Аналогично рассматриваются случаи, когда 00 t  или  10 t . 

 
3. Обсуждение результатов 

Итак основным результатом статьи является  следующая теорема, в которой 
доказывается существования решения дифференциального включения с паратингентной 

производной в случае, когда правая часть )(xa  дифференциального включения (1) 

принимает почти выпуклые значения, а многозначное отображение 
nRnRa 2:   

непрерывно по Хаусдорфу.  
Замечание 1. Если ослабить условие непрерывности отображения a , то 

утверждение теоремы 2 становится неверным. Действительно, пусть 
1Rx , }1,1{)0( a , signxxa )( . 

Тогда отображение а полунепрерывно сверху, множества )(xa  почти  выпуклы 

(пример 1), но решение с начальным условием 0)0( x  не существует при 0t  (см. пример 

Благодаских, Филипов, 1985: 243). 
Замечание 2. Отметим, что в условиях теоремы 2 включение 2 в паратингенциях 

не равносильно дифференциальному включению (1).  

Действительно, пусть }2{}1,1{)( xa , 1Rx . Отображение a  непрерывно, а для 
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каждого х множество )(xa  почти выпукло с константой 21 . Рассмотрим 

дифференциальное включение (1) с начальным условием 0)0( x  на отрезке [0,3]. 

Липшицева функция 
















]3,2[42

],2,1[2

],1,0[

)(

tеслиt

tеслиt

tеслиt

tx

 

на отрезке [0,3] удовлетворяет дифференциальному включению )()( xatx
dx

d
  почти 

всюду. 

Однако включение (2) не выполняется всюду, поскольку например )2(5.1 Dx , 

и поэтому ))2(()2( xaDx  . 

Решение включения (2) в паратингентциях будет например функция 










]3,1[2

]1,0[
)(

tеслиt

tеслиt
ty

 
Действительно имеем  
















1]1,1[

],3,1(1

),1,0[1

)(

tесли

tесли

tесли

tDy

 
поэтому всюду на отрезке [0,3] им:еет место включение 

0)0()),(()(  ytyatDy , 

Замечание 3. В примере 3 (см. Филипов, 1977: 1076) многозначное отображение 
22: 2 RRa   непрерывно, для каждого х множество )(xa  либо дуга на окружности либо 

окружность, (т.е. множества )(xa  почти выпуклы согласно примеру 2), и показано, что 

дифференциальное включение вида (1) с начальным условием 0)0( x  не имеет 

классическое решение. Таким образом существует пример дифференциального включения 

вида (1), где отображение a  непрерывно, значения )(xa  почти выпуклы, но включение (1) 

не имеет классическое решение. 
 
4. Заключение 
Результаты статьи могут быть применены в теории дифференциалных играх и в 

задачах оптимального управления. 
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О решениях дифференциальных включений с почти выпуклой правой частью 
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Аннотация. В статье рассматривается вопрос существования решения включения 

вида ))(()( txatDx   при начальном условии 00 )( xtx 
, где )(tDx  − паратингентная 

производная функции )(tx . Предполагается, что многозначное отображение a  непрерывно, 

а множества )(xa  почти выпуклы. 
Ключевые слова: Многозначное отображение, почти выпуклость, 

дифференциальное включение. 
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